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qualités  pcrfonncllcs  n’ont  pas  befoin  et  un  fi  foible  f cours. 
Ces  formules  fa  années  d Eloges  fi  fiuvent  rebattus , ne 
conviennent  qu’à  des  Auteurs  qui  s’imaginent  que  leurs 
Patrons  s’en  trouvent  honorés.  Pour  moi , je  fuis  animé  et un 
plus  noble  motif , & ce  motif  ejl  la  reconnoijfance  : Ce 
n’efl  qu’à  Vous  que  je  dois  ce  loifir  que  j’ai  employé  à cultiver 
les  Mathématiques  depuis  la  fin  de  Votre  Education  ; Vos 
fuies  libéralités  ont  réparé  les  torts  que  la  Fortune  m’avoit 
fait  , fans  V ous  les  foins  les  plus  cuifans  occuper  oient 
mes  trifics  jours. 

Faire  du  bien  , c’ ejl  le  caraflere  des  grandes  Ames. 
Comment  ne  froit-ce  pas  le  Vôtre  , étant  né  dans  le 
fin  d'une  Famille  ou  le  Fîéroïfinc  de  l’un  & l’autre  fixe 
a toujours  décoré  ce  qui  ordinairement  décore  les  autres  , 
je  veux  dire  la  Noblcjfe  , les  Titres  & la  Grandeur  : 
Mais  où  m’emporte  un  zelc  indiferet  , ce  font  les  grandes 
allions  & non  pas  les  louanges  qui  plaifnt  aux  vrais 
Héros  ; Pardonnez  , MONSEIGNEUR,  ce  trait 
qui  vient  d’échaper  à ma  reconnoijfance  , & s’il  ni  tn’cjl 
pas  permis  de  la  faire  éclater  par  les  plus  jujlcs  Eloges , 
pouffiez  du  moins  que  f aye  l’ honneur  de  Vous  en  donnes  des 
marques  en  Vous  offrant  un  Ouvrage  qui  ne  doit  fa  naiffana 
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quà  vos  bienfaits.  JJ  acüeil  que  Vous  daigner és  lui  faire , 
fera  pour  moi  un  nouveau  fujet  d augmenter  , s’il  fi  peut , 
de  plus  en  plus , le  refpeftueux  attachement  avec  lequel  fai 
J honneur  d être  , 


MONSEIGNEUR» 


* 

\Totre  très-humble  5c  très-obéiflàne 
Serviteur  , D e i d r s K. 
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PREFACE- 

ON  ne  peut  mieux  Ce  convaincre  de  l’utilité  des 
nouveaux  Calculs  qu’en  jettant  les  yeux  fur  les 
progrès  étonnans  que  les  Mathématiques  ont  faits  depuis 
leur  invention  ; qu’étoit-ce  que  la  Geometrie  avant  le 
tems  de  Monfieur  Delcartes  ? Si  l’on  excepte  les  Ecrits 
d’Euclide  de  Pappus , d’Appollonius , & d’Archimede  ; 
que  trouve-t’on  dans  les  Ouvrages  de  la  plupart  des  an- 
ciens Geometres,  que  des  redites  inutiles,  & des  commen- 
taires fans  fin,  plus  propres  à rebuter  l’efprit  qu’à  lui  inlpi- 
rer  du  goût  pour  la  recherche  de  la  vérité  ; ce  n’eft  pas 
que  les  Anciens  ayent  jamais  manqué  de  genie,  les  traités 
qui  nous  relient  d’eux  montrent  allés  quelle  étoit  leur 
fagacité  & leur  application  ; mais  les  véritables  méthodes 
leur  étoient  inconnues , & faute  de  ce  fécours  ce  n’étoit 
qu’à  force  de  travail  & de  tête  qu'ils  parvenoient  à faire 
des  découvertes , dont  la  plûpart  ne  valoient  pas  les  foins 
qu’ils  y prenoient > toujours  reflèrrés  dans  les  bornes  d’un 
mince  détail , ils  ne  s’attachoient  qu’à  des  Problèmes  qui 
les  menoient  ordinairement  à peu  de  choie  ou  pour  mieux 
t dire  à rien  ; leurs  recherches  commençoient  par  une  foule 
de  Lemmes,  de  ces  Lemmes  on  tiroit  des  conféquences, 
& enfin  de  ces  conféquences  on  paflôit  à une  démonftra- 
tion  longue , ennuyeufé  &embarralTée,  dont  les  Mathé- 
matiques ne  recevoient  qu'un  foible  accrgiflèment  : il  eft 
vrai  qu’un  peu  avant  la  découverte  des  nouvelles  métho- 
des 
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des  on  cotnmençoit  à s’appercevoir  du  défaut  des  ancien- 
nes : on  voit  par  les  Ouvrages  des  grands  Geomctres  qui 
fleurillbient  dans  ce  Siècle , que  les  voycs  de  Généralisa- 
tion étoient  leur  unique  but.  Le  Pere  Guldin  Jefuite  a 
trouvé  la  maniéré  de  mefurcr  les  Solides  8c  leurs  Surfaces 
par  la  connoilîànce  du  Centre-de  gravité  des  plans  qui  en 
tournant  autour  d’un  axe  de  mouvement  produilènt  ces 
Solides  : Cavallerius  a poulie  la  Géométrie  ailes  loin  pat 
le  fèul  principe  des  indivifibles  ou  des  élemens  dont  on 
conçoit  que  les  Lignes  ,♦  les  Surfaces  & les  Solides  font 
compolés  : Grégoire  de  Saint  Vincent  prévenu  en  fa- 
veur de  la  méthode  d’Exhaullion , dont  Archimede  eft 
1 Auteur , s’en  ell  lervi  avantageufeme'nt  pour  décou- 
vrir une  infinité  de  belles  propriétés  dans  les  SeCtions 
coniques:  Vivien  s’ett  attaché  à ce  qu’on  appelle  les  {lus 
grandes  8c  les  moindres  ou  le  Maximum  8c  Minimum , 8c 
nous  a donné  lùr  les  Sections  coniques  grand  nombre  de 
propofitions  très-curieufès  qui  lui  ont  fait  mériter  le  Titre 
d’ Auteur  fubtil  ; d’autres  enfin  à l’exemple  de  ceux  que 
nous  venons  de  citer  ont  mis  au  jour  bien  des  Productions 
qui  nous  font  voir  clairement  qu’on  ne  fbngeoit  qu’à  le 
défaire  de  l’efclavage  des  anciens  préjugés  ; mais  ces 
efforts  quoique  granefs  & admirables  étoient  encore  in- 
fuffilàns  , & l’on  peut  même  dire  qu’ils  leroient  devenus 
dangereux  ; comme  on  n’employoit  alors  que  la  Synthefè 
qui  par  elle-même  ell  bornée  au  détail , on  étoit  néceflài- 
rement  obligé  de  prendre  des  détours  prelque  fans  fin 
pour  s’élever  au  général  ; Il  falloit  multiplier  les  Figures , 
y décrire  une  infinité  de  Lignes  8c  d’Arcs,  en  oblèrvcr 
fbigneulèment  la  pofition  & les  Angles  , déduire  de  cês 
opérations  grand  nombre  de  propofitions  incidentelles 
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qui  étoient  comme  autant  d’acceflôires  au  fujet , 8c  ne 
parvenir  à ce  qu’on  recherchoit  qu’après  avoir  fatigué  ion 
attention  par  un  long  & pénible  travail»  croit -on  que 
bien  des  gens  euilènt  voulu  marcher  à travers  tant  de 
Ronces  & d Epines , 8c  que  cette  contention  d’efprit  les 
eût  engagés  à l’Etude  d’une  Icience  dont  l’objet  n’ell  déjà 
que  trop  lèc?  Des  vérités  auiïi  étendues  que  celles  de  la 
Geometrie  demandent , des  méthodes  fimples  & faciles 
qui  ménagent  les  forces  de  l’elprit;  3c  ce  font  ces  métho- 
des qui  ont  été  heureufement  découvertes  dans. le  Siècle 
où  nous  vivons. 

Mr.  Delcartes  eft  le  premier  qui  nous  en  a frayé  le  che- 
min ; de  jfon  tems  l’Algèbre  étoic  enlèignée  d’une  maniéré 
fi  obfcure  qu’il  fuffilôit  de  la  nommer  pour  inlpirer  de  la 
terreur  à la  plupart  même  des  perfonnes  qui  fe  piquoient 
d’avoir  pénétré  bien  avant  dans  les  Içcrets  de  la  Géomé- 
trie : cet  illuftre  Auteur  connoiiîànt  toute  l’utilité  que  les 
Mathématiques  dévoient  retirer  de  cette  fcience  , s’atta- 
cha à en  débrouiller  le  Cahos , il  en  changea  les  exprel- 
fions  , les  cara&eres  & les  lignes , il  fimplifia  les  opéra- 
tions, 8c  réduilànt  les  équations  fous  différentes  dalles, 
il  fit  voir  dans  ion  excellent  traité  de  Géométrie  comment  ' 
on  pouvoit  les  appliquer  à la  quantité  continue  de  même 
qu’on  les  appliquoit  auparavant  aux  feules  quantités  nu- 
mériques ; Ion  excellent  dilcours  fur  la  méthode  avoit 
déjà  éclairé  les  elprits  ; les  Savans  voulurent  faire  l’eflai 
de  ces  nouvelles  maximes , & bien-tôt  le  fuccès  en  fut 
plus  grand  qu’on  n’avoit  crû  devoir  l’elpérer.  Cniygius 
inventa  les  lieux  Géométriques  :Mr  de  Sluze  Chanoine* de 
Liege  trouva  la  maniéré  de  conllruire  Géométriquement 
les  équations  déterminées , ces  deux  découvertes  lourni- 
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renc  un  moyen  général  de  réfoudre  les  Problèmes  indé- 
terminés & les  déterminés.  Wallis  mit  au  jour  l’Arithmé- 
tique des  infinis  , ÔC  s’attacha  à appliquer  l’Algèbre  au 
principe  des  Centres  de  gravité  des  Figures  & des  Soli- 
des : le  Calcul  des  Fluxions  parut  en  même  tems  en  An- 
gleterre ; ce  n’étoit  encore -là  que  des  préludes  ; quand 
la  voye  ell  une  fois  ouverte  on  ne  s’arrête  pas  en  chemin  ; 
i'illuftre  Mr.  de  Leibnits  après  bien  des  méditations  dignes 
de  fon  grand  genié,  découvrit  enfin  les  principes  du  Cal- 
cul différentiel  & du  Calcul  intégral  tels  qu’on  les  em- 
ployé en  France  & en  Allemagne  , «St  dès  ce  moment 
les  Mathématiques  commencèrent  à paflèr  de  l’état  d'une 
longue  enfance  à celui  d’une  prompte  8c  parfaite  maturité  ; 
la  clarté  & l 'étendue  de  ces  méthodes  frappèrent  tous  les 
cfprits , les  Routes  tatonneufos  des  Anciens  furent  abban- 
données , on  ne  travailla  plus  que  felon  ces  nouvelles 
vues,  «St  tout  autant  d’Ouvrages  qui  parurent  au  jour  fu- 
rent autant  de  chet-d’œuvres , qui  cent  ans  auparavant 
auroient  été  regardés  comme  furnaturels  : il  foroit  inutile 
de  faire  ici  le  détail  de  ces  Ouvrages , tout  le  monde  con- 
noit  les  excellens  Traités  de  Mrle  Marquis  de  l’Hôpital 
fur  les  SFeétions  coniques , & les  infiniment  petits  ; celui 
du  Pere  Reynaud  fur  i’Analyfe  démontrée  , ceux  de  M" 
Rolle , Guinée,  Varignon,  Carré,  Volf,  Bernoulli  , 
Hermant , Polenus , Keil , Gravefànde  , <Sc  fortout  les 
Mémoires  de  la  célébré  Academie  Royale  des  Sciences 
où  l’on  trouve  à chaque  pas  des  découvertes  admirables 
dignes  du  profond  lavoir  de  cet  iliuftre  Corps. 

Il  n’efl  plus  queftion  aujourd  hui  pour  devenir  Géomè- 
tre de  pâlir  pendant  les  trente  ou  quarante  années  fur  des 
grands  Infolio  où  une  érudition  mal  placée  étouffoit  un 
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lavoir  oblcur  8c  cmbarralîè  qu’on  avoit  peine  à démêler. 
Les  nouveaux  principes  font  clairs  8c  évidens;  la  brièveté 
qui  les  fuit  partout  n’exige  point  une  attention  forcée,  & 
quelques  années  d’étude  fuivie  lûffilcnt  pour  élever  un 
Homme  qui  a des  talens  bien  au-deflus  de  ces  génies  qui 
faifoient  l’admiration  de  l’Antiquité;  croit-on  qu’un  jeune 
Homme  de  feize  ans  pût  produire  un  Ouvrage  qu’Archi- 
mede  lui-même  auroit  louhaité  d avoir  fait  fur  la  fin  de  lès 
jours  ? c’eft  cependant  ce  que  nous  avons  vû , ôc  ce  qui  pa- 
roîtroit  incroyable  à la  pollérité  fi  les  Calculs  modernes 
venoient  malheureulèment  à tomber  dans  l’oubli. 

Au  relie  il  ne  faut  point  s’imaginer  que  je  veuillerejet- 
rerablolumentlaSynthélè  s je  me  contredirois  moi-même 
après  tout  ce  que  j’en  ai  dit  dans  le  projet  de  mes  Ouvrages , 
& dans  les  Préfaces  de  ceux  qui  ont  déjà  paru.  ï°.  La  Syn- 
théfè  eft  d'une  nécefiîté  indilpenlàbie  pour  les  commen- 
çans  ; le  Calcul  fuppolè  les  principales  propriétés  des  Fi- 
gures auxquelles  on  l’applique , & c’eft  de  la  formation 
de  ces  Figures  que  leur  propriétés  fe  déduilent  : à quoi 
lèrviroit  donc  le  Calcul  fans  ces  connoilfances  prélimi- 
naires î Et  comment  pourroit-on  les  acquérir  fi  on  négii- 
geoit  l’unique  route  qui  peut  y conduire  i D’ailleurs  le 
Calcul  a quelque  choie  de  trop  abftrait  pour  les  com- 
mençans , peu  accoutumés  à tout  ce  qui  porte  le  nom 
d’attention  un  peu  lèrieufe , il  ne  leur  ferait  pas  facile  de 
s’appliquer  d’abord  à une  Etude  qui  impofè  à 1 imagina- 
tion un  éternel  filence,  le  détail  & les  objets  lènfiblestels 
que  font  les  Figures  leur  conviennent  mieux , il  faut  leur 
donner  le  tems  de  s’y  faire,  & ne  les  meneràl’abftraétion 
des  méthodes  générales  que  d’une  maniéré  inlènfible  qui 
les  empêche  s’il  le  peut  de  fe  douter  du  changement  : en 
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fécond  lieu , bien  qu’il  foie  vrai  en  général  que  le  Calcul 
eft  le  moyen  le  plus  fur  pour  parvenir  à l’invention , il  faut 
cependant  avouer  qu’il  eft  bien  des  occafions  où  la  fimple 
formation  des  Figures  fait  réfoudre  plus  aifément  un  Pro- 
blème ; on  en  trouve  plus  d’un  exemple  dans  le  Traité 
des  infinimens  petits  de  Mr  le  Marquis  de  l’Hôpital , & 
j’ofè  me  flàter  que  ceux  qui  voudront  fè  donner  la  peine 
de  lire  mes  Ouvrages  y trouveront  des  preuves  convain- 
quantes de  cette  vérité  5 la  Synthéfe  bien  ménagée  n’eft 
donc  point  à méprifer  comme  quelques  perfonnes  Ce  l’i- 
maginent mal  à propos  ; un  bon  Geometre  doit  profiter 
de  tout  i fi  la  route  ordinaire  lui  offre  un  moyen  aifé  de 
découvrir  ce  qu'il  cherche , il  auroit  tort  d’employer  un 
Calcul  qui  malgré  fà  certitude  neprefènte  jamais  à l’efprit 
une  certaine  évidence  ; fi  au  contraire  il  ne  peut  attein- 
dre à fon  objet  par  la  Synthéfe  qu’après  une  infinité  de 
détours  & de  circuits  embarrafTans , il  doit  préférer  la 
commodité  des  nouvelles  méthodes  à une  clarté , qui 
après  tout  ne  doit  être  eftimée  qu’autant  qu’elle  ne  jette 
point  dans  des  plus  grands  inconveniens  ; il  eft  vrai  qu’a- 
près avoir  fait  une  découverte  par  l’ Analyfe  on  devroit  y 
joindre  une  démonftration  qui  donneroit  plus  de  fàtifac- 
tion  à l’efprit  ; c’étoit  le  fèntiment  de  1 illuftre  Mr  de 
Fermât  qui  fè  plaignoit  que  de  fon  teins  on  négligeoit 
l’élegance  des  démonftrations  ; bien  des  Savans  penfent 
encore  aujourd’hui  de  la  même  façon  -,  mais  auffi  ne  fè- 
xoit-ce  pas  trop  exiger  des  Geometres?  L’efprit  inventif 
n’aime  point  qu’on  le  gène,  nous  voyons  tous  les  jours 
qu’un  Savant  propre  pour  l’invention  aime  mieux  défri- 
cher un  terrain  inconnu  que  de  mettre  la  derniere  main 
à cent  autres  qu’il  a lui-même  défrichés. 
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Quoiqu’il  ait  déjà  paru  beaucoup  de  traités  touchant 
les  nouvelles  méthodes , j’elpere  que  celui  ci  ne  lèra  pas 
regardé  comme  tout  à fait  inutile:  Mr  le  Marquis  de  l’Hô- 
pital écrivoit  dans  un  tems  où  les  Savans  même  avoient 
befoiii  d’être  inftruits  ; on  ne  parle  point  aux  Savans  de 
la  meme  façon  qu’on  parle  à ceux  qui  ignorent  les  pre- 
miers principes  ; ce  qu’il  a dit  luffifoit  pour  communiquer 
lès  lumières  aux  perlonnes  à qui  il  s’addrefioit , & c’eût 
été  une  perte  de  tems  pour  lui  de  pour  le  public  fi  Ion  gé- 
nie vif&  pénétrant  s’étoit  amufé  à donner  plus  d éten- 
due à Ces  Ecrits  au  lieu  de  s’attacher  comme  il  a fait  à des 
nouvelles  recherches  que  les  Mémoires  de  1 Academie 
des  Sciences  nous  ont  conlèrvées.  Le  Pere  Reynaud  n’a 
prefque  rien  iaifle  à dire  dans  Ion  Analyfe  démontrée  ; 
mais  le  grand  nombre  de  méthodes^u’il  rapporte  , & le 
peu  d’application  qu’il  en  fait  à la  Géométrie  rendent  Ion 
Ouvrage  plus  propre  pour  les  Savans  que  pour  les  per- 
fbnnes  qui  ont  befoin  d'être  menées  pas  à pas  dans  des 
routes  qui  leur  font  inconnues.  Mr  Volfs’eft  un  peu  plus 
humanité  dans  fon  cours  de  Mathématique , le  détail  & 
les  applications  n’y  manquent  pas , l’on  trouve  même 
dans  là  méthode  un  ordre  & une  clarté  qu’on  ne  rencon- 
tre pas  aifëment  dans  la  piûpart  des  Auteurs , mais  Ion 
Ouvrage  eft  Latin  , & tout  le  monde  n’entend  pas  cette 
Langue  ; je  ne  parle  point  de  grand  nombre  d’Ecrits  que 
la  Savante  Angleterre  a mis  au  jour,  on  lait  que  les  Au- 
teurs de  cette  nation  s’appliquent  plus  à approfondir  les 
Matières  qu’à  les  mettre  à la  portée  de  tous  les  efprits , 
il  faut  des  Ouvrages  plus  familiers  pour  des  perfonnes  à 
qui  les  fcienccs  ne  font  pas  familières.  Ce  que  je  viens 
de  dire  fait  alTez  voir  quel  eft  mon  delîèin  ; je  cherche  à 
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éclairer  les  commençans  , à leur  applanir  les  voyes , <Sc 
à les  exempter  d’une  contention  d’elprit  qui  pourrait  leur 
donner  du  rebut  pour  une  fcience  à laquelle  ils  louhaitent 
d’atteindre  ; mes  Ouvrages  précédens  tendent  au  même 
but  : dans  le  Premier  j’ai  donné  les  principes  généraux 
de  Mathématique  à commencer  par  l’Arithmétique  qui 
en  eft  la  clef  générale  : dans  le  Second  j’ai  renfermé  toute 
la  Synthéle  qu’on  doit  lavoir  pour  le  faire  un  acquit  làns 
lequel  on  s’adonnerait  vainemeut  au  Calcul  : dans  le 
Troifiéme  j’ai  montré  la  nftniere  d’appliquer  la  fimple 
Algèbre  à la  Geometrie , & pour  accoutumer  les  elprits 
à s’élever  inlènfiblement  au-deflùs  du  détail , j’ai  donné 
des  méthodes  de  Generalization  qui  tiennent  le  milieu 
entre  la  Synthéle  & les  Calculs  trop  relevés  j enfin  dans 
celui-ci  je  pallè  à la  Géométrie  lùblime  & tranlcendante 
telle  qu’on  la  traite  aujourd’hui , afin  que  le  Leéfeur  re- 
flechilîànt  fiir  les  méthodes  d’invention  que  cette  fcience 
comprend  puiiîè  parvenir  à faire  lui-même  des  découver- 
tes honorables  pour  lui,  & utiles  pour  le  Public.  Aurai- 
je  bien  ou  mal  réulîi  dans  mon  defléin , c’eft  ce  que  je 
JailTe  au  jugement  des  Savans , toujours  prêt  à me  con- 
former à leurs  idées  dans  tous  les  endroits  où  ils  croiront 
devoir  me  redreflèr. 

Cet  Ouvrage  contient  trois  Parties.  La  Première  efl: 
un  Traité  préliminaire  où  j’ai  renfermé  tout  ce  qu’on  doiq 
lavoir  d’Analylè  & de  Géométrie  fublime  loriqu  on  veut 
s’adonner  aux  nouveaux  Calculs.  Dans  mon  Arithmétique 
des  Gcometrcs , je  n’ai  donné  de  l’Algebre  qu’autant  qu’il 
en  falloir  pour  des  perlbnnes  que  je  fiuppoîois  dépourvues 
de  Géométrie.  Les  Equations  des  Problèmes  numériques 
ne seleventguere au-delàdu  troifiéme dégré  : Audi m’eiv- 
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luis-je  tenu-là  ; maintenant  je  reprens  cette  matière  où  je 
l’avois  laiiïee , & je  commence  par  la  rélolution  des  Equa- 
tions de  tous  les  degr?s,  foit  que  leur  Racines  (oient  com- 
menfurables  ou  qu’elles  ne  le  foient  pas  ; delà  je  viens 
aux  fuites  Algébriques  dont  on  fait  grand  ulage  dans  le 
Calcul  intégral  pour  les  Racines  & les  puiftânces  impar- 
faites de?  grandeurs  complexes  ; je  pafle  enfuite  aux 
Equations  qui  expriment  la  nature  des  Courbes  , ces  for- 
tes d'exprefîions  font  d’un  grand  fccours  pour  la  folution 
des  Problèmes  ; c’eft  pourquoi  j’en  donne  une  lifte  ailes 
ample  qu’on  fera  bien  de  fe  rendre  extrêmement  fami- 
lière ; on  en  reconnoîtra  l’utilité  dans  les  Lieux  Géomé- 
triques que  j explique  immédiatement  après,  dans  la  con- 
flruétion  des  Equations  déterminées  de  tous  les  degrés, 
dans  la  maniéré  de  conftruire  toute  forte  de  Courbes  par 
la  connoiflince  de  leurs  Equations , & dans  celle  de  ré- 
foudre  les  Problèmes  Géométriques  déterminés  & indé- 
terminés $ les  exemples  que  je  donne  de  tout  ceci  font 
faciles  & très  propres  à en  procurer  l’intelligence  , ce- 
pendant je  conlèille  à ceux  qui  commencent  de  ne  pas 
s’en  tenir  à la  (impie  leélure  > cette  maniéré  d’étudier  eft 
trop  fuperficielle  lorfqu’il  s’agit  de  Mathématiques  , il 
faut  lire  la  Plume  à la  main  & travailler  (bi-même  à faire 
les  Calculs  ; l’attention  en  eft  moins  fatiguée , les  idées 
.s’arrangent  beaucoup  mieux  dans  l’efprit , l’habitude  de 
calculer  fe  forme  inîènfiblement , 8c  l’on  devient  bon 
Geometre  en  moins  de  tems , 8c  avec  moins  de  peine 
qu’on  n’en  employeroit  en  revenant  plufieurs  fois  fur  un 
même  fujet. 

Dans  la  féconde  partie  je  donne  les  réglés  du  Calcul 
Différentiel , 8c  je  l’applique  à ce  qu’il  y a de  plus  in- 
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tcreflànt  dans  la  Géométrie  : On  y trouvera  la  maniéré 
de  mener  les  Tangentes  des  Courbes,  de  connoître  leurs 
Soutangentes , leurs  Perpendiculaires , & leurs  Souper- 
pendiculaires  , leurs  Afÿmptotes  , leurs  points  d’In- 
ilexion  Sc  de  Rebrouflement , les  Rayons  de  leurs  Dé- 
veloppées , Sc  la  nature  de  ces  mêmes  Développées  ; j’y 
explique  auflî  la  réglé  de  Maximis  Sc  Minimis  , Sc  la  ma- 
niéré de  trouver  les  Cauftiqucs  par  reflexion  Sc  par  ré- 
fraction , dont  on  fait  grand  ufàge  dans  la  Dioptrique  Sc 
la  Catoptrique. 

La  troifiéme  partie  contient  les  réglés  du  Calcul  In- 
tégral ; je  fais  voir  l’ufage  qu’on  en  fait  pour  la  quadra- 
ture & la  reétification^des  Courbes  , pour  la  cubature 
des  Solides  & la  quadrature  de  leurs  Surfaces , pour  la  re- 
cherche des  centres  de  Gravité  Sc  des  centres  d’Ofcilla- 
tion  , Sc  pour  la  méthode  inverfèdes  Tangentes;  enfin  je 
termine  l’Ouvrage  par  l’explication  du  Calcul  des  Loga- 
rithmes , Sc  du  Calcul  Exponentiel  ; ce  dernier  n'eft  au- 
tre chofe  que  l’application  du  Calcul  Différentiel  Sc  Inté- 
gral aux  Equations  des  Courbes  qui  ont  pour  expofàns 
des  grandeurs  indéterminées  , ce  qui  leur  a fait  donner 
le  nom  de  Courbes  parcourantes. 

J’aurois  pû  appliquer  les  nouvelles  méthodes  à grand 
nombre  de  beaux  Problèmes  phyfico-mathematiques  ; 
mais  comme  ces  Problèmes  demandent  qu’on  foit  in- 
flruit  des  principes  fur  lefquels  ils  lont  fondés  , Sc  que 
d’ailleurs  je  me  propofe  de  mettre  au  jour  quelques  Ou- 
vrages fur  ces  matières  , j’ai  crû  qu’il  fèroit  inutile  d’en 
groflir  celui-ci  , dont  le  Volume  n’eft  déjà  que  trop 
grand. 

. Il  eft  bien  des  Perfonnes  qui  s’effarouchent  au  fèul 
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nom  du  Calcul  Différentiel  «5c  Intégral , de  même  qu’on 
s’eflàrouchoit  autrefois  au  fèul  nom  de  l’Algebre.  On 
s’imagine  que  tout  le  monde  n’eft  pas  propre  à ce  Cal- 
cul , & qu'il  faut  avoir  un  génie  extraordinaire  <5c  trans- 
cendant pour  en  foûtenir  les  difficultés  : erreur  groffiere 
dont  je  ne  connois  d autre  caufè  que  l’empreflèment  mal- 
placé , «5c  le  peu  d’ordre  avec  lequel  on  s’avifè  de  s’a- 
donner à cette  étude.  Je  l’ai  déjà  dit , on  calculera  tou- 
jours vainement  fi  I on  eft  dépourvu  des  connoiflànces 
préliminaires  , <5c  l’on  ne  calculera  jamais  qu’avec  une 
extrême  difficulté , fi  l’on  ne  connoît  qu’en  tâtonnant 
les  principales  propriétés  des  Figures  que  l’on  ne  peut 
déduire  que  de  leur  formation.  Qu’on  luive  au  contraire 
la  route  que  la  nature  des  chofès  demande  , dès-lors  les 
difficultés  feront  applanies  , l’analyfè  «5c  fès  opérations 
n’embarraflèront  pas  plus  que  les  réglés  ordinaires  de 
l’Aritbmetique  , & l’on  fera  Surpris  de  s’être  laifie  fra- 
per  d’une  terreur  panique  à la  vue  d’un  vain  Fantôme  qui 
n’a  jamais  eu  de  réalité.  Qu’eft-ce  après  tout  que  ce  Cal- 
cul dont  on  fè  fait  une  fi  bizarre  idée  ? Ce  font  des  opé- 
rations littérales  dont  le  partage  eft  la  Simplicité  ; on 
ajoute  , on  retranche , on  multiplie , on  divifè , on  ex- 
trait une  Racine , on  éleve  à une  puifîànce.  Que  trouve- 
t-on  en  tout  cela  qui  puifîè  infpirer  la  moindre  terreur  ? 
Sur  quoi  applique-t-on  ce  Calcul?  Sur  les  principes  les 
plus  communs  de  la  plus  fimple  Géométrie  ; c’eft  ce 
que  j’ai  taché  de  faire  voir  dans  tout  le  cours  de  cet  Ou- 
vrage. J’en  ai  éloigné  les  raifonnemens  Métaphifiques , 
dont  quelques  auteurs  fè  fervent  pour  démontrer  certai- 
nes réglés  ; J’ai  cherché  dans  la  feule  fynthefè  l’origine  de 
ces  opérations , «5c  cette  fynthefè  fè  trouve  fi  facile  qu’on 
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ne  peut  y être  arrêté  pour  peu  qu'on  foit  inftruit  des 
premiers  Elemens  : ce  n'eft  point  ici  une  exagération 
dont  je  veuille  me  fervir  pour  raffiner  les  elprits  ; en 
fait  de  Géométrie , les  expreffions  outrées  ne  fervent 
de  rien.  Qu’on  le  donne  feulement  la  peine  de  lire  cet 
Ouvrage , la  vérité  de  ce  que  je  dis  paraîtra  dans  tout 
fen  jour  ; les  vaines  frayeurs  fe  diffiperont , & l’on  aura 
le  plaifir  d’éprouver , que  de  toutes  les  méthodes  il  n'en 
eft  point  de  plus  faciles  ni  de  plus  commodes  pour  l’in- 
vention que  celles  dont  nous  donnons  ici  les  réglés  & le 
détail. 
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Oui  ft  trouvent  dans  la  même  Boutique. 

■ . ' . 

MEchçniquc  Generale  pour  fervir  d'introilufiion  aux  Sciences  Phyfico-Maihé- 
man'ques,  par  M.  l'Abbé  Deidicr,  m-4.  rempli  de  Figures  ,/o»/  prtft. 

Théorie  nouvelle  fur  le  Mécanifroe  de  l'Artillerie  , par  M.  Dulacq  , Olficier  d'Ar- 
ÙUeric  du  Roy-dc  Sardaigne , m - 4.  enrichi  de  56  Planches , & de  Vignettes  1741. 

Traité  Analytique  des  Seâions  Coniques,  des  Fluxions,  & Fluentes,  appliqué  à 
différent  luietsde  Mathématique  , par  M.  Muller,  nouvelle  édition  , traduite  de  l’An- 
glois  & augmentée  confidérablcment  par  l’Auteur  même,  « - 4.  arec  Figures  ,/««x 


Application  de  la  Géométrie  ordinaire  , & des  Calculs  différentiel  8e  intégral,  à 
la  rélblution  de  plulicurs  Problèmes  , par  M.  Robillard  , Fils  du  Profcffeur  de 
Mathématiques  de  l'Ecole  d’ Artillerie  de  Metz,  m-4.  avec  36  très-belles  Planches , 
foui  frrft. 


Vfage  de  l'Analyfë  de  Defcartes , pour  découvrir  fans  le  fecours  du  Calcul  Diffé- 
rentiel, les  propriétés  ou  afféâions  .principales  des  lignes  Géométriques  de  tous  les 
Ordres;  par  M.  l'Abbé  de  Guade  Malves , in-tt.  avec  Figures,  Parti  1740. 

Mémoires  d’Artillcric  , par  M.  Surircy  de  Saint  Remy , nouvelle  édition  , augmen- 
tée , en  deux  Volumes  m - 4.  enrichis  de  Vignettes  , & de  quantité  de  Planches. 

De  l'Attaque  A de  la  défenfe  des  Places , par  M.  de  Vauban  , m - 4.  grand  Pa- 
pier, avec  quantité  de  grandes  Planches  1737. 

Mémoires  pour  fervir  d'inftruélion  dans  la  conduite  des  Sièges,  & dans  la  défen- 
fe des  Places , par  M.  le  Matéchal  de  Vauban , m- 4.  grand  Papier,  avec  Figures 
1740. 

Le  Bombardier  François , ou  nouvelle  méthode  pour  jettes  les  Bombes  avec  pré- 
cilîon  avec  un  traité  des  feu*  d' Artifices  , par  M.  Belidbr,  m-4.  avec  Figures. 

Cours  de  la  Science  Militaire , contenant  les  fondions  des  Officiers  d’infanterie 
A de  Cavalerie  * la  Tactique  » la  Géométrie  , & l’ Architecture  , par  M.  Bardet  de 
Villeneuve  ; en  quatre  Volumes  in-  8.  avec  Figures  1740. 

Nouvelle  Méthode  pour  apprendre  i deffiner  fans  Maître  * enrichi  de  plufieurs  belles 
Academies,  & des  proportions  du  Corps  humain  , in- 4.  grand  Papier , enrichi  de 
cent  vingt  Planches. 

Nouvelle  maniéré  de  fortifier  les  Places,  ou  traité  de  la  fortification  régulière , & 
irrégulière  , par  M.  le  Baron  de  Coehorn , nouvelle  édition  , in-  8.  avec  quantité 
de  Figures  1740. 

On  trouve  chez  le  meme  Libraire  toutes  fortes  de  Livres  d'Hoitande  nouveaux 
fur  rArchireâure  de  les  Mathématiques;  auffi  bien  que  quantité  d'Atlas  portatifs  de 
différente  forme , plusieurs  Livres  de  Plantes  , St  beaucoup  de  belles  tftaropes  d’À- 
aimaux  St  de  Paylages. 
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CALCUL  INTEGRAL, 

EXPLIQUES  ET  APPLIQUES 

A LA  GEOMETRIE. 

#**#****#**^*#*¥**#*:SMHe;^Wf;*^:¥*^*¥#* 

L-I  V RE  PREMIER. 

Contenant  un  Traité  préliminaire  à ces  Calculs,  où  il  eft  parlé 
de  la  maniéré  de  réfoudre  les  Equations  de  quelque  dégré  qu'elles 
foient , de  la  nature  des  Suites  algébriques  ou  Sériés , des  Equations 
qui  expriment  les  propriétés  des  Courbes,  des  Lieux  Géimerriques  , 
de  la  conftruélion  des  Equations , & de  la  réfolution  des  Problèmes 
déterminés  <Ù"  indéterminés. 


CHAPITRE  PREMIER- 

De  la  réfolution  des  Equations  de  quelque  dégré  qu'elles  foient. 

O us  fuppofons  ici  que  l’on  fqache  les  réglés 
ordinaires  de  l’ Algèbre , celles  du  Calcul  des  Ex* 
pofans  & des  radicaux , la  maniéré  de  rélbudre 
les  Problèmes  déterminés  ou  indéterminés  dont 
les  équations  font  du  premier  dégré,  celle  de  ré- 
foudre les  Equations  du  fécond  & du  troifiéme  dégré,  6c  de 
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2 Le  Calcul  Différentiel^ 

faire  les  préparations  néceflaires  pour  ces  réfolutions  ; enfin  , Ta 
façon  de  trouver  tous  les  divifeurs  d’une  grandeur  propolëe. 
Ceux  qui  ignorent  ces  chofes  pourront  avoir  recours  à notre 
Arithmétique  des  Géomètres  où  nous  avons  tâché  de  les  expliquer 
fi  clairement  qu'il  feroit  inutile  de  les  répéter  ici.  Nous  com- 
mencerons donc  par  où  nous  avons  fini  dans  l’Ouvrage  que 
nous  venons  de  citer  , & comme  nous  n’y  avons  parlé  des  in* 
commenfurables  qui  fe  trouvent  dans  les  termes  d’une  équation- 

3ue  par  rapport  aux  équations  du  troifiéme  dégré , nous  allons 
'abord  faite  voir  comment  on  peut  délivrer  une  équation  quel- 
conque des  fignes  radicaux  dont  elle  peut  être  affectée. 

Délivrer  une  Equation  des  incommensurables 
qui  en  ajfldcut  les  termes. 

2°.  Soit  l’équation  propofée  xx-f-.vv'tf-f-  \'b  = o,  je  fais  pafler 
dans  le  fécond  membre  l’un  des  termes  où  fe  trouvent  les 
incommenfurablcs  par  exemple  , le  terme  Vb , & j’ai  xx 
-+-*✓<1  = — y/ b.  J’éleve  les  deux  membres  au  quarté, 
& j’ai  x4 -+-2x3  V a-+- xxa  = b.  Je  fais  pafler  le  terme  2x3  Va 
dans  le  fécond  membre , en  forte  qu’il  fe  trouve  feul , & éle- 
vant les  deux  membres  au  quarré,  j’ai  xs-+-22x4  — ox*b  -+•  a’-x* 
— 2abx2  ■+•  bb  — qax6  ; & faifant  tout  pafler  dans  le  premier 
membre,  j’ai  x®  — 2 ax6 — 2 x4b-t-alx*  — iabx1  -+-bb  = o}  où 
il  ne  fc  trouve  point  d’incommenfurables. 

Le  Pere  Preftet  dans  la  fécondé  Edition  de  fes  Elcmens  de 
Mathématiques  , prétend  que  la  méthode  que  nous  venons  d’en- 
feigner,  pour  le  cas  où  il  n’y  a que  deux  termes  de  l’équation 
qui  foient  affedés  du  ligne  radical , peut  s’appliquer  aux  autres 
équations  qui  ont  un  plus  grand  nombre  de  termes  affedés  de 
ce  figne  ; mais  il  fe  trompe  fort  : car  s’il  fe  trouve , par  exemple,, 
trois  termes  qui  ayent  le  figne  radical,  il  en  reliera  donc  encore 
deux  au  premier  membre  lorfqu’on  aura  fait  pafler  le  troifiéme 
au  fécond  membre.  Ainfi  le  premier  membre  fera  encore  com- 
pofé  de  trois  termes , dont  le  premier  fera  fans  incommenfurables, 
6c  les  deux  autres  auront  le  figne  radical.  Elevant  donc  l’un  &c 
l’autre  au  quarré,  il  fe  trouvera  néccflairement  après  la  multipli- 
cation trois  termes  dans  le  premier  membre  affedés  du  figne 
radical,  au  lieu  de  deux  qu’on  avoir  auparavant,  comme  il  eft 
facile  de  voir,  fi  on  veut  fe  donner  la  peine  de  s’en  former  un 
exemple  ; & par  conféqueut  loin  de  dégager  l cquation , on  l’en» 
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gagera  pour  ainfi  dire  davantage,  fit  l’on  n’en  viendra  jamais  à 
bout.  Que  faut-il  donc  faire  lorfque  l'équation  a plus  de  deux 
termes  avec  le  figne  radical  ? le  voici. 

En  premier  lieu,  s’il  n’y  a que  trois  termes  qui  ayent  le  figne 
radical,  fuppofons  que  l’équation  propofée  foit *3  ■+•  x1  v'a-h  x Vb 
■+-  v/e  = o.  Je  fais  paffer  dans  le  fécond  membre  deux  termes 
affeètés  du  figne , par  exemple  les  deux  x\/b  , de,  &c  j’ai  *3  -t-x! 
d a— — xv'b — t/V,  j’éleve l’un  &.  l’autre  membre  au  quarré,ce 
qui  me  donne  x6-\-2xWa-\-ax*—bxz-+-2xdPc-+-c  ; & par 
conféquenc  je  n’ai  plus  que  deux  termes  qui  foient  affectés  du 
figne  radical  ; je  mets  ces  deux  termes  dans  le  fécond  membre , 
en  forte  qu’ils  s’y  trouvent  feuls,  fie  j’ai  xe  -+-  ax+ — bxz — c 

— 2 xVbc  — 2 xWa.  J’éleve  l’un  fit  l’autre  membre  au  quarré , ce 

qui  me  donne  2ax'° — 2bxs  -+-  a**8 — 2 ex6 — 2abx6 

— 2acx*-+-bbx*  -I-  2bcxl  -+-«■= +bcxl  — 8 x6d  abc  -+-  4-ax IO  ; ainfi 
je  n’ai  plus  qu’un  terme  afTcété  du  figne  radical , je  laifle  ce  terme 
feul  dans  le  fécond  membre , & ;ai  x 11  — 2a.v10  — 2 bxs  -+-  a1*® 

■ — 2cx*  - — 2abxi  — 2acx^  -f- bbx* — 2bcxl  -+-«= — 4 xVübi. 
Elevant  donc  chaque  membre  au  quarré , j’aurois  enfin  une  der- 
nière équation  où  il  n’y  auroit  plus  d’incommcnfurables. 

En  fécond  lieu,  s’il  fe  trouve  plus  de  trois  termes  affedés  du 
figne  radical , il  ne  fera  pas  poffible  d’en  délivrer  l’équation  ; car 
fi  on  en  fait  pafler  trois  au  fécond  membre  , & qu’on  vienne  en- 
luite  à élever  les  deux  membres  au  quarré  , il  fe  trouvera  après 
l’operation  trois  autres  termes  dans  le  fecoqd  membre  qui  feront 
affectés  du  figne  radical,  & fi  on  en  laifle  deux  dans  le  premier 
membre , il  arrivera  le  même  inconvénient  dont  nous  avons  parlé 
ci-delfus.  De  façon  que  dans  ces  occafions  qui  après  tout  fe  pré- 
fentent  rarement , on  ne  peut  réfoudre  l’équation  que  par  appro- 
ximation. 

RéJoudreuneEquation  qui  nani  fraflionsni  incommcnfurables , 

& dont  le  premier  terme  ncjl  afficüé  d’aucun  Coefficient. 

30.  On  cherchera  tous  les  divifeurs  du  dernier  terme  que  nous 
fuppofons  être  entièrement  connus,  puis  faifantune  Equation 
fimple  de  la  grandeur  inconnué  de  l’Equation  ôc  de  l’un  des  di- 
vifeurs , l’on  divifera  la  propofée  par'ccrte  équation  fimple.  Si 
la  divifion  fe  fait  exademenr  fit  fans  relie , le  divifeur  qui  a fervi 
à faire  l’Equation  fimple,  fera  l’une  des  racines  cherchées,  fie 
le  quotient  de  la  divifion  fera  une  autre  Equation  d’un  degré  plus 

Aij 
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bas  que  la  propose  , 6c  on  la  réfoudra  ou  en  la  divifant  par  la 
même  Equation  fimple , ou  par  d’autres  formées  de  la  lettre  in- 
connue ôt  des  autres  divifeurs  qu’on  mettra  fucceflivemcnt  juf- 
qu’à  ce  qu’on  trouve  une  Equation  qui  divife  exactement , &c 
alors  le  divife ur  qui  aura  formé  cette  Equation  fera  une  racine 
du  premier  quotient,  6c  on  continuera  de  la  même  façon  juf- 
qu’à  ce  qu’on  aye  trouvé  toutes  les  racines  de  la  propofée  ; que 
s’il  noftrtrouve  aucune  Equation  fimple , ce  fera  une  marque  que 
toutes  les  racines  de  la  propofée  feront  incommenfurables.  Nous 
allons  rendre  ced  plus  clair  par  les  exemples  fuivans. 

Soit  la  propofée  *3 — io*1-!-  3**4- y 4=0,  tous  les  divifeurs 
du  dernier  terme  y4,  font  i.  a.  3.  6.  y.  18.  27.  54.  Je  fais  donc 
les  Equations  fimples  x — 1 = 0,  x — 2=0,  x — 3 =0 , ôcc. 
dont  les  racines  font  pofitives  , 6c  x -4-  t = o , .v  -4-  2 = o , x -4-3 
— o , 6cc.  dont  les  racines  font  négatives.  Je  divife  la  propofée 
par  x — 1=0,  6c  je  trouve  un  refte,  6c  divifant  par  x-4-  1 = o, 
Ie  vois  que  *-+-1=0  n’eft  „ _ I#r.  f,.  _ + 

pas  non  plus  une  racine.  Je  

divife  par  x — 2 = 0;  mais  * * 

trouvant  un  refte,  je  divife  — iu| 

Î>arx-4-2  = o,  ôc  Iadivifion  ^ ,+  l 

e fait  exactement  ; donc  -h  »7  * 

*-4-2  = 0,  eft  une  racine  v *-t-* 
négative  de  la  propofée. 

Je  ne  divife  £lus  la  propofée , mais  feulement  le  quotient  x* 
— 12 *-4-27  = 0,  non  par  les  Equations  J 
fimples  qui  ont  laifTé  des  reftes , mais  »*  — nx-htj  1 » — 9 
*-4-  1 = o , 6c  par  les  autres  ; 6c  je  trouve  * — 3 
que  * — 3 =0  divife  exa&ement,  6c  que 
le  quotient  eft  * — p = o.  Ainfi  les  trois  * — ; 

racines  de  l’Equation  font  *-4-2  = 0,  " ‘ 

* — 3=o,  * — p = o,  la  première  eft 
négative , Ôc  les  deux  autres  font  pofitives. 

Soit  la  propofée  *+-t-*3 — 4p*l-4-  t ix-4-420=o  , tous  les 
divifeurs  du  dernier  terme  420,  font  1.  2.  3.  4.  y.  6.  7.  10. 
12.  14.  ly.  20.  ai.  28.  30.  3y.  60.  70.  84.  ioy.  140.  210. 
420.  les  Equations  fimples  pofitives  font  x — 1 = 0,  * — 2 
= 0,  * — 3=o,  * — 4=0, 6cc.  6c  les  négatives  *-4-  1 =0, 
*-4-a=so,  *-4-3  = 0,  Ôcc.  je  divife  la  propofée  fucceflive-. 
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ment  par  ces  Equations  fimples,  & je  trouve  que 


cil  une  Racine 
de  l’Equation  ; 
& le  quotient 
eft  *3  — a** 
— 4J*  ■+■  140 
= o. 


*«  ■ 
X • 


- jrî 


-4  9** 


-4»o 


— 


43*  ■+"  *4® 


— ijfJ 


" 43** 


• 140X 

xH-3 


**  II1— 4j«-f  140(1' 

* — 4 


±«■—35 


* — 4 


■—35* 

* — 4 


Je  fais  les  mêmes  opérations 
fur  ce  quotient,  en  commen- 
çant par  x —H  3 ==  o , & je 
trou  ve  que  * — 4 divife  exac- 
tement ; donc  x — 4=  o eft 
une  racine  de  la  propofée , & 
le  quotient  eft*1-»- 2* — 3 y 
= 0.  .00 

Je  fais  les  mêmes  operations  for  ce  quo-  x,  Ijr , r 

tient  en  commençant  par  x — 4 = o , & je  *,Z—  ]’ ^ — - 

trouve  que  x — y divife  exadement,  6c  que  

le  quotient  eft  *-4-7  = 0.  "*‘7' 

Les  quatre  racines  de  la  propofée  font  - I 

donc  *-1-3=0,  * — 4=0,  * — y = o,  0 0 

& *-f-7=o,  deux  négatives  & deux  pofitives. 

Soit  la  propofée  *•*  — 6x3 — a 6xl  -*- 1 3 8* — 3 y = o , les  divi- 
feurs  du  dernier 

terme  font  1.  y.  — >4»»  -t-  — 35^*3 — — 7 

7.  3 y.  Je  fais  * •*■% 
donc  les  Equa- 
tions fimples  x 
— 1 =0,  * — y 


— II*  * 


*+* 

— O,* 7=0,  * -4-  ? 

&c.  & *-4-1=0,  

*-+-y  = o,  6cc.  , 

divifant  la  pro-  

pofée  luccellive-  . 0 0 

ment  par  ces  Equations,  je  trouve  que  x-t-y  divife  exade- 
menr  ; ainfi  *-+-y  = o eft  une  racine,  6c  le  quotient  eft  *J  — 1 1** 
<4-apx — 7 = 0.  Aiij 


Digitized  by  Google 


6 Le  Calcul  Différentiel; 

Je  fais  les  mômes  operations  fur  le  quotient , 6c  je  trouve  que 
x — 7 divife  cxaélcment  ; ainfi 
x — 7 = ° cil  une  racine  de 
l’Equation. 

Et  voulant  faire  les  mômes 
opérations  fur  lâ  quotient  x 1 
— 4-v-i-i=o,  je  ne  trouve 
aucun  divifeur  qui  divife  exac- 
ment.  C’ell  pourquoi  je  réfous 
cette  Equation  par  la  méthode 
du  fécond  dégré  que  j’ai  enfeigné  dans  Y Arithmétique  des  Géo- 
mètres , 6c  je  trouve  que  les  deux  racines  de  certe  Equation  font 
.v — 2 — \é  j , x — ;ainli  les  quatre  racines  de  la  pro- 
poféc  font  x + j = o,  x — 7 = 0,  x — 2 — v'j  =0 , 6c  x — 2 
-l-*/î=o,la  première  cil  négative,  la  feconde  politive,  6c 
les  deux  autres  font  incommenfurables  6c  pofitives. 

Soit  la  propofée  xî — iy*!-^yix — 77=0 , les  djvifeurs  du 
dernier  terme  font  1.  11.  17. 

& de  toutes  les  Equations  Am- 
ples qu’on  peut  faire  avec  ces 
divifeurs , je  ne  trouve  que  x 
— n=o  qui  divife  exam- 
inent ; ainfi  x — 1 1 = o cft  une 
racine  de  l’Equation  , 6c  le 
quotienc  cft  *l  — 4*  -4-  7 = o. 

Et  comme  je  ne  troave  point  de  divifeur  qui  divife  exafte- 
ment , je  le  réfous  par  la  méthode  du  fécond  dégré,  6c  je  trouve 

que  fes  racines  font  x — 2—1/ — 3 = 0,  6c  x 2-1-»/ 3 

= 0.  La  propofée  n’a  donc  qu’une  racine  réelle  x — 11=0, 
ôc  les  deux  autres  font  imaginaires. 

Soit  la  propofée  *♦  — 12**  — yy  = 0,  les  divifeurs  du  der- 
nier terme  font  t.  y.  7.  3 y ; mais  comme  les  dégrés  de  l’in- 
connuë  x , font  une  progrellion  arithmétique  dont  la  différence 
eft  2 , au  lieu  de  prendre  pour  les  Equations  fimples  x — 1 =0, 
6cc.  je  prens  xs — 1=0,  x* — y=0, 
ôte.  6c  divifant  la  propofée  par  ces  Equa-  *4  — »»  — r 

lions  fimples  , je  trouve  que  x1  — y **  5 

= 0 divife  exaâcment,  6c  quelequo-  7*> 

tient  eft  x1 — 7=  o ; l’Equation  propofée  * * — 1 

cft  donc  compofée  des  deux  Equations  x-  — y — o , x1  — 7 = 0 


*'  — 'V1  -4-  twr  — 717  i x‘  — 41-4-7 

X U ' 


4** 

X ! I 


7* 

* — I K 


*!  — ilx*  -h  19X — 7 £ * * — 4*  -f-  t 
x — 7 


— 4** 

x — 7 


-H* 

* — 7 


o o 


et  le  Calcul  Intégral,  Livre  I.  7 
qui  font  l’une  ôc  l’aurre  du  fécond  dégré.  Réfolvant  donc  ces 
Equations , je  trouve  que  les  deux  racines  de  la  première  font 
x — =0,  x -4-  V f = o , & que  celles  de  la  féconde  font 
x — v^7  =0  , ôc  *-+- ^7  =0,  ôc  ces  racines  font  les  racines  de 
la  propofée. 

Soit  la  propofée  x6 — i2x4-4-47** — 60  — 0,  les  divifeurs 
du  dernier  terme  font  1.  2.  3.  4.  y.  6.  10.  12.  if.  20.  30.  60.  ôc 
comme  les  dégrés  de  l’inconnue  font  une  progreflion  arithmé- 
tique dont  la  différence  eft  2 , je  fais  les  Equations  fimples  x1 

— 1=0,  x1 — 2 = 0,  ôte.  *l-4-i=o,  xI-4-2  = o,  ôcc. 

ôc  divifant  l'Equation  propofée  fuccefïivement  par  ces  Equations 
fimples  , je  trouve  que  x1  r 

— 3 divife  exaâement  j — »«4  47»»  — 1 *4  — + 1» 

ainfi  la  propofée  eft  com-  ! 3 

pofée  des  deux  Equations  — s»*4 
* — 3=0,  & *4  — **  i 

>4-20  = 0 ; or  les  racines  -t-io**" 

de  x1  — j = 0 font  x — V 3 *'  — * 

= , x -4-  3 = o ôcilne 

s'agit  que  de  trouver  les  racines  de*4 — 9*1 -4- 20  = 0. 

Pour  cela,  je  fais  les  mêmes  opérations  fur  cette  Equation, 
ôc  je  trouve  que  x1  — y = o divife  exac- 
ment,  ôc  comme  les  racines  de  x1  — j 
= 0,  font  * — — o , x-4-  v'f  = o , 
ôc  celles  du  quotient  x1 — 4 = 0,  font 
x — 2=0,  Ôc  *-+-2=0,  il  s’enfuit  que 
les  fix  racines  de  la  propofée  font  * — V 3 
= 0,  x-4-v/3=o,x — v/;  = orx-4-v/ $ 

= 0,  * — 2 = 0 , ôc  *-4-2  = 0. 

Soit  la  propofée  X9 — I2*6-4-47*j — tfo  = 


fy»  — » 


x*  ÿx*  -f-  10 

**  f 

4»* 

**  f 


■o,  les  divifeurs 


— i 


px 9 


rl  — J 


de  fon  dernier  terme  font  47*i ■ 

t.  a.  3.  4.  f.  5.  10.  12, 
ôte.  ôc  comme  les  dégrés 
de  l’inconnue  forment  une 
progreftion  dont  la  difîé- 
rence  eft  3,  je  fais  les  Equa- 
tions fimples  xi — 1 =0, 
xi — 2 = 0 , ôte.  ôc  divi- 
fânt  l’Equation,  je  trouve  que  xi— -3  = 0 divife  exaftemenr. 
Oc  les  racines  de  *3— 3 = 0,  font  *— >/j=o  , ôc  les  deux 


■ »ojr  * 
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autres  font  imaginaires  ; ainli  j’ai  déjà  une  racine  de  la  pro- 

pofée. 

J’opere  de  même  fur  le  quotient,  Ôc  je  trouve  que  x* — 4=0 
di vile  exactement , ôc  que  le  quotient  eft  xi  — y — o.  Or  les  trois 
racines  de  xi — 4 = 0, font*  — i/4=o,  _ 

& les  deux  autres  font  imaginaires,  com-  »*  — y»»  -t- 10  i »»  — y 
me  nous  l'avons  obfervé  en  parlant  des  **  — * 

Equations  du  troifiéme  dégré  dans  l’Ou-  

vage  que  nous  avons  déjà  cité  plufieurs  *•  — ♦ 

fois  ; 6c  par  la  même  raifon  l’Equation  ~ " 

xi  — y =0  a deux  racines  imaginaires 
6c  une  réelle  x — J/y  = o ; donc  l'Equation  n’a  que  trois  racines 
réelles  mais  incoinmenfurables  x — = x — 1/4==0  j 

x — {/y  =0,  6c  les  fix  autres  fout  imaginaires. 

Et  pour  mieux  faire  voir  que  chacune  des  trois  Equations 
oui  compofent  la  propofée  a deux  racines  imaginaires,  prenons 
l’Equation  xi  — 3 = 0 dont  la  racine  réelle  eft  {/ 3.  Je  lais  deux 
racines  négatives  imaginaires  mixtes  en  cette  forte  t je  prens  la 


moitié  de  t/j  qui  eft  7V 3 


fon  quarré  eft  , dont  le  triple 

il/3 


x -KI/3  — *• 

* ■4-tV/3-+-v' — il /9 


' -4-  *V  3 -+- 

- V3 


il/  9. 


eft  j Vp,  6c  je  fais  x-HH/3 — il/p  = o,  6c 
*4-  V — i \/p  =0 , ôc  ce  font  les  deux  racines  imaginaires.  Car 
fi  l’on  multiplie  ces  deux  racines  l’une  — — — 

par  l’autre,  on  aura  en  corrigeant  l’cx-  * “EtvJ  v 
preffîon  xl-hxÿj Et  multi- 
pliant ce  produit  par  la  racine  véritable 
*— {/J  égale  à la  fomme  des  deux 
imaginaires  , le  produit  en  corrigeant 
l’expreflion  fera  xi  — 3 —o  qui  eft  pré- 
cisément l’Equation  dont  il  s’agit,  6c  ‘ — ' 

on  trouvera  de  la  même  façon  les  ra-  xi  3 =° 

cines  imaginaires  des  deux  autres  Equations.  La  raifon  en  eft 
que  dans  toute  Equation  du  fécond  6c  du  troifiéme  dégré  où 
le  fécond  6c  le  troifiéme  terme  manquent , il  y a toujours  une 
racine  réelle  égale  à la  fomme  des  deux  autres  qui  font  imagi- 
naires pofitives , fi  la  réelle  eft  négative , ôc  imaginaire  néga- 
tive , li  la  réelle  eft  pofitive  ; 6c  de  plus,  la  partie  qui  eft  con- 
tenue fous  le  ligne  radical  dans  chaque  imaginaire  eft  toujours 
triple  du  quarré  de  la  partie  qui  eft  hors  du  ligne.  Tout  cela 
a été  démontré  dans  l’Ouvrage  dont  nous  avons  parlé  ci-delfus.’ 
Soit  la  propofée  xi -4- ax1 --- êx1 -txl  — abx  •?-  aex  -4-  b ex 
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les  divi leurs  du 


I -t-  a*  2 — xbx  obi 
— bx  * — acx 
CX 1 -+-  Àf* 


>*• — **. 
l CX 


• bc 


bx  * 


-4-  « 


bcx 
x -H  ê 


xl  — bx  -f*  bc  C 

— f * 1 y — c 

— * 


ET 

-+-  abc  = o 

dernier  terme  font  i,a,i,  r,  <t£, 
ac , bc , air.  Faifant  donc  les 
Equations  fimples  a- — i =o, 

* — a — o,  x — b = o , ficc. 

& x — i =o,  x-\-a  — o,  ficc. 
ôc  divifant  la  propofée  à l’ordi- 
naire, je  trouve  que  x-t -a  di- 
vife  exaélement  ; ainfi  x-+-  a 
— o eft  une  racine , & le  quo- 
tient eft  x 1 — bx  — ex  ■+■  bc 
= o. 

Je  divife  de  même  ce  quotient,  fie  je  trou- 
ve que  x — b divife  exactement , 6c  que  le 
quotient  eft  x — c ; donc  les  trois  racines 
de  la  propofée  font  x-ha  = o,  x — b=  o>  — « 

6c  x — c — o.  * * 

Et  on  trouvera  de  la  même  façon  les  raci-  o o 

nés  des  autres  Equations  littérales. 

Corollaire  I. 

4.  On  peut  quelquefois  trouver  par  cette  voye  les  racines  d’u- 
ne Equadon  dont  quelques  termes  fe  trouvent  affe&és  du  ligne 
radical. 

Soit  par  exemple  la 
propofée  xi — axl — bx1 
— xW  c -\-abx  -*r-  axV  c 
-\-bxVc — abVc—o  , 
les  divifeurs  du  dernier 
terme  font  1 , a , b ; Vc , 
ab , aVc  , bV  c , abVc. 

Faifant  donc  les  Equa- 
tions fimples,  fie  clivi-  — 

fant  à l'ordinaire  , je 
trouve  que  x — a divife  exaûemenr,  fie 
que  le  quotient  eft  x1  — bx  — xVc 
~\-bVc  = o. 

Je  divife  ce  quotient  de  la  même  fa- 
çon , 6c  je  trouve  que  x — b divife  exac- 
tement , ûc  que  le  relie  eft  x — v'c,  les 


Jfï  —4**  H-  xbx  — êlV  C 

i*>  -t -axVc 

— x*  v'c  -I-  A, v'c 


< **  — bx  -+-  bVe 
1 — xVc 


— S,» 

— ,*✓« 


bxVe 


B * — bx 

— xVc 


■IV e 


f,- 


Ve 


— xVe 

x—b 


B 
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trois  racines  de  la  propofée  font  donc  x — a — o,x — b—  o> 

* — Vc  = o , ôc  ainfi  aes  autres. 

Corollaire  II. 

y.  Lorfqu’une  Equation  a deux  inconnues  x,  y , le  Problème 
s’appelle  indéterminé , parce  qu’alors  l’inconnue  x a autant  de 
valeurs  différentes  que  y peut  en  avoir.  C’eft  pourquoi  il  faut  dé- 
terminer la  grandeur  de  y félon  la  nature  du  Problème , après 
quoi  l’Equation  fe  refoudra  de  la  même  maniéré  que  les  autres , 
fuppofé  qu’elle  foir  réductible  de  cette  façon. 

Soit  par  exemple  l’Equation  ,vi  -+-  23* — 72 yx  -i-yy — 324 
*=  o , fuppofons  que  la  nature  du  Problème  me  permette  de  don- 
ner à l'inconnue  _y  la  valeur  a ; 
mettant  cette  valeur  dans  l’Equa- 
tion, j’aivJ — 1 17*  — 324=0, 
où  il  n’y  a plus  que  l’inconnue  x. 

Or  les  divifeurs  du  dernier  ter- 
me 3 24  font  1.2.  3. 4.  6. 9.  8cc. 
faifant  donc  les  Equations  fim- 
ples , & divifant  à l’ordinaire , 
je  trouve  que  x-4-3  divifè  exac- 
tement, ôc  le  quotient  eft*1 — 3* 

— 108  = 0,  lequel  fe  trouve  di- 
vifé  exa&emenr  par*-t-p  , & le 
quotient  eft  * — 12.  Donc  les 
trois  racines  de  l'Equation  font 
*-f-3  = o,  x-+-9=o  , 6c  x 
■ — 12=0,  la  derniere  eft  véritable  , 6c  les  deux  autres  font 
fauiTes. 

Corollaire  III. 

fi.  On  peut  encore  allez  fouvent  refoudre  par  la  même  mé- 
thode Tes  Equations  , dont  le  premier  terme  a un  coefficient 
différent  de  l’unité. 

Soit  par  exemple  la  propofé^4*3 — t8x* — 35^-4-30=0;  les 
divifeurs  du  coefficient  24 du  premier  terme  font  1.2.3.4.6.ÔCC. 
6c  ceux  du  dernier  terme  font  1.2. 3.  y.  6.  ôcc.  je  fais  des  Equa- 
tions où  l’inconnue  x foit  multipliée  par  les  divifeurs  du  coeffi- 
cient du  premier  terme  , 6c  ccs  équations  font  ix  • — 1 — o, 


JT*  — 117*  — 314  L*1  — i*  — >«* 

* -+-  5 — 

— 5*' 

* ■+•  t 


— io8x 


x*  — 3*—  108  — iî 

x 9 


lu 

s -h  9 


o e 
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IX— î 

-1=0, 

:0  , &C.  2* 

1=0, 2X 2 = 0, 

2x — 3=0  , &c. ôcain- 


I I 


-h}*  — «< 


I x-t-  2 = ( 


«*» 


■ }« 
IX  ■ 


fl  de  fuite  en  mettant  avec 
la  grandeur  ix,2x,  jx, 
ôcc.  les  divifeurs  du  der-  “ “ 

nier  terme.  Faifant  cn- 

fuire  la  divilion  à la  maniéré  accoutumée  , je  trouve  que  2X — 2 
= o divife  exadement , ôc  que  le  quotient  eft  i2xl-4-  jx — iy 
= 0. 

Je  divife  ce  quotient  de  la  même  fa- 
çon , ôc  je  trouve  que  3* — 3 divife 
exactement , ôc  que  le  quotient  eft  4X  ?»  — 3 
•+-  y = o , les  trois  racines  de  l'Equation  -t- 1 j* 

font  donc  2X  — 2 = 0,  3.V — 3=0,  î* — î 

4x-t-y  = o,oux — i=o,x — i=o,  " 0 

ôc  .v  -4-  ■£  = o , les  deux  premières  font 
pofitives  ôc  égales , Ôc  la  dernière  eft  négative. 

Corollaire  IV. 


< — if  {4 


7.  Si  au  lieu  de  divifer  une  Equation  propofèe  par  des  Equa- 
tions ftmples  ort  fubftitue  par  tout  à la  place  de  1 inconnue  cha- 
cun des  divifeurs  de  fon  dernier  terme  tour  a tour , ceux  qui  font 
racines  de  l’Equation  donneront  après  la  fubftitudon  une  Equa- 
tion toute  connue  qui  fera  égale  à zéro.  . 

Soit  la  propofèe  x?  -r  1 y *!  -+-  7 1 * — 1 ° y = o , dont  lcs^divi- 
feurs  font  i.3.y.7.ôcc.  ôc  les  racines  x — 3 = o , x— y— o, 
x — 7 = 0 ; mettant  dans  cette 

Equation  le  divifèur  3 au  lieu  dex.  27  — 133-1-213  ioy  q 


J'ai  27 — 133-4-213  — ioy=o,  

car  les  deux  termes  pofitifs  27  6c  . _ . 

2 1 3 font  240  , ôc  les  deux  négatifs  1 3 y ôc  loy  font  aufii  240 , 
iarconféquentlesuns  détruifent  les  autres  ôc  1 Equation  e ga 

La  même  chofe  n’arriveroit  pas , fi  au  lieu  de  fubflitucr  le 
nombre  3 qui  eft  une  racine , je  fubftituois  1 ou  tel  autre  nom- 
bre qui  ferait  divifèur  du  dernier  terme  fans  être  racine  de 
n B 1; 


£ 
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tion  ; car  par  exemple  , fi  je  fubftitue  1 , j’aurai  i — iy  4-7» 

►—  i o y , qui  certainement  n’cft  pas  égal  à zéro. 

Soit  de  même  la  propofée 

S[u’on  voit  ici  dont  les  racines 
ont  * — c — o , x -4-  a — b 
s=o  , x-ba-bb  = o , met- 
tant eau  lieu  de  x,  j’ai  une  au- 
tre Equation  où  il  eft  vifible 
que  tous  les  termes  fe  détrui- 
lent  par  les  lignes  contraires  ; 
ce  qui  n’arriveroit  pas  fi  je  vou- 
lojj  fubftituer  par  exemple  aa 
rbbb  qui  ell  un  divifeur  du  dernier  terme  , & ainfi  des  autres. 

On  peut  donc  lorfqu'il  s’agit  de  refoudre  une  Equation  fubfti- 
tuerrour  à tour  les  divifeurs  du  dernier  terme  au  lieu  de  l’incon- 
nue , & ceux  qui  après  la  fubftitution  rendront  l’Equation  égale 
à zéro  feront  les  racines  cherchées. 


*3  4-  a ax1  -b  aax  — aac  = o 

— cxl  — bbx  •+•  bbc 

— a aex 

c 3 4-  2acl  4- aac  — aac  = o 

— ci  — bbc -b  bbc 

— aac1 


METHODE  PARTICULIERE 


Pour  refondre  les  Equations  , où  il  fe  trouve  deux  ou 
flufteurs  racines  égales. 

Lorfqu’une  Equation  a deux  racines  égales , ce  que  Ton  con- 
noit  ordinairement  par  la  nature  du  Problème  , fi  on  multiplie 
tous  fes  termes  par  ceux  d’une  progreflion  arithmétique , le  pro- 
duit fera  une  Equation  égale  à zéro  qui  confervera  encore  une 
des  deux  racines  égales. 

Soit  la  propofée*1 — 4* -b 4 = 0 , donc 
les  racines  font  * — 2 = 0,* — 2=0,  je 
la  multiplie  par  les  termes  de  la  progref- 
fion  arithmétique  o.  1.  2.  & le  produit 
«—4*  -b  8 eft  égale  à zéro , & conferve  en- 
core une  des  deux  racines  égales  * — 2 
= o , car  fubftiruant  2 au  lieu  de  * , j’ai 
— 4x24-8  = 0,  ce  qui  fait  voir  que  * — 2 = 0 , eft  encore 
une  racine  du  produit  — 4*  -4-  8. 

Que  fi  au  lieu  de  multiplier  les  termes  de  l’Equation  par  ceux 
de  la  progreflion  o.  1.  2.  je  les  multiplie  par  ceux  de  la  progref- 


xl  — 4* -b  4=0 
012 

o — 4*  -b  8 = o 
o — 4x24-8  =0 
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*5 

4*  4-4=0 
i o 


2X1 4* 

V 

X1 2* 

— 


2 

6ox 


et  le  Calcul  Intégral,  Livre  I. 
fion  2.  i . o.  ou — i.  o -4- 1 , oà  de  telle  au- 
tre que  l’on  voudra , la  même  chofe  arri- 
vera toujours.  Car  multipliant  par  exemple 
{)ar  2.  t.  o.  j’ai  a*1 — 4*,&  divifant  par  2, 
j’ai  xl  — 2x  qui  eft  encore  égal  à zéro  ; car 
fubftituant  2 au  lieu  de  * , j’ai  4 — 2 x 2=0  , 
ce  qui  fait  voir  que  * — 2 = 0 cft  encore 

une  racine  de  cette  Equation , & ainfi  des  4 2x2  = 0 

autres. 

Soit  la  propofée  *♦ — 9*34- 30X1 — 44*4-24  = 0 , dont  les 
trois  racines  égaies  font 

x — 2=0,* — 2=0,  x*  — 4-  30X1 — 44a;  4-24  = 0 

x — 2 = 0,  je  la  mul- 
tiplie par  les  termes  de 
la  progreffion  o.  1.  2. 

3.  4.  & divifant  le  pro- 
duit par  p afin  que  le 
premier  terme  n’ait 
point  de  coefficient, 
j’ai  — *34-  *2L 1 , &c. 

qui  cft  égal  à zéro,  & 
qui  confcrve  encore 
deux  racines  égales  , 
ce  que  l’on  trouveroit  en  divifant  ce  produit  par  x — z , puis  le 
quotient  encore  par  * — 2. 

Puis  donc  qu’il  fe  trouve  encore  deux  racines  égales , je  mul- 
tiplie le  produit  — *i4-~,  ôcc.  par  la  progreffion  o.  1.2.  3: 
& multipliant  le  produit  par  9 , puis  divifant  par  60  , j’ai  x* 
— 77  > &c*  qui  eft  égal  à zéro  , & qui  confervc  encore  une  ra- 


3 4 

— 132x4 -96 


- *34-  — 


9 


96 

9 


6ox* 

9 


x6\* 

9 

1#4* 

60 


288 

9 

288 

60 


cinc  x — 2 , ce  que  l’on  trouvera  de  la  même  maniéré  que  ci- 
deffius , & ainfi  des  autres  ; & de  ce  principe  nous  allons  tirer 
la  maniéré  de  refoudre  ces  fortes  d’Equa- 
tions.  *»—  12*4-36=0 

Soit  la  propofée  ** — 12*4-36  = 0 0 1 2 

qui  a deux  racines  égales , mais  qui  nous 
font  inconnues,  je  multiplie  fes  termes  par  0 î2'v  4-  72  = 0 
la  progreffion  o.  1.  2.  & divifant  le  pro-  *4-6  = 0 

duit  par  12,  j’ai — *4-6  = oi  donc  *=«=  <f  & par  conféquent 

B iij 
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14  Le  Calcul  Difeerentiel; 

* — 6 = o eft  une  des  racines  égales  que  je  cherche.' 

Soit  la  propofée  *3 — 7x*  -+-  1 6x — 1 2 = o qui  a deux  racines 
égales  qu’on  propofe  de  trouver  ; 
je  la  multiplie  par  la  progreflion 
arithmétique  o.  1.  2.  j.  6t  divifant 
le  produit  par  7 , j’en  tire  une  pre- 
mière valeur  de  x1  qui  eft  x* 

— J.1  x — 

7 **  7 * 

Je  multiplie  de  nouveau  la  propôfée  par  la  progreflion  arith-; 
metique  3.  2.  1.0.  6c  divifant 


*3  — 7*:-4-  i 6x- 
01  2 


12=0 

5 


7X‘ 

x: 


-t-J2*  — 3 6 

1 — 1»  A* 

— 7 * 7 


le  produit  par  jx  j’en  tire  une 
féconde  valeur  de  x-  qui  eft 


I s 
1 


*3 7*1 

3 2 


-4-  làx — 12 


3*3 — 14XM-  i6x 

x1— .V*h-¥ 

x1 


- X — - 

1 ' I 

I 1 „ li  M- >_î  ' 

7 * 7 I 1 

ç6x  — 108=98* — 1 12 
2*  =4, *=2 


*4 — 3*3-4- 
o 1 


— y*3-4- 18*1  — 2 1*-+-  8 


Je  compare  chfemblc  les 
deux  valeurs  de  x! , 6c  multi- 
pliant par  j 6c  par  7 pour  fai- 
re évanouir  les  fractions  , j’ai 
96*  — 108  = 98*  — 112  , 
d’où  je  tire  en  retranchant  de 
part  6c  d’autre  9 <3*  ôc  donnant 
lia,  2*  = 4;  donc  x = 2 , 6c  par  conféquent  * — 2 
racine  égale  que  je  cher- 
che ; ainfi  divifant  la  pro- 
pofée , premièrement  par 
* — 2 = 0 enfuite  le  quo- 
tient encore  par  * — 2 = 0 
on  trouvera  que  la  troifié- 
nie  racine  eft  * — 3 = o. 

Soit  la  propofée  *4 — 3*î 
-4-9*1 — 7X-+-2  = 0 , qui 
a trois  racines  égales  qu’il 
eft  queftion  de  trouver , je 
la  multiplie  par  la  ptogref- 
fion  arithmétique  o.  1.2. 3. 

4.  6c  divifant  le  produit 
par  3 , j’ai  une  autre  Equa- 
tion — *3  -4-  ~ x1  — Y* 

-4-f=oqui  conferve  en- 
core deux  racines  égales. 

Je  multiplie  cette  Equa- 


= o eft  la 


9*1 — 7* -4-  2 = 0 
2 3 4 


*3- 

,0 


I . 


i8*:  — 42**4-24 
x1  — 

AJ. 


*3. 

3 


-*1 

2 


= 0 


— 3*  3-4-JJV  — AI* 

— XM- V*  — f 

1 2 y 7 

J f 

4*  v* iiy 7. 

il*  1 af  — r* — T 

210* I20  = 2ltf* 12^. 

6*=  X=\ 


Digitized  by  Google 


ET  LE  C ALCUL  INTEGR  AL  , Ll  V R E I.  iy 

tion  par  ia  progreflion  o.  1.2.  3 , & divifant  le  produit  par  1 8 , 
j'ai  une  autre  Equation  où  il  n’y  a plus  qu’une  racine  égale  , & 
d’où  je  tire  une  première  valeur  de  x1  qui  eft  x*  = Jfx — -JJ. 

Je  multiplie  de  nouveau  l’Equation — ~ -4-  ± 
— o qui  contient  deux  racines  égales  , par  la  progreflion  3. 2.  1. 
o.  & divifant  le  produit  par  3*,  j’ai  une  autre  Equation — xi 
-4-  '~x — p=o  qui  conferve  encore  une  racine  égale,  & dont  je 
tire  une  fécondé  valeur  de  xl  qui  eft  x1=L~x  — f. 

Je  compare  les  deux  valeurs  de  x1 , & multipliant  par  18, 
par  y pour  ôter  les  fractions , je  trouve  6x—6.  Donc  x=  1 , 
par  conféquent  * — 1 = 0 eft  la  racine  égale  que  je  cherche , & ü 
fera  facile  de  trouver  que  la  quatrième  racine  eft  x — 2 — o. 

Soit  la  propofée  x4 — y4x*-j-  2 1 6x — 243  =0  qui  a trois  raci- 
nes égales  qu’il  faut  découvrir.  Comme  cette  Equation  11’a  pas  de 
fécond  terme , je  mers  à la  place  de  ce  terme  un  afterique , 6c  je 
multiplie  enfuite  l’Equation 
par  la  progreflion  o.  1 . 2.3. 

4.  je  aivife  le  produit  par 
108  , & j’ai  une  Equation 
ar1  *+-f§4  x , &c.  <lui  a en* 
corc  deux  racines  égales 
c’eft  pourquoi  je  la  multi- 
plie parla  progrefTion  o.  i. 

2.  & négligeant  le  déno- 


x+  * — - y4x*-t-2i6.v — 243  = 0 
012  3 4 

— io8xl-4-648x — ,972 

V* -4-  64 *r y?» 

x “ TTTï-4  I O a 

Ol  2 


-4-648* — 1544 
-4-  * — 3 = 0 

minareur  commun  108,  je  divife  le  produit  par  648 , j’ai  une 
Equation* — 3 = 0 qui  eft  la  racine  cherchée,  ôc  on  trouvera  ai- 
fément  que  la  racine  inégale  eft* — p = o. 

On  refoudrade  la  même 
façon  toutes  les  Equations 
de  quelque  degré  qu’elles 
foient  où  il  ne  fe  trouvera 
qu’une  feule  racine  inégale 
aux  autres  ; & fouvent  mê- 
me on  pourra  refoudre  les 
Equations  Géométriques 
où  il  y a deux  inconnuës. 

Soit  par  exemple  la  pro- 
pofée  *3 — ayx-ï-yi  — o , 
dans  laquelle  on  fuppofe 
que  x a deux  valeurs  éga- 


*î 

* — ayx 

4-  >3  = 

O 

3 

2 1 

O 

3*î 

— ayx 

= 

O 

3*‘ 

— «y 

= 

O 

y 

u* 

T"  > 

*7x6 

TT 

vî 

3VÎ 

, !7*4 

rt  J 

a>  “ 

0 

27*3 

— 2aî 

X 

*7 

= Ta  V3 

=7^4 
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les,  je  la  multiplie  par  la  progrcflîon  3.  2.  i.  o.  & divifantle  pro-' 

duitpar  *,  j’ai  3 a1 — ay  = o,  d’où  je  tire  y — *—,  ôc^3  = ~- 
ôc  mettant  dans  la  propofée  ces  valeurs  de_y  6c  de_yi , j’ai*> — 3 x* 
-+-  — ~ = o,  6c  multipliant  par  ai  6c  divifant  par  xi,  j’ai  27X* 
— a<»3  = o,  d’où  jetire*=f  <j{/2  , Ôc  mettant  cette  valeur  de* 
dans  celle  de^=-^- , )'ziy=^a\/yt  6c  ainfi  des  autres. 


Si  l’Equation  propofée  avoit  outre  les  racines  égales  deux  ou 

Sdufieurs  racines  inégales  ; on  la  multiplieroit  par  une  ou  par  plu- 
ieurs  progrcflïons , jufqu’à  ce  qu’on  fut  parvenu  à une  Equation 
où  il  n’y  auroit  plus  qu’une  racine  égale,  après  quoi  on  trouveroit 
la  racine  égale  en  cette  forte. 

Soit  la  propofée  .v4 — 7*3 

.+.17*>__I7*_i_6=o  où  *4—  7*5 •+•! 7*1— 1 7*-+- 
il  y a deux  racines  égales  0123  4 

donton  demande  la  valeor.  

Je  la  multiplie  par  la  pro- 
grefllon  o.  1.2.  3.  4.  6c  le 


— 7*3-3-  34*s  — y i*-3-24  = o 


produit  eft  une  nouvelle  Equation  qui  ne  contient  plus  qu’une  des 
racines  égales. 

Pour  trouver  la  valeur  de  *4  — 7*3  -3-  1 7*1  — 1 7*  -+-  6 — o 

cette  racine , je  reprens  la  ^ 2 10 

propofée  6c  je  la  multiplie 

parlaprogre(Tion4.  3.  2. 1. 
o.  6c  le  produit  me  donne 
une  autre  Equation  qui  ne 


4*4- — 2i*3-+-34*: — 17* 

* — : =0 


contient  plus  qu’une  des  racines  égales. 

Or  ce  produit  6c  le  précèdent  ayant  l’un  6c  l’autre  une  mê- 
me racine  , peuvent  par  conféquent  être  divifés  exactement 
par  cette  racine  ; donc  il  ne  s’agit  que  de  trouver  le  divifeur  com- 
mun de  ces  deux  produits,  6c  ce  divifeur  fera  la  racine  cherchée,' 
Je  cherche  donc  ce  divifeur  commun  de  la  même  façon  qu’on 
cherche  le  divifeur  commun  de  deux  grandeurs  dans  l’arithmeti- 
que  en  fuivant  les  réglés  que  nous  allons  expliquer  dans  le  nom- 
bre fuivant , 6c  je  trouve  que  * — 1 = 0 divife  exactement  l’un 
6c  l'autre  produit.  Ainfi  * — j =0  eft  la  racine  cherchée,  6c  on 
trouvera  aifément  que  les  deux  racines  inégales  de  la  propofée 
font*— ‘2=0,* — 3=0. 

Cette  méthode  eft  fouvent  un  peu  longue  dans  les  occafions 

6c 
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et  le  Calcul  Intégral,  Livre  I.  17 
& jl  vaudrait  mieux  ce  me  femble  y employer  la  méthode  ordi- 
naire que  nous  avons  expliquée  ci-deflus.  Cependant  comme  elle 
ne  Jaifle  pas  d’avoir  Ton  utilité,  je  vais  expliquer  en  peu  de  mots 
la  maniéré  de  trouver  le  commun  divifeur  de  deux  Equations. 

Trouver  le  divifeur  commun  de  deux  Equations. 

9,  Soient  les  propofées 4** — 21  *3 -4-34** — ijx=o,  & 
' — 7*5  -4-34*1 — y t*-+-24=o,  je  multiplie  tous  les  termes 
de  la  première  par  le 

28*4 — 147*3 -+-23  8*1  — ti9*-£ — x 


— 28*3-4-136*» — 204.X-H  96 


1 1*1 


Premier  Rejte, 

— 308*3-4 


34*  ■ 


*3 


1496*1  — 2244*-+-  toy5£* 


— 308** -4-  95 zx  — 544 

-4-  5 44*1 — t5oo*-4- ioy5 

— I0472xc1-f-32j68x  — 2 1895 f— 

-4-  10472*1  — 30800*  -4-  20328 

Second  Refit • 


coefficient  7 du  pre- 
mier terme  de  la  fé- 
condé , & tous  les 
termes  de  la  fécondé 
par  le  coefficient  4 
du  premier  terme  de 
la  première , & divi- 
lànt  la  première  par 
la  fécondé , j’ai  un 
premier  refte  — 1 ix1 
H-  34*  —23. 

Comme  ce  premier 
refte  eft  d’un  dégré 
moindre  que  la  fé- 
condé Equation,  je 
divife  la  fécondé  É- 
quation  par  ce  pre- 
mier refte , mais  au- 
paravant je  multiplie 
tous  les  termes  de  ce 
refte  par  le  coeffi- 
cient 28  du  premier 
terme  de  la  fécondé 
Equation,  6c  tous  les 
termes  delà  fécondé 
Equation  par  le  coef- 
ficient 1 1 du  premier 

terme  du  refte.  . 

Je  fais  la  divifion  , & je  trouve  pour  la  fécondé  opération  un 
refte  y 44* , &c.  qu’il  faut  divifer  encore  par  la  fécondé  Equa- 
tion ; mais  pour  éviter  les  fraûions  je  prens  d abord  le  quart  de 


15  58* — ty58 


u *‘-4-34*  — 23  [• 


1 1* 


1 1 


23*— 23 

2y3*  — ayy  {1 
ayy*  — 2f3 
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refus  les  coefficiens  afin  qu’ils  foient  moins  grands,  & je  mul- 
tiplie ceux  du  refte  par  le  premier  coefficient  de  la  fécondé  Equa- 
tion , & ceux  de  la  fécondé  Equation  par  le  coefficient  du  refte  ; 
puis  faifant  la  divifion  , j’ai  un  fécond  refte  1568* — 1 5 58  , 
ou  * — i. 

Ce  fécond  refte  étant  d’un  degré  moindre  que  le  premier 
‘ — 1 1*1  -+-  ?4r , &c.  je  multiplie  x — 1 par  le  coefficient  1 1 
du  premier  terme  du  premier  refte , puis  divifant  le  premier 
refte  par  le  fécond  , je  trouve  à la  féconde  opération  un  refte 
ajx  — 23  qu’il  faut  divifer  encore  par  1 i.v — 1 1 ; mais  aupara- 
vant je  multiplie  le  refte  23* — 23  par  le  coefficient  11  , & 
1 1* — 1 1 par  le  coefficient  23  ; ôc  achevant  la  divifion  je  trouve 
qu  elle  eft  exacte.  Ainli  le  divifeur  x — 1 eft  le  divifeur  com- 
mun des  deux  Equations. 

Si  en  faifant  les  opérations  dont  nous  venons  de  parler , il  fe 
trouve  un  refte  qui  loir  d’un  dégré  aufli  élevé  que  le  refte  pré- 
cédent , il  faut  divifer  le  dernier  refte  par  celui  qui  précède , 
fie  ainfi  de  fuite  jufqu’à  ce  qu’on  trouve  un  refte  qui  foit  d’un 
dégré  inférieur. 

Soient  par  exemple  les  propofc'cs  34*4 — uaaxi  -+-  i8<j?x.v 
— 1 2 <r*x-+-  34*  = 0, 6c  jax*  — 343  = o.  Je  divife  d’abord  l’une 
ôt  1 autre  de  ces  Equations  par  34  pour  rendre  les  opérations 
moins  embar-  A .4 
rallantes , Ôc  j ai 
les  deux  Equa- 
tions qu’on  voit 
ici  dont  j’appel- 
lerai lapremiere 
A 6c  la  féconde 
B. 

Je  divife  A 
par  B , 6c  le 
premier  refte 

4a-v3-t-7414* 

ôcc.  étant  d'un 
dégré  plus  éle- 
vé que  l'Equa- 
tion B,  je  divife 
ce  refte  encore 

par  l’Equation  B , 6c  le  fécond  refte  étant  du  même  dégré  que 


<—44X3  -f-74*x*  44*X-H4* 

X*  4* 

H-  7J*x*  — 84 1 x -f-  a* 
x*  . — 4* 

— — Î4ÎX  -4-  8â-* 

K 4 

y 

x*  — ^il  + l 

X 4 

-f-  ax  — a* 

* “f"  4 

O O 
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l’Equation  B,  je  le  divife  encore  par  l’Equation  B,  6c  le  relie 

— 8aix-+-bai  ell  d'un  dégré  inférieur.  Je  divife  ce  relie  par 

— 8 ai  pour  le  rendre  moins  embarraffant , après  je  divife  l’Equa- 
tion B par  ce  relie  * — a Ôc  la  divifion  ell  cxade.  Ainfi  x — a 
ell  le  divifeur  commun  des  deux  Equations  propofées , 6c  de 
même  des  autres. 


1 — ax  -4-  ab 
— ix 


*1  — ax * 

— bx* 

— ex' 


-f-  êbx  — acb 

■4-acfi 

-j-cbx 


CHAPITRE  IL 

De  f approximation  des  Racines  incommenfurables. 

Ç I une  Equation  a toutes  fes  racines  pofitives  ou  toute* 
lJ  négatives , le  fécond  terme  contient  la  fomaie  des  ra- 
cines; le  troifiéme  contient  le  produit 

des  racines  multipliées  deux  à deux,  ôc  * * 

dans  le  quatrième  font  les  produits  des 
racines  prifes  trois  à trois,  ôcc. 

Dans  l’Equation  A qu’on  voit  ici  les 
trois  racines  font  x — a = o,  a-  — b 
= o , ôc  * — c = o.  Et  il  ell  vifible  que 
le  fécond  terme  contient  la  fomme  a 
•+-b-+-c  des  trois  racines , que  le  troi- 
fiéme contient  les  produits  ab , ac,cby  des  racines  multipliées 
deux  à deux , 6c  que  dans  le  quatrième  le  produit  acb  ell  le  produit 
des  trois  racines. 

Ce  feroit  la  même  chofc  fi  les  trois  racines  étpient  négatives, 
puifqu’il  ne  fe  trouverait  de  différence  que  dans  les  fignes  qui 
feraient  tous  en  plus. 

Mais  fi  l’Equation  a des  racines  pofi- 
tives 6c  des  négatives,  le  fécond  terme 
contient  la  différence  des  pofitives  d’avec 
les  négatives,  le  troifiéme  contient  les 
produits  des  racines  multipliées  deux 
a deux , mais  avec  des  fignes  différens, 

6c  par  conféquent  il  contient  la  différence 
de  ces  produits,  Ôc  ainfi  des  autres  ter- 
mes ; ce  qui  ell  évident  par  la  feule  for- 
mation de  l’Equation  B. 

1 1.  Si  l’on  divife  une  Equation  qui  a tôutcs  lès  racines  poli 

C ij 


—» 

— s 

1 ax  -f-  Jb 

— bx 


B **  — 


* — ax  2 -f-  abx  -f-  «ht 
— bx 1 ——  aex 
-f-  ex  * — bcx 
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tivcs  8c  inégales, & en  nombre  pair  par  une  grandeur  moindre  que 
fa  moindre  racine , le  refte  de  la  divifion  aura  le  ligne  plus  ; & C 
lion  la  divife  par  une  grandeur  plus  grande  que  fa  moindre  racine, 
mais  moindre  que  celle  qui  vient  après  ; le  refte  de  la  diviiion 
aura  le  ligne  moins,  6c  fi  on  la  divife  par  une  grandeur  plus 
grande  que  la  féconde  racine  ôc  moindre  que  la  troifiéme , le 
refte  aura  le  ligne  plus  , & ainfi  de  fuite  en  mettant  alternative- 
ment le  ligne  plus  & le  ligne  moins. 

Soit  la  propofée  *♦ — 22*5-4-  i<S7*1  — y o6x -4-  504  = 0 dont 
les  racines  font 

X 2 ° f *«  — ll*J  lS7**  — folx-f-  {04 'f*!— 

* — 4=0,  ' 

* — 1 

*—7=o,  

& * — 9 = 0,  — II** 

je  la  divife  par  x 1 

* — 1 ,quieft 
moindre  que 
fa  moindre  ra- 
cine*— 2,6c 
le  refte  144  a 
le  ligne  plus. 

Je  la  divife 
par  * — j plus 
grand  que  la 
moindre  raci- 
ne * — 2,  mais 
moindre  que 
la  fécondé  ra- 
cine * — 4 , 

&le  refte — 24 
a le  ligne  — . 

Je  la  divife  *4 ,,,1 

par  * — y plus  , r 

grand  que  la 
féconde  raci- 
ne * — 4 mais 
moindre  que 
la  troifiéme  * 

— 7,6c  le  refte 
-4-24  a le  ligne 
plus. 


-h  144 

x* — îîjrl  -4-  I<7**  — lofx  -+-  504 


IDl^-I-IIOx— 17< 


î 


tfxl 


* — } 


IIo** 

* — J 


— 17  <* 

* — J 


— »4 


-4-  1 67x* cor*  -t-  504 


{*. 


— 17*1 

* — r 


* •— * 

« — 9*x 

* — î 
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Je  la  divife  x 4 — n*> -t- ,«7**  — j+i’-i-îî*  — << 

par  x—S  plus  x~=^ 

grand  que  la  

troifiémc  raci-  — n*1 

• x — 8 

ne  a* — 7,  mais  . 

moindre  que  h-  u** 

la  quatrième  x * * 

— 9,&lerefte  — «<sx 

— 24alefigne  * — 8 

moins.  

Enfin , je  la  r 

divife  par  x **  ilx'  -4~  l87**  — jotx-t-  <»4 1 x»  — 11**+ 47* — 3* 
— 104  plus  * ** 

grand  que  la  Xl*l 

quatrième  ra-  * — 10 

cine  x — 9,  & 

le  relle-4-  144  * —10 

a le  ligne  plus. 

Et  la  même  to 

chofe  arrivera  

toujours  toutes  -*-‘44 

les  fois  que  le  nombre  des  racines  fera  pair,  c’eft-à-dire , lorfque' 

l’Equation  fera  du  fécond  degré,  du  4e,  du  6e , du  8e,  6cc. 


Mais  fi  le  nombre  des  racines  ell  impair , ou  ce  qui  eft  la 
même  chofe  , fi  l’Equation  cfl  du  troifiémc  dégré,  du  ye,  du 
7®,  &c.  il  arrivera  tout  le  contraire.  Ainfi  en  divifant  par  une 
grandeur  moindre  que  la  moindre  des  racines , le  relie  aura  le 
ligne  moins  ; & divifant  par  une  grandeur  moyenne  entre  la  pre- 
mière & la  fécondé  racine , le  relie  aura  le  ligne  plus,  6c  ainfi 
de  fuite  alternativement. 


Soitlapropofée  *5 — iyx* 
•+•  66x  — 80  = 0,  dont  les 
trois  racines  font  x — 2 
= 0 , x — $*=o,  a-  — 8 
s=  o , je  la  divife  par  x — t 
moindre  que  la  racine  * — a, 
6c  le  relie  — 28  a le  figne 
moins. 


x » — Ifx»  -4-  6ix  — Sof»»  14* -t-  t* 
* — 1 


— 14** 
« 


rh  î* 

x — r 
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Le  Ca’l 

Je  la  di- 
vifc  par  * 

\ — 3 plus 
grand  que  la 
première  ra- 
cine & 
moindre  que 
la  fécondé , 
& le  relie 
-+- 1 o a le  li- 
gne plus. 

Je  la  divi- 
fepar  x — 6 
plus  grand 
ouc  la  fécon- 
dé racine  & 
moindre  que 
latroifiéme, 
& le  relie  — 

8 , a le  figne 
moins. 

Enfin  je  la 
divife  par  x 
— p plus 
grand  que  la 
racine  x— 8 
&le  relie -+- 
28  a le  figne 
plus. 
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*> — 11x*-b6éx — 80  {**•  — Il*-4-J« 


* — î 


—II** 

H-JO* 

*—  i 
-t-10 


*> If**-+-rfS* Sol  ** 9X-+-I1 


* 6 


— - y** 

* — 6 

-i-11* 

x — 6 

— 8 


x*— - ïKx1^4-i6x — 80  ‘ jr*- 


« 


Transformer  une  Equation  à qui  il  manque  quelques  termes 
en  un  autre  qui  ait  tous  fs  termes. 


12.  Lorfqu’il  manque  quelque  terme  dans  une  Equation, 
ce(l  une  marque  certaine  quelle  a des  racines  pofitives^  des 
négatives , & que  la  lomme  des  négatives , efl  égale  'à  celle 
des  pofitives  fi  le  fécond  terme  manque  , parce  que  ce  fécond 
terme  contenant  la  fomme  de  toutes  les  racines  ; il  efl  évident 
que  les  pofitives  étant  égales  aux  négatives  , les  unes  & les  au- 
tres fc  détruifent  par  la  diverficé  des  lignes , que  fi  c’cft  le  troi- 


/ 
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fieme  terme  qui  manque  , ce  ne  peut  être  non  plus  que  parce 
que  la  fomme  des  produits  pofitif's  que  ce  terme  contient  sert 
trouvée  égale  à la  fomme  des  produits  négatifs , 6c  ainfi  des  au- 
tres termes. 

I uur  transformer  donc  cette  Equation  en  une  autre  qui  ait  tous 
fes  termes,  il  n y a qu’à  augmenter  fes  racines  d'une  grandeur 
telle  que  l'on  voudra,  6c  dès-lors  l’égalité  ne  fe  trouvant  plus  en- 
tre les  fomtnes  des  racines  ou  des  produits,  ôcc.  il  eft  clair  que 
l’équation  aura  tous  fes  termes. 

Soit  la  propofée  *3  — 12* 

xl=yi  — }yx-\-  sy — 1 
— izy-+- 12 
■+*  *6  — -H  1 6 


•16 ~ o , où  il  manque  le 
fécond  terme  ; je  fais  * 1 

=y , 6c  par  conféquent_y — t 
= jefubftitue^ — 1 au  lieu 
de  x dans  l'équation  , ôc  le  cu- 
be de^ — 1 au  lieu  de  xi , 6c 
j’ai  la  transformée  — y1  — r>y 


— 12X  = 


yi  — jy1—  py-h  27 


, j — yj  , 27  = 0 qui  a tous  fes  termes, 

6c  dont  toutes  les  racines  furpaifent  chacune  de  l’unité  celles  de 
la  propofée. 

Transformer  une  Equation  dont  les  racines  font  les  unes  pof- 
tives  & les  autres  négatives  , en  une  autre  dont 
toutes  les  racines  font  pofitives. 

13.  Il  eft  évident  que  fi  on  augmente  toutes  les  racines  d'une 
grandeur  plus  grande  que  la  plus  grande  négative , elles  devien- 
dront toutes  pofirives , 6c  pour  cela  ; 

Soit  la  propofée  xJ-l-  $x — 6=  o,  dont  les  racines  font  x — 1 
= o,x-f-(5  = o,je  prens  le  plus 
grand  coefficient  négatif  — 6,  je 
l’augmente  de  l’unité , ôc  je  fais  x-4-7 
—y  , donc  y — 7 = x.  Je  fubftitue 

dans  l’équation  y — 7 au  lieu  de  x,  

& le  quarré  de  y — 7 au  lieu  de  x1 , 

6c  j’ai  la  transformée  yx— -py-4-8 
— o y donc  toutes  les  racines  font  pofirives. 

Pour  rendre  raifon  de  ceci  foit  l’équation  xx — ax-^-bx-  ___ 
*=  o , dont  les  racines  font  x — a~  0,  x-t-i = o,  le  coefficient 


xl=y*  — iy-t-4? 

-w*  — -+-  sy—ss 

y1—  9y-+-  8 


-ab 
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— a -+-b  du  fécond  terme  fera  négatif  fi  a eft  plus  grand  que  b , 
& pofitif  fi  a eft  moindre.  Mais  le  troifiéme  terme  — ab  fera  cer- 
tainement négatif  parce  que  — a par -\-b  donne — ab.  Or  fup- 
pofantque  le  fécond  terme  foit  auffi  négatif,  le  troifiéme  — ab 
qui  eft  le  produit  des  racines  fera  toujours  plus  grand  que  le  fé- 
cond — a -4- b qui  n’eft  que  la  différence  de  ces  mêmes  racines  , 
ainli  — ab  fera  le  plus  grand  coefficient  négatif,  mais  ce  coeffi- 
cient fera  plus  grand  que  la  racine  négative  , fi  a eft  plus  grand 
que  i , il  fera  égal  à la  racine  négative , fi  a eft  égal  à t , & il  ne 
fauroit  être  moindre  que  b , parce  qu'il  faudrait  pour  cela  que  a 
fût  une  fraction  au-deffious  de  l’unité  , ce  qui  ne  fauroit  être  , 
puifquc  nous  fuppofons  que  l’équation  eft  dégagée  de  toute  frac- 
tion ; ajoutant  donc  l’unité  au  coefficient  — ab  rendu  pofitif  ÔC 
augmentant  toutes  les  racines  de  la  grandeur  ab  1 , il  eft  évi- 
dent qu’elles  deviendront  toutes  pofitives. 

Quant  aux  équations  du  troifiéme  degré  où  elles  ont  deux  ra- 
cines négatives  , où  elles  n’en  ont  qu’une.  Dans  le  premier  cas , 
foient  les  trois  racines  x-+-a  — o,  x-+-ê= o,ôtx — c=  o,  le 
fécond  terme  fera  négatif  ou  pofitif, 

félon  quer  fera  plusgrandou  moin-  xl ax- •+■  abx  acb—o 

dre  que  a-\-b,  le  troifiéme  fera  ~t-bxl  — aex 

auffi  ou  négatifou  pofitif,  félon  que  cxi cfrx 

le  produit  ab  fera  moindre  que  la 

fomme  des  deux  autres  ou  qu’il  fera  plus  grand  ; mais  le  quatriè- 
me terme  fera  certainement  négatif,  parce  que-+-a  par-+-ê 
donne  -*-ab , & -+-  ab  par — c donne  — acb , & ce  terme  — abc 
fera  le  plus  grand  coefficient  négatif,  car  fi  le  fécond  eft  auffi  né- 
gatif, il  ne  contiendra  que  la  différence  de  la  fomme  des  raci- 
nes négatives  à la  pofitive  , laquelle  différence  eft  moindre  que 
le  produit  acb  des  trois  racines , & fi  le  troifiéme  terme  eft  néga- 
tif, il  ne  contiendra  que  la  différence  des  deux  produits  ac , cb , 
au  produit  ab , laquelle  eft  auffi  moindre  que  le  produit  acb.  Or 
ce  produit  acb  doit  être  ou  plus  grand  que  la  plus  grande  racine 
négative  , ou  tout  au  plus  il  lui  eft  égal , ce  qui  arrive  lorfque 
les  deux  autres  racines  valent  chacune  l’unité.  Donc  ajoutant  1 
au  produit , la  fomme  abc- f- 1 fera  plus  grande  que  la  plus  gran- 
de racine  négative , ôc  par  conféqucnt  fi  l’on  augmente  toutes  les 
racines  de  la  grandeur  abc-\- 1 , elles  deviendront  toutes  po- 
fitives. 

Maintenant  fuppofons  deux  racines  pofitives  x — b — o , x — c 

— o , 
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= 0,  une  négative  x-+-4  = o,  le  der- 
nier terme  fera  certainement  pofitifi  le  x>-\-axl—  abx-^-acb 
troifiéme  fera  négatif,  fi  les  deux  pro-  — bxl  — aex 

duits  ab,ac  , font  enfemble  plus  grands  cxi  cf)X 

que  le  produit  cb  , 6c  en  ce  cas  il  fera  le 

plus  grand  coefficient  négatif  , parce  que  le  fécond  terme  ne 
contient  que  la  différence  des  pofitives  à la  négative  , laquelle 
eft  moins  grande  que  la  différence  des  produits  ab , ac , au  pro- 
duit cb , ôc  comme  ce  coefficient  négatif  rendu  pofitif  & aug- 
menté de  l’unité  fera  plus  grand  que  la  plus  grande  racine  néga- 
tive ; il  s’enfuit  que  toutes  les  racines  deviendront  pofitives  fi 
on  les  augmente  de  cette  quantité. 

Si  le  produit  cb  eft  plus  grand  que  les  deux  ab , ac  , cela  ne 
peut  provenir  que  de  ce  que  l’une  des  deux  pofitives  furpaffe  de 
beaucoup  la  négative  a , 6c  alors  le  fécond  terme  fe  trouve  le 

Plus  grand  coefficient  négatif,  fie  ce  coefficient  augmenté  de 
unité  eft  plus  grand  que  la  plus  grande  négative , donc  fiée.  Je 
me  contente  d’indiquer  ceci  fans  en  donner  des  exemples  parce 

3u’il  fera  facile  à ceux  qui  le  liront  de  s’en  faire  eux  mûmes  , ôc 
'examiner  la  vérité  de  ce  que  je  dis. 

Et  par  un  femblable  raifonnement  on  prouvera  toujours  qu’en 
augmentant  les  racines  d’une  équation  de  quelque  degré  quelle 
foitde  la  valeur  de  fonplus  grand  coefficient  négatif  plus  l’unité , 
elles  deviendront  pofitives.  Il  eft  vrai  qu’on  les  augmente  quel- 
quefois beaucoup  plus  qu’il  n’eft  néceffaire  , mais  en  revanche 
la  méthode  eft  fùre  ôc  l’on  ne  rifque  pas  de  fe  tromper 

Trouver  par  approximation  les  racines  incommensurables 
d'une  Equation. 

14- Je  fuppofe  que  l’Equation  a tous  fes  termes,  quelle  eft 
(ans  fractions , 6c  fans  coefficient  au  premier  terme  , ôc  que  tou- 
tes fes  racines  font  pofitives,  c’eft-à-dire  que  tous  fes  termes, 
ont  alternativement  les  fignes  plus  ôc  moins.  Si  cela  n’eft  pas, 
on  préparera  l’Equation  en  fuivant  les  méthodes  que  nous  avons 
données  ci-deffus  , ôc  dans  Y Arithmétique  des  Geometres. 

Soit  la  propofée  x* — iox-*-22=o,  je  fais  les  Equations 
fimples x — 1 =0,  x — 2 = 0,  x — j3=o,x — 4 = 0 , ôcc.  ôc 
divifant  l’Equation  par  x — 1 , x — z ôc  x — j ; je  trouve  toujours 
un  relie  qui  a le  ligne  plus , ce  qui  me  fait  voir  que  la  racine  que 
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je  cherche  cft  plus  grande  que  3 , car  x — i ayant  donné  un 
re/le  qui  a le  ligne  plus  , la  racine  eft  plus  grande  que  1 , puii- 
qu’clle  ne  peut  pas  être  moindre , ôc  que  d’ailleurs  dans  les  Equa- 
tions du  fécond  degré  , les  divifeurs  moindres  que  la  moindre 
racine  donnent  un  refte  qui  a le  ligne  plus  ; or  les  divilcurs* — 2 , 
x — 3 , ont  donné  des  relies  avec  les  mêmes  fignes , donc  ils 
font  encore  au-deffous  de  la  racine. 

Je  divife  par  * — 4 6c  le  refte  a le  ligne  moins , ainft  la  racine 
eft  entre  3 & 4 , je  prens  la  moitié  de  la  différence  de  trois  à 
quatre  qui  cft  i,  6c  divifant  l’Equation  par  * — 3 7,  je  trouve  un 
refte  qui  a encore  le  figne  moins  ; donc  la  racine  eft  entre  3 ôc 
3 f Je  prens  la  moitié  de  la  différence  de  3 à 3 ■-  qui  eft 6c 
divifant  par  * — 3 -J-,  le  refte  donne  le  figne  plus  , donc  la  ra- 
cine eft  entre  3 t & 3 ~ , je  prens  la  moitié  de  la  différence  de 
3 t à 3 7 qui  eft  f , 6c  divifant  l’Equation  par  3 j , le  reftç  a en- 
core le  figne  plus,  donc  la  racine  cft  entre  3 7 ôc  3 y ; 6c  conti- 
nuant de  ia  même  fatjon  on  approchera  de  li  près  qu’on  voudra 
de  la  véritable  racine. 

Au  lieu  de  divifer  l’Equation,  on  peut fubftituer les  divifeurs  • 
à la  place  de  l’inconnue  > 6c  les  divifeurs  moindres  que  la  racine 
donneront  une  Equation  qui  fera  plus  grande  que  zéro  ; ce  qui 
doit  s’entendre  des  Equations  d’un  nombre  pair  de  degrés , car 
dans  les  autres  ce  fera  tout  le  contraire , comme  il  a été  dit  plus 
haut. 

Si  l’Equation  étoit  littorale  on  mettroit  en  chiffres  les  valeurs 
des  cocfficiens  , ôc  s’il  y avoit  deux  inconnues  , on  en  déter- 
mineroit  une  , après  quoi  on  opcrcroit  comme  il  vient  d’être  dit. 


CHAPITRE  II- 

Des  Suites  ou  Sériés  & de  leur  ufage. 

jy.^'VN  appelle  Suite  toute  fomme  infinie  de  grandeurs, 
feit  qu'il  fe  trouve  un  certain  rapport  entre  ces  gran- 
deurs , foit  qu  il  ne  s’en  trouve  point.  Or  parmi  ces  fuites  dont 
le  nombre  eft  infini , celles  que  nous  allons  confiderer  font  les 
fuites  qu’on  appelle  de  différons  ordres  , ôc  comme  nous  en 
avons  déjà  dit  quelque  chofe  dans  ï Arithmétique  des  Gecmetres , 
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fie  dans  ta  Mefure  des  Surfaces  eV  des  Solides , nous  nous  borne* 
tons  ici  à une  de  leurs  principales  propriétés  qui  eft  extrême- 
ment utile  dans  le  calcul , 
comme  nous  le  ferons  voir , 
après  quoi  nous  parlerons  de 
l’ufage  qu’on  fait  des  autres 
pour  trouver  la  valeur  d’une 
inconnue  dans  certaines 
Equations. 

La  première  fuite  ne  con- 
tient que  les  unités , com- 
me on  voit  dans  le  premier 
rang  perpendiculaire  de  la  Table  A,  repréfenté  par  le  premier 
rang  perpendiculaire  de  la  Table  B ; on  peut  concevoir  ces 
rangs  6c  les  fuivans  comme  étant  prolongés  a l'infini. 

La  fécondé  fuite  fe  forme  de  l’addition 
des  termes  de  la  première  ; ainfi  fon  pre- 
mier terme  cft  1 , le  fécond  e(l  i+toii  îj 
le  troifiéme  efl  1 ■+■  1 -t-  1 ou  5 , ficc.  com- 
me on  voit  dans  le  fécond  rang  perpendi- 
culaire de  la  Table  A repréfenté  par  le  fé- 
cond rang  perpendiculaire  de  la  1 able  B. 

La  troifiéme  fuite  fe  forme  de  l’addition 
de  ceux  de  la  fécondé , ainfi  le  premier  ter- 
me efl  t , le  fécond  1 -+-  2 ou  3 , le  troifiéme  I-+-M-3  ou  6,  ficc. 

La  quatrième  fuite  fe  forme  de  même  de  l’addition  de  cçux  de 
la  troifiéme , fie  ainfi  des  autres. 

L’expofantde  la  première  fuite eft  1 > celui  delà  fécondé  2,, 
celui  de  la  troifiéme  3 , celui  de  la  quatrième  4,  8 ce. 

La  principale  propriété  de  ces  fuites  cft  qu  en  quelque  part 
qu’on  les  termine , la  fbmmc  des  termes  eft  égale  au  terme  qui 
fuit  immédiatement  le  dernier  multiplié  par  le  nombre  des  ter- 
mes fit  divifé  par  l’expofant.  . r ■ r 

Cette  propriété  eft  évidente  dans  la  première  fuite  , car  11  on 
la  borne  par  exemple  à quatre  termes , le  nombre  des  termes 
quatre  fera  égal  à la  fomme  des  termes , 8c  comme  le  terme  qui 
fuit  le  dernier  eft  1 , ce  terme  multiplié  par  4 8c  divife  par  ex- 
pofant  fera  encore  4,  6c  par  conféquent  il  fera  égal  a la  fomme. 

Si  on  borne  de  même  la  fécondé  fuite  à quatre  termes,  la 
fomme  1 -+-  2 -t-  3 -t-4  fera  10  , fie  le  terme  p qui  fuit  le  dernier 
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étant  multiplié  par  le  nombre  des  termes  4,  fera  20,  lequel  di- 
vifé  par  l’expolant  2 , donnera  le  quotient  10  égal  à la  fomme 
lo  j ôc  on  trouvera  la  même  chofe  dans  les  autres  fuites  de  quel- 
que manière  qu’on  veuille  les  borner. 

Mais  fi  on  veut  une  demon- 
ilration  plus  fatisfaifante  pour 
les  fuites  qui  fuivent  les  pre- 
mières , appelions  n le  nombre 
des  termes , t l’expofant  de  la 
première  faire,  & concevons 
que  ces  fuites  foient  bornées 
chacune  à quatre  termes , nous 
aurons  par  la  formation  des  fui- 
tes les  exprefiions  qu’on  voit  ici.  Le  terme  o —a  x Ü^LÎ=o  que 

nous  ajourons  ici  étant  égal  à zéro,  ne  doit  point  embarafler  , 
car  foit  qu’on  ajoute  zéro  à une  grandeur , loit  qu’on  ne  l’a- 
joute pas,  cette  grandeur  refte  toujours  la  même. 

Nous  avons  donc  g x ^ H-/x  ■+■  c x -\-bx  tZî-f-  a 
x , ou  ce  qui  revient  aumême- 

— ^ — "==  m / _p_  , -4..  A 

*+-o. 

Or  par  la  formation  des  fuites  k=g-+-f-hc-i-d-t-a , donc 
-xfc— - — — — îf  — f 

t t t t — f — c — b — a 

-WH-0,  c b (J  — — m — 1 — i — h 

mais  la  partie  négative  b a 

du  premier  membre  de  a 

cette  Equation  étant  ar-  ' 

rangée  comme  on  le 

voit  ici , fe  trouve  égale  à — — >—  jpar  ja  formation  des 


f-k-c  a=  =m 

c -h  b -+-  a —f  x L7J  = / 

J e 

l . * — i • 

b -f-  a = c x — =1 


Tables  ; mettant  donc  dans  la  derniere  Equation  r~  " — < — ft 
au  lieu  de  la  partie  négative  du  premier  membre  , nous  aurons 

- — m — — l i — h , 

7 x * t =w-t-/+»  + L & multipliant  par  e , 

nous  aurons  nk—m—l~.i—h  = me-^lc^-ie^rh(  . ou  , 
= «x  »»-+-/ & divifant  par<H-i 
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nous  aurons  ~ = »:-+-/-W-W» , c’cfl-à-dire  la  fomme  des 

«H-i 

quatre  premiers  termes  de  la  fécondé  fuite  eft  égalé  au  terme  k , 
qui  fuit  le  dernier  multiplie  par  le  nombre  des  termes  n , ôc  divi- 
fé  par l’cxpofant  e de  la  première  fuite  augmenté  de  l'unité,  ou 
par  l’expofant  de  la  fécondé  fuite , & on  démontrera  la  même 
chofe  à l’égard  des  autres  fuites. 

Cela  pofé,  appellaot  n le  nombre  des  termes,  s la  fomme  d’une 
fuite  terminée  où  l’on  voudra;  Die  dernier  terme  , d le  terme 
qui  fuit  le  dernier , ôc  E l’expofant  de  la  fuite , la  formule  de  la 

fomme  fera  S = g";  ôc  fi  l’on  veut  une  formule  par  le  moyen  du 

dernier  terme  on  fera  attention  que  la  fomme  des  termes  qui  pré- 
cédé le  dernier  cft  s — D,  ôc  que  cette  fomme  eft  égale  à D 

x y ainfi  cette  fomme  eft  s — D = D x , Ôc  ajoutant 
D de  part  & d’autre , on  a s = D x + D = Dx  " - 

qui  efl  l’exprefllon  de  la  fomme  entière. 

Suppofant  donc  toutes  les  fuites  bornées  à un  même  nombre 

de  termes , fi  l’on  met  dans  s — D x — — - au  lieu  de  D fa  va- 
leur i pour  la  première  fuite,  ôc  au  fieu  de  E fa  valeur  i , on 
aura  j=i  x n-  qui  fera  la  fomme  des  termes  de  la  première  fuite  , 
6c  en  même  tems  la  valeur  du  dernier  terme  de  la  fécondé  fuite. 

Et  fi  dans  la  même  formule  on  met  au  lieu  de  D fa  valeur 
s x p pour  la  fécondé  fuite , 6c  au  lieu  de  E fa  valeur  2 , on 

auraj=t  x - x - — - qui  fera  la  fomme  des  termes  de  la  fécondé 
fuite , Ôc  en  même  tems  la  valeur  du  dernier  terme  de  la  troifié- 
mc  fuite. 

Et  mettant  dans  la  même  formule  au  lieu  de  D fa  valeur 
1 x px  — s ‘pour  la  je  fuite , ôc  au  lieu  de  E fa  valeur  3 on  aura  s = 

1 x - x ‘ x -1  qui  fera  la  fomme  des  termes  de  la  troifiéme 
* 1 .»  3 * » 

fuite,  Ôc  en  même  tems  la  valeur  du  dernier  terme  de  la  qua- 
trième. ~ 

Mettant  de  même  dans  la  formule  au  lieu  de  D fa  valeur 
1 x p x — — x pour  la  quatrième  fuite , ôc  au  fieu  de  E fi» 

valeur  $ , on  aura  s—  1 x p x x — x qui  fera  la  foin- 
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me  des  termes  de  ia  quatrième  fuite , fie  en  même  tcnis  la  valeur 
du  dernier  terme  de  la  cinquième , fie  ainfi  de  fuite  à l'infini  ; de 
forte  que  par  le  moyen  de  cette  formule  on  peut  trouver  non- 
feulement  les  fommes  des  fuites  , mais  encore  la  fomme  de 
tous  leurs  derniers  termes , c’eft-à-dire  la  fomme  du  rang  hori- 
fonral  que  ces  derniers  termes  forment. 

Autre  dijpofition  des  mêmes  Suites. 

On  peut  difpofer  ces  mêmes  fuites  de  façon  C 

uc  les  deux  premières  reliant  dans  la  même 
ifpofuion  , le  premier  terme  de  la  troifiéme 
foit  à côté  du  fécond  terme  de  la  fécondé  , le 

Iiremier  de  la  quatrième  à côté  du  fécond  de 
a rroifiéme , fie  ainfi  de  fuite , comme  on  voit 
dans  la  table  C , repréfentée  pat  la  Table  D. 

Si  l’on  termine  ces  fuites  par  un  rang  hori- 
fontal  j par  exemple  par  le  rang/,  m , r , ôcc.  D 

la  fomme  des  termes  de  la  première  fuite  fera 
t x - de  même  que  dans  la  difpofition  précé- 
dente , fie  certe  fomme  fera  en  même  tems  la 
valeur  du  dernier  terme  de  la  fécondé. 

La  fomme  de  la  fécondé  fuite  fera  aulll  i x 

" x y mais  cette  fomme  ne  fera  pas  éga- 
le au  dernier  terme  de  la  troifiéme  parce  que  le  nombre  des  ter- 
mes de  cette  fuite  n’ell  pas  n,  mais  n — i , fie  par  conféqucntce 
dernier  terme  cil  égal  à la  fomme  des  termes  de  la  féconde  moins 
le  dernier. 

Pour  trouver  la  fomme  des  termes  de  la  fécondé  moins  le  der- 
nier , on  fe  fervira  de  la  formule  s = ^ fie  on  mettra  au  lieu  de  d 

fa  valeur  ix  " , au  lieu  de«  fa  valeur  n — i,  fie  au  lieu  de  E fa  va- 
leur a , fit  l’on  «ura  1 x " x qui  fera  la  fomme  des  termes 

\ de  la  fécondé  fuite  moins  le  dernier  fie  en  même  tems  la  valeur 

du  dernier  terme  du  troifiéme  rang. 

Le  dernier  terme  de  la  quatrième  fuite  étant  égal  àlafomme 
des  termes  de  la  troifiéme  moins  fon  dernier  terme , on  mettra 
dans  la  formule  s=d x| , au  lieu  de  dfa  valeur  i x ^ x — ' au  lieu 
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de  n fa  valeur  n — 2 & au  lieu  de  E fa  valeur  3 , 6c  l’on  aura 

1 x - x — - xï— ^ qui  fera  la  fomme  des  termes  de  la  troifiéme 
ii  3 M 

fuite  moins  fon  dernier  terme , & en  même  tems  la  valeur  du  der- 
nier terme  de  la  quatrième  fuite. 

Et  on  trouvera  de  la  même  façon  que  la  valeur  du  dernier  ter- 
me delà  cinquième  fuite  eft  ix^x  - x lyi  x — 5 , fit  ainfidc 

fuite  à l’infini  : ôc  comme  n exprime  tel  nombre  de  termes  de  la 
première  fuite  qu’on  voudra , il  fuit  qu’on  peut  trouver  de  la  mê- 
me façon  tel  rang  horifontal  que  l’on  voudra  chercher. 

Application  aux  puijfances  des  Binômes  & des  Multinomcs. 


Si  l’on  éleve  un  Binôme  a-\-b  à fes  différentes  puifTances  , 
ces  puifTances  4- Æ,  aa -t-  aab -H  bb , al-+-  jalb  -H  iab'--\-bî , 
<j+-+-4ijî£-f-  6a1bb  -4- 4<af>3 -t- , ôcc.  rangées  les  unes  fous  les 
autres  formeront  les  rangs  parallèles  de  laTable  F appellée  Ta- 
ble des  puifTances. 

F 


a 

b 

a 1 

lab 

bb 

al 

$alb 

^abb 

bi 

a 4 

4a*b 

6albb 

+ab) 

h 

a * 

fa*b 

ioaîb- 

10  a'bî 

fab* 

Or  en  confidérant  chacun  de  ces  rangs  parallèles , il  efl  aifé  de 
voir  que  les  puiffances'de  a vont  en  diminuant  depuis  la  première 
cellule  à gauche  , jufqu’à  la  dernicre  à droite  on  a ne  le  trouve 
plus , ôc  qu’au  contraire  les  puifTances  de  b vont  en  augmentant 
depuis  la  fécondé  cellule  à gauche , jufqu  a la  derniere  à droite 
où  b fc  trouve  dans  une  puifiance  suffi  élevée  que  a dans  la  pre- 
mière cellule.  Appeliant  donc  n l’expofant  de  la  plus  haute  puif- 

fance  de  a,  nous  aurons  a ■+■  a 1 b-+-aH  bb-\-an  3 b * 

_+_  — *b*-\-an~ s bi , &c.  à l’infini , qui  eft  une  formule  pour 

toute  forte  de  puifTances  de  a -h b en  faifant  abflraclion  des  coef- 
ficients , nous  en  ferons  bientôt  l’application. 

Confidérant  de  même  les  coelticiens  des  rangs  parallèles , on 
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trouvera  qu’ils  font  les  mômes  que  les  rangs  parallèles  de  la 
fécondé  difpofition  des  nombres  de  différons  ordres  ; ainfi  ces 
coefliciens  fe  trouveront  de  même  que  les  rangs  parallèles  de 

cette  difpofition  ; donc  le  fécond  terme  fera  ix^,  le  troifié- 
mc  ix'x"^1,  le  troifiéme  i x "x^Lx^ÿ-.,&c.  ajoutant  donc 
ces  coefficicns  à la  formule  que  nous  venons  de  trouver  ; nous 
aurons  a ■+■  ix  - « c+ix-x a b + 1 x -x  — 


„ 1 n— i i,  n «—1  H l B -l  n—  4 . n „ n—  I 

x a 5 43  -f-  i x ~ x x x — -a  b*- 4- i x - x 

3 1 1 } « IX 

x -y 2 x ^y-x  ''-^-an  5 b* , &ç  ainfi  de  fuite  à l’infini  qui  eft 

une  formule  pour  trouver  telle  puiffancc  que  I on  voudra  de 
a-\rb , avec  les  coefiiciens  de  fes  termes. 

Quoique  cette  formule  fuit  infinie , elle  fert  également  pour 
les  puiffanccs  finies  & pour  les  infinies , parce  qu  a l’égard  des 
finies , tous  les  termes  qui  font  au-delà  de  ceux  qu’on  doit  trou- 
ver deviennent  égaux  à zéro  ; par  exemple  , fi  je  veux  trouver 
la  troifiéme  puiflance  de  u-t-A,  je  mets  au  lieu  de  n fa  valeur  3 , 
& je  trouve  que  les  quatre  premiers  termes  de  la  formule  me 
donnent  «3-+- } a-b-+-  3 ab'-t-bi , après  quoi  ceux  qui  furent 
deviennent  égaux  à zéro  comme  il  cfl  aifé  de  voir  en  fubftituant 
partout  3 au  lieu  de  n. 

Pour élever  r-s-rfàune  puiffance  quelconque  , on  met  dans 
la  formule  c au  lieu  de  a , d au  lieu  de  b , 6t  l’on  c"-4-  1 x - 

I 


-I  j . n n — 1 r 

I X j X T-  C 


if'  + ixV^x  c1 — 3 & &c. 

Et  pour  éleverc  — d a une  puiffance  quelconque,  onmerrau 
lieu  de  a , d au  lieu  de  b , & les  lignes  -4-  & — alternativement, 
parce  qu’en  élevant  c—  d à fes  puiffances , les  Lignes  font  alter- 
natifs , & la  puiffance  cherchée  cil  c”  — 1 x - c * 1 d-+- 1 x - 


’ 1 fl — ’l 


c”  di , &c. 


n — 1 n — i . 

x - - — c d1  — 1 x - x - — - x 

1 II 

Pour  élever  un  trinôme  d h a une  puiflance  quelcon- 
que > on  confldcrcra  d-+-e comme  ne  faifant  qu’un  fcul  terme, 
après  quoi  on  agira  félon  [ indication  de  la  table  cy-deffus  ; par 
exemple  , fi  je  veux  elever  d-\-e-{-/i  à la  troifiéme  puiffance  ; la 
première  cellule  du  troifiéme  rang  de  la  table  me  fait  voir  qu’il 
faut  que  je  prenne  le  cube  de  d-+-c-,  c’eft  à dire, 
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3<fc*-+-e3 , la  fécondé  cellule  3 a1  b me  fait  voir  que  je  dois  pren- 
dre trois  quarrez  de  d-+-e  multipliez  par  le  terme  A,  ou  jddh- f- 
6deh-\-je1h  ; la  troifiéme  cellule  3 ahb , me  fait  voir  que  je  dois 

[>rendre  trois  fois  d-{-  e multiplie  par  A1  ou  jdA! -f- jrA»  ; enfin 
a quatrième  me  montre  que  je  dois  prendre  le  cube  b , donc 
la  troifiéme  puiilânce  de  d -+-?•+-  A cft 

dî  -f-  jd1#  -H  %dei-{-el 
-1-  J^A  -+-  6deh-+-  je'-h 
^dhl-+-jehl 
-4-*  hi 

fie  la  formule  générale  pour  les  Trinômes,  fera  en  mettant  a, 
b,c  au  lieu  4e  d,e , A 


a -4-1  x-a 


n n—  1 


A-*-rxr 


n—  1 »— » 

x — a 

Z 


A*-*-ix~x 
te -h  jX 


1 


X 

X 

X 

1 

X 


"_îA3  ,ÔCC. 

"~i  b'c , ôcc. 
"~J  rJ,6cc. 


fie  après  avoir  trouvé  la  formule  des  Trinômes,  on  pourroit 
trouver  de  la  même  façon  celle  des  Quadrinomes  fie  des  Mul- 
tinomes  d'un  plus  grand  nombre  de  termes  à l’infini. 

Il  ne  faut  pas  s’étonner  de  voir  dans  cette  formule  que  les 
Divifeurs  des  coefficient  ne  vont  pas  toujours  en  augmentant 
comme  dans  la  formule  précédente  ; la  raifon  en  eft  qu’après 
avoir  élevé  les  deux  premiers  termes  a -+-  b à la  puiffiance  n , il  faut 
enfuite  élever  ces  mêmes  termes  a-+-Aà  la  puiffiance  n — 1 6c 
multiplier  cette  puiffiance  pat  le  coefficient  "du  fécond  terme  de 

la  puiffiance  n , 6c  enfuite  par  le  troifiéme  terme  c ; or  le  fécond 
terme  de  la  puiffiance  n — 1 de  a -4- b n'aura  plus  pour  coefficient 

" } mais  6c  par  conféquent  ce  fécond  terme  fera  p x 
a "~xbc , fie  ainfi  des  autres  cas  compris  dans  cette  formule  , 
ce  qu’on  peut  facilement  obferver. 
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Pour  élever  une  fuite  infinie  a-hby-+-cy1’+-dyi}îcc.  à une  puif- 
fance  quelconque , le  formule  fera 


ôc  pour  élever  la  fuite  infinie  ay  -+-  byy  -t-çyî  ■+■  dy * , &c.  à une 
puiifance  quelconque , la  formule  fera 


n n , n n 

O J -hTa 


. n n— 1 


fl 

X 

n 

7 

n 

I 


f r— z « — J n — 4 

x—x—*a  b 4 

1 U-*x— 

I »— * R — ? 4 «*— $ le 

v>  >/  - J y /j  h ) | 

J ^*T 

“A—  A A , « •' 

I ♦ I 

xW=V“3Me, 

/ *+*7 

x«=Vf-Vf ian-*bic 

R— i ii— » ( 

x-  a ce 

>^4H-7 

xÙx'f !a-’bcc 

X 1 

« 

4-r 

xî=Jx"-fi4-3  wA/*» 

’ 

JP—  f 

! n 
] •+"  7 

À 

n 

+ r 

ir  \ 

R 

-*-Â 

«•'’  / J 
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Si  dans  la  formule  qui  fert  pour  les  puiflances  du  binôme 
a -H b , on  met — n au  lieu  de  n aux  expolans  de  a & aux  cocffi- 
cicns  des  termes;  on  aura  a " — p a " 'b — " x "~V  a 


x — ! — ? a b+,  &cc.  & ce  fera  la  formule  pour  les  puiflances 

négatives  du  binôme  a-\-b  , c’eft-à-  dire  pour  les  puiflances 

a -+-  b , a-\-b  , a ■+■  b , ficc.  or,  i°.  Il  arrivera  que  fi 

le  binôme  cft  a-\-b,  les  termes  pairs,  ou  le  fécond  , le  quatrième, 
le  fixiéme , ôcc.  auront  le  figne  moins  , & les  autres  le  ligne  plus. 
a0.  Si  le  binôme  eft  a — b , tous  les  termes  auront  le  figne  plus, 
3°.  Les  coefliciens  des  termes  feront  les  mêmes  que  les  rangs 
parallèles  de  la  première  difpofition  que  nous  avons  donnée  cy- 
deflus  des  nombres  de  différens  ordres.  C’eft  ce  que  nous  allons 
démontrer  en  faifant  voir  en  même  tems  que  les  valeurs  de  ces 
puiflances  négatives  font  des  fuites  infinies  ; mais  comme  il  peut 
arriver  que  dans  le  binôme  a-*-b , la  grandeur  b foit  plus  grande 
que  o,  ou  la  grandeur  a plus  grande  que  b\  je  fuppofe  a plus 
grand  que  b , 6c  je  dirai  enfuite  ce  qu’il  faut  faire  ii  b fe  trouve 
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plus  grand  que  a.  Par  les  régies  du  calcul  des  expofans  que  nous 
avons  expliquées  dans  notre  Arithmétique  des  Géomètres  la 
grandeur  a b 1 , peut  s’exprimer  par  — ou  pat 


aa  -+-  tab  -\-bb  1 


de  môme  a~\-b 


" * » T 

peut  s exprimer  par  — — 

û-f-  b 


ôc 


ainfi  des  autres;  c’eft  ainfi  que  l’expofant  négatif  devient  pofitif 
lorfqu’on  met  fa  puiffancc  au  dénominateur  d’une  fraclion  dont 
le  numérateur  eft  l’unité  , & par  la  même  raifon , lî  l’on  met 
au  lieu  du  numérateur  le  dénominateur  dont  l’expofant  eft  pofitif, 

cet  expofant  deviendra  négatif  ; ainfi  fe  changera  en— - 


ou  « + 1 6c  cela  pofé. 

Pour  trouver  la  valeur  de  a-3-b  ' = = — ■ ' , * 

a-H>  44 -f-  nb  + bb  * 

je  partage  le  dénominateur  aa  -|-  iab  -4-  bb  en  deux  parties 
aa~+-ab , 6t  ab-3-bb  , enforre  que  fi  l’on  divife  la  fécondé  pac 

la  première  le  quotient  foit  ^j’écris  aa-\-ab-+-ab-\-bb  fous  le  nu- 
mérateur t , regardant  aa  -+-  ab  comme  la  première  partie  du 
divifeur  , 6c  ab  bb  comme  la  fécondé.  Je  divife  î par  aa-3-ab 

6c  le  quotient  eft  -a  ^ ; je  multiplie  ce  quotient  parla  première 
partie  aa-hab&c  le  produit  eft  î , lequel  étant  retranché  de  i , iL 
ne  refte  rien. 


* { ' .J' il . &c. 

aa-i-ab-i-ab-hbb  aa-\-ab  a î -4-aai»  4^H“4*4  <r*-t -a+b> 

a 

aa  -+-  ab  -4-  ab  -H  bb 
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aa  ab ab  bb 


aa  — H ab  —f-  ab  — f~  bb 


Je  multiplie  le  même  quotient  par  la  fécondé  partie  ab-+~ab , 
ôc  le  produit  eft  •+- ~ lequel  étant  retranché  de  -t-  j que  je  fup- 


j 
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pofc  au  nombre  à divifer , il  ne  reftc  rien  ; mais  comme  par 
cette  fuppofition  j'ai  augmenté  le  nombre  à divifer  de  la  valeur 

■+-  - j écris  — - pour  corriger  cet  exces. 

Je  divifei — ^ par  la  première  partie  atx-\-ab  du  divifeur  6c 

le  quotient  eft  , & multipliant  ce  quotient  par  aa-k-ab  , 

le  produit  eft  -jjqui  retranche  de  ^-ne  laifle  rien,  je  multi- 
plie le  même  quotient  par  l’autre  partie  ab-^-bb  du  divifeur,  & C 
le  produit  eft  — lequel  retranché  de  que  je  fuppofc  au  di- 

****  ^ yy 

vidende  ne  lailfe  rien  ; mais  comme  en  fuppofant  — au  di- 
vidende je  l’ai  diminué  d’autant , j’écris  & continuant  la  di- 
vifion  de  la  même  façon , je  trouve  le  quotient  — aTZ£ZÂ 

4-  — Ll — — - , ôcc.  égal  à la  puiflance  a-+-abl* 

J e divife  chaque  terme  de  ce  quotient  de  même  que  j ai  divile 
& i’ai  les  fuites  infinies  que  l’on  voit  ici  & qui  ex- 

UJ-f-  lab-t-kb  i ’ 

priment  la  valeur  de  ces  te  mes , 


AHff6 


Le  1 

Le  2e  -=L- 

a^-hatUt 

Le  •■-*-** 
Le  4e  — 
Le  î*  4^TA 

Lc7Ca.^î 


. vaut 


kb  «» 

, bb_ t_> 

4+  4* 

| bb  b * 

4^  4» 

bi 

af 


b* 

11 

b* 

«« 

4*  > 

b-* 

bf 

k* 

4° 

*■>  "4-4‘  » 

bf 

b+  V» 

, *4  i*  4«  „ 

tl  . i‘  _ 

b*  bi 

&c* 

"i-Jî,  &c' 


4» 

a15 


& on  peut  continuer  à l’infini 

Je  prens  la  fomme  des  rangs  perpendiculaire  , & j ai  - 
I*?' i*!  _i_  — il'  7-^  % &c.  qui  eft  la  valeur  de  la 

puiflance  a ce  qui  fc  change  en  ... 

E »j 
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.» 


î8_>  _4  _4 
la  — 2 a b-\-^a  bb  — 4a  bl-+-$a  b 4 — 6a 

, ôcc.  ou  bien  en  exprimant  par  — n l’expofant  — 2. 


— n — 1 — m — t 


bi  ■+■$* 


la  — 2a  b-\-î<* 

b 4 — 6a  " * b*  , &CC.  . 

où  l’on  voit  qu’en  mettant  — «au  lieu  de  u dans  les  expofans  des 
puiflances  politives  de  a -4-  b -,  on  a la  formule  des  expofans  des 
puiflances  négatives,  & par  rapport  aux coefticicns , il  eft  vifi- 
ble  que  pour  la  fécondé  puilfance  ils  font  les  mêmes  que  les 
termes  t.2.j.  4.  j.  6.  &c.  du  fécond  rang  parallèle  de  la  première 
difpolition  des  fuites  des  difî'érens  ordres , mettant  donc  alter- 
nativement les  lignes  plus  & moins  dans  la  formule  qui  expri- 
me les  rangs  parallèles  de  cette  difpofition;  nous  aurons, 

— 7 a b-{--  x — - a b 1 — - x 


l a 

t 

X 


-n—i 


»,  , n it-f-i  n- f-ï  "-+*? 

bi-\~  - x x — x — - 


. - - . . „ ~ . _ “”_44S&c. 

? 1 » j 4 

& ce  fera  la  formule  générale  pour  toute  forte  de  puiflances  né- 
gatives de  a-i-b. 

Si  on  vouloit  trouver  par  la  divifion , ainfi  que  nous  avons 
Lit  cy-dcflus,  la  fuite  qui  exprime  la  valeur  de<j-p-  b ’== 
^•7  = - on  partageroit  le  divifeur  a*  ■+■  3a1b 

_■+- ^abl-\-bi  en  deux  parties  ai -+- 2aab-\-abb , & aab-4~2abb 
en  forte  que  divifant  la  fécondé  par  la  première  le  quo- 
tient fut  - & l’on  acheveroit  b divifion  comme  ci-dcflus. 


De  même  pour  a -h  b 4 = — — -i— — — 

on  partageroit  le  divifeur  en  deux  parties  a* -h  ]aib  -+-  iaabl 
-irabi  & ai  -4-  \ aabb-\~  labi  ■+■  b*,  & ainfi  des  autres  en  obfcr- 
vant  toujours  que  la  fécondé  partie  diviféc  par  la  première  don- 
ne pour  quotient  j , ce  qu’on  trouvera  toujours  dans  toutes  les 
puiflances  de  a-\-b.  « 

La  fuite-!  _ it  -f.  >“  _ £ £ _ £ .+.  %%  &c.  qui  ex- 

prime  la  valeur  de  «-+-  b i peut  fe  changer  en  celle  -cy  ~ 
x‘  — ~ -+-  —■  puifqu’Ü  cil  vifi- 
ble  que  tous  les  termes  font  multipliez  par  — ; ainfi  la  valeur 
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de  a b 1 eft  égale  à la  grandeur  multiplie  par  la  fuite 1 

*+*  1T*  — '«i  ■+■  or  *1  vifible  que  fi  b ett  plus  grand 

que  «.  cette  fuite  fera  d’une  valeur  infinie,  & par  conféquent 
iexprelïion  — x 1 — — — 1 , fie  s’éloignera  infiniment 

de  la  véritable  valeur  de  «-+-£  *j  pour  éviter  donc  cet  incon- 
vénient , voici  comme  on  fera. 

Après  avoir  partagé  le  dénominateur  aa-+-2ab-\-bh  de  la  puif- 
fance  en  deux  parties  aa-k-ab,  & ab-b-bb,  on  pren- 

dra ab  -+-  bb  pour  la  première  partie  du  divifeur , & aa-h  ab  pour 
la  fécondé,  & on  renverfera  les  termes  en  mettant  bb-^-ab  au  lieu 
ab  bb , fie  ab  ««  au  lieu  de  ««  -+•  ab  après  quoi  on  divifera  i , 

par  bb  -+-  ab  , •+■  ab  ««  & l’on  aura  la  fuite  infinie 


4> 


-4- 


44  ■+-«*! 


6’ 

■H 


& c. 


bb~^âb  y -^-ab-haa  bb-k-éb  b+-b-ob*  f 


&c. 


^ — t—  ab  -+-  aa 


bb 


bb-+-  ab  —4-  ab  — I—  aa 

& reduifant  chaque  terme  de  cette  fuite  en  une  fuite  infinie , on 
aura  les  fuites  infinies  que  l’on  voit  ici-  & qui  expriment  les  va- 
leurs de  ces  termes. 


1 • 44 aA  bb  Al^A«  */  t,7~T-b,_L’ 

Le  a* 

Le  3e.- 


4> 


a» 

’44  ' 

4» 

’m" 


4* 

~bf  ' 
a ) 

' 

d! 

‘br  ' 


«4 

' 

d4 

' 

44 

44 


II 

~ b7  * 

d» 

”*7  " 
aS 

“b*  “ 

47 

"*7* 

d£ 

£7  " 


*4* 

"A1 

A6 

’4» 

a* 

a* 

4* 

'4*' 
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& prenant  la  tomme  des  rangs  perpendiculaires  , on  aura 

— ïï  ^ V — + -pr  “ T7  + > &c‘  ^1  fera  la  véri- 

table valeur  de  a-t-b  1 ; caries  puiflances  de  b fe  trouvant  au 
divifeur,  il  cft  vifible  que  cette  fuite  va  en  diminuant,  & que 
par  confisquent  elle  fera  d’une  valeur  finie  & égale  à a ■+•  b *. 

Cette  fuite  fe  change  en  i b-1 — 2 b-ia-t-jb-^a1 — 4 b-iaü 
■+■  j b~6a*  , &C.  ou  bien  en  mettant  tj  au  lieu  de  l’expofant  2 ; on 

aura  1 b — 2 b a -h  jô  a1  — 4 b ’al-t-çb 


" * <»4  , &c.  ou  enfih  1 b " — ^ "-Ü 

' ’-V  — î -xî±î  xL+i  £"~ ' -iii  + ix*-üx'-±i 

n_J  1 î 1 * } 

x -j-  £ + a*,& cc.  qui  fera  la  valeur  de  a + t *. 

Si  on  vouloit  trouver  par  la  divifion  ainfi  que  cy-deflus  la  va- 
leur deT^ £~ 3 = + » on  Pigerait  comme 

auparavant  le  divifeur  en  deux  parties  a>  -t-  2azb-*-  abb  , & a'-b 
-+-  2abb  + b)  enforte  que  divifant  la  première  par  la  fécondé  , le 


quotient  fut a-  aptes  quoi  on  prendroit  la  fécondé  pour  la  pre- 
mière partie  du  divifeur , & la  première  pour  la  fécondé  partie 
du  divifeur,  en  renverfant  les  termes  ; & divifant  1 par bi  ■+•  2abb 
■+■  aab , ■+■  abb  -h  2a'-b  ■+■  <jî  on  achèverait  le  refie  comme  cy- 
deffus. 

Or  la  raifon  pour  laquelle  il  faut  toujours  dans  ces  fortes 
de  divifions  que  le  premier  terme  du  divifeur  foit  plus  grand 
que  le  fécond;  c’eft  qu’en  agiflant  ainfi,  les  termes  du  quotient 
vont  toujours  en  diminuant,  & les  relies  deviennent  toujours 
moindres  ; de  forte  qu’à  la  fin  le  relie  devient  égal  à zéro , & 
peut  par  conféquent  être  négligé , au  lieu  que  lorfque  la  demiere 
partie  du  divifeur  ell  plus  grande,  les  termes  du  quotient  de- 
viennent toujours  de  plus  grands  en  plus  grands , & les  reftes 
augmentent  aulli , de  forte  que  plus  on  opère  moins  on  avance, 

Jiarcc  que  le  dernier  refie  ne  pouvant  être  négligé  à caufe  de 
à grandeur,  le  quotient  fans  cc  refte  fe  trouve  d’autant  plus 
faux  qu’on  a fait  plus  d’opérations , ôt  fi  on  veut  ajourer  le  refte 
au  quotient , on  trouve  qu’on  n’a  rien  fait , nuifqu’il  faudroit  des 
nouvelles  opérations  fans  fin  pour  évaluer  le  refte , & les  nou- 
veaux reftes  qui  proviendraient  de  ces  opérations. 

On 
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On  voit  aflez  que  fi  au  lieu  de  a -h  b 1 j â~+b  3 & on  avoir 
a — b * , a — b 3 ôcc.  touslcs  ternies  des  fuites  qui  expriment 
ces  puiflances  auroient  le  figne  plus , c’eft  pourquoi  je  ne  m’y 
arrête  point. 

Il  en  encore  évident  que  les  formules  que  nous  avons  don- 
nées ci-dcflus  pour  les  puiflances  pofitives  des  multinomes , 
fèrviront  de  même  pour  leur  puiflances  négatives , en  mettant 
partout  le  figne  moins  au  lieu  du  figne  plus. 

Les  mêmes  formules  peuvent  encore  fervir  pour  extraire  les 
racines  quelconques  des  binômes  6c  des  multinomes,  ainfi  qu’on 
va  voir  dans  l’article  fuivant  où  je  vais  commencer  à parier 
de  l’ufage  qu’on  fait  des  autres  fuites. 


Trouver  les  racines  quelconques  cfun  multinome. 

1 6.  Soit  le  binôme  a -t-b  dont  on  demande  la  racine  féconde, 
troifiéme , quatrième , ôcc.  appelions  cette  racine  n ; il  eft  évi- 

t 

dent  que  la  queftion  fe  réduit  à trouver  la  valeur  de  a -t- b 

Je  fuppofe  .v  = a -+-  b * , 6c  élevant  tout  à la  puiflance  n , j’ai 

x"  — a-t-  b ou  x" — a — b = o.  Si  je  trouve  donc  la  valeur  de 
x dans  cette  équation , j’aurai  certainement  refolu  la  queftion  ; 
or  pour  cela , fi  b eft  moindre  que  a. 

Jefùppofcx  = c-t-d b-r-cbb-r-fbi-*-gb*-r-  hbï  Ôcc.  les  lettres  ci 
d,  e b ,g  ôcc.  font  des  grandeurs  indéterminées  que  je  prens 
pour  fervir  de  coefficicns  aux  puiflances  de  b qui  vont  en  aug- 
mentant dans  cette  fuite  infinie , ôc  il  eft  bon  de  remarquer  que 
je  puis  fuppofer  .v égal  à cette  fuite,  parce  que  les  coefficicns 
des  puiflances  de  b étant  indéterminez , ôc  pouvant  fignifier  tels 
nombres  entiers  ou  rompus  que  ce  foient,  il  n’eft  pas  poflible 
que  dans  l’infinité  des  nombres  il  ne  s’en  trouve  point  qui  ve- 
nant à multiplier  les  puiflances  de  b ne  rendent  la  fuite  égale 
à x. 

J’éleve  chaque  membre  de  l’équation  x—c-r-db-*-ebb-+-flb  , 
Ôcc.  à la  puiflance  n en  me  fervant  des  formules  cy-deflus , ôc  je 

fubfiftuc  dans  l’équation  x11  — a — b = o , la  fuite  élevée  à la  puif- 
fance  n de  x"  , ôc  j’ai  l’a  transformée 
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*«0-f-px- 


— b 


c’-'ddbb+j 

«— i »-i  »— 3 j,,,  , ■ n— i 
x— x— F dw  + -x- 

w-x  n—  5 w— 4 »,», 

X"TX  4 r 

c*~l cbb  -h 

1xi=lcH-ldcbi-h 

I 1 

w n— x n— i » ». 

-x x — d'-cb* 

X t x 

}cn~tfbi-h 

n fi— I «— 1 

~x — c elo+ 

X X 

u-x'!Zlcn-1dfi* 

XI  ■' 

B W— X l4 

Jefuppofe  chaque  terme  de  cette  «Équation  égal  à zéro , ce  que 
je  puis, faire  à caufe  des  indéterminées  qui  s’y  trouvent  comme 

je  viens  de  dire,  & j’ai  les  équations  particulières  c” — a=  o , 
-e"  1 db — b = o,"  x c " 1 ddbb-*--c*  ' cbb  = o, 

&c.  qui  vont  me  lêrvir  pour  trouver  les  valeurs  des  indéter- 
minées. 


La  première  c * — a = o donne  c"=  a donc  c— a*. 

Dans  la  féconde  y c"'  1 db  —+b,  je  divife  d’abord  par  b 

ce  qui  donne  c * 1 d=  i , je  divife  enfuite  par  pf  ” , ce 

i — n 

qui  donne  d—-  n^ — on  d—  , en  faifant  paffer  au  numé- 

rateur la  p ui (Tance  c ” 1 rendue  négative  félon  les  régies  du 
calcul  des  expolàns  r enfin  je  mets  au  lieu  de  c " 1 fa  valeur 

i — n i — w 

a * ôc  j’ai  d='  a * . 

Dans  la  rroifiéme  - x — — c *” 1 ddbb  = — - cn  ' ebb  di- 

i i i 

vifant  par  bb  j’ai —"J4-  1 c " 1 dd  = tn  1 e & divifant  par 

f ’ , j’ai  c 1 dd—  e , & mettant  au  lieu  de  c 1 fa 

— r - t—  h i — n 

valeur  a ”,  & au  lieu  de  dd  fa  valeur-  a " x - a * trott- 

n * n 

1 i — n t — n 

vée  ci-deflus, j’ai  a nx~a  " x-  a ” = r,ccqui 

i — tn 

fe  réduit  a " x a * tas  c* 
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H • It » » » - " J 


4' 

di  bi  -H  - X — J- 
« n 1 


Dans  la  quatrième  p x x 
f " — 1 dtbi— — " c " 1 fbi , divifant  par  — c”  'b*  , 

j’ai —xn~  c-1  di  •+•  — c~‘  de  =/A  mettant  les  valeurs.de  r,  d,  r, 


1 x - a * 


3 

jai  -x  a 

J * 3 » 

— î i — n 

u 1 n 1 1 — * 

* x -a  X - x — rr  « 


x - à 


1 — 31» 


x — n n — 1 1 

x ~ rr*x « 


j» 


I I — n i 
4-  - X X " 

n » 


x - a "h- 

■ ,i 

=—f,  ce  qui  fe  réduit  a - 
L . ?" 

a * a=/"  > °ù 


« — ;» 


l’on  voit  que  » " a deux  coefficicns  ~ * x ^ „ 

x x 1 ~ " , dont  le  premier  vaut  — Ie fécond 

. r.!— Î.J+1  ou  gl— *lH~?  ajoutant  donc  enfemble  ces  deux  cocf- 
ficicns,  nous  aurons  — ■ - y ainfi  la  derniere  équation  fe 


c.) 

» — 3" 


réduit  a a " =/;  or  ce  coefficient  peut  fe  chan- 

ger en  - x x Lnl"  cat  les  trois  numérateurs  1 , i — » , 

0 ni»  3»  , . . 

1 — 2»  mukipliczles  uns  par  les  autres  font  — jn-t-  r»  Ce 
les  trois  dénominateurs  n , 2 n,  3»  font  tf»î,  donc  nous  avons 


a ■ =/. 


j 1 — ...  1 — « 

- x x 

Et  faifant  les  mômes  opérations  dans  les  équations  fuivantes, 

on  trouvera  g = ~ x ~ x x — 5-  * i lt=nXir 

» — f» 

X 1^-»"  x I~~3’*  x - — 'A"  fl  ",  & ainfi  de  fuite , où  H faut . 

prendre  garde  que  les  termes  de  l’équation  transformée  qui  for- 
ment les  équations  particulières , doivent  fe  diftinguer  par  les 
différentes  puiffances  de  b qui  commencent  au  fécond  terme. 

Après  avoir  trouvé  les  valeurs  des  indéterminées  de  ecjua- 
ûQnx  — c + db-hebb-+-fb3 , &cc.  je  fubftitue  ces  valeurs  , ôc  j ai 

- * — i n 

n bb  «+-  - x 


1 x — n 

mU 

n 


x — a-+-b*  —a  n-h'-a  " b H- ~ x - a 


Fij 
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1 — 4" 


-+*  a : — 

->rl>y  — 

-+-0'1  = 
'+-4Î~ 
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X 


, .ôcc.  6c  c’eft  la  valeur  approchée  de  * ou  de  la  racine  a-\-b  " 
ôc  en  même  tcms  la  formule  pour  extraire  une  racine  quelcon- 
que d’un  binôme  propofé. 

Or  il  faut  remarquer  t°.  que  la  grandeur  b,  dont  les  puiflan- 
ces  diflinguent  les  termes  de  la  fuite  fuppofée  égale  àx,dl  une 
des  grandeurs  comprifes  dans  l’équation  x‘ — a — b — o,  ôc  que 
faurois  pris  a au  lieu  de  b,  s’il  avoit  été  moindre  que  b.  2°.  Que 
b ne  fe  trouve  point  dans  le  premier  terme  de  la  fuite  fuppofée 
égale  à x , parce  que  dans  la  transformée  la  grandeur  — a auroic 
été  feule  dans  un  terme  s’il  y avoit  eu  c'b  au  lieu  de  f , ôc  par 
conféquent — a n’auroit  pas  pû  fervir  à déterminer  quclqu’indé- 
terminée  , ainfi  que  nous  avons  fait.  Nous  donnerons  bientôt  des 
exemples  où  le  premier  terme  de  la  fuite  égale  i Xj  doit  avoir 
une  puiflance  de  b , 6c  nous  montrerons  en  même  tems  comment  • 
en  peut  connoître  la  puiflance  qui  doit  être  mife  au  premier  ter- 
me , ôc  l’ordre  qui  doit  regner  dans  ces  puiflances. 

Soit  la  fuite  infinie  a by cyl -y-  dy)-y-ey+  , ôcc.  dont  on 
demande  une  racine  quelconque , appcllant  toujours  cette  raci- 

X 

ne  » , je  fais  x=  a -i- by -+•  cyl  ■+•  dyi -ï- ey* , ôcc.  " , ôc  élevant 
tout  à la  puiflance  n , j’ai  x'—a-y-by-y-  cy1  -y-dyi-{-ty*  , ôcc. 
ou  o = — xm  -+■  a-+-  by-t-  cy1  -+■  dyi  -+-  ey+,  ôcc. 

Pour  trouver  la  valeur  de  x dans  cette  derniere  équadon  , je 
fuppofe  x=g-y-hy  •+-iy1-+-ky)-+-  M , ôcc.  les  grandeurs  gt 
h,i  ,k,  l , ôcc.  font  indéterminées  ; j'élove  tout  à la  puiflance  n , 
ôc  mettant  la  valeur  de  x"  dans  l’équation  o = — x’  + a + f)1 
-4-  9’1  -+-  dyi  j j’ai  la  transformée. 


n n ^ n — I » n »— i «•— i »»  . « n— I n— 1 «—3  . n 1 w— * 4 », 

-g—ïg  rx— X— g 3%3_-x— X— x-^  h*y* 

a - y^y-Hhiy* 

by  --  ¥-■  7 x^g»-‘%4 

dyi  ÔCC. 

Je  fuppofe  tous  les  termes  égaux  à zéro,  ce  qui  me  donne  au> 
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tant  d’équations  particulières  qui  me  fervent  à déterminer  les  in- 
déterminées. 

X 

Par  la  première — g -\-a  — o , j’ai  a=g  , donca"=^. 

Par  la  fécondé — jgn  1 ky~hby  = o}  j’ai  b — n-  g”  b, 


ôc  h-. 


n n « 

7* 


, & mettant  au  lieu  de  g*  ‘fa  valeur  a * , 


j’ai  h — - — b,  ou  h — -a  " b. 

1 n — I n 

ru  — ... 
n 

Je  fubftitue  les  valeurs  dc£  ôc  de  A dans  la  troifiéme , Ôcfai- 
fant  les  mêmes  opérations  que  dans  l’exemple  précédent,  je 


,e»  = i x'-=:a  ■ b'  + '-a 


trouve 

l»  * " 

Subilituant  les  valeurs  d og, h , i , dans  la  quatrième  j ai  i = 

i — 5»  i — »»  1 — " 

•xizïxLrïa” Z—  bl  + '-x'Zjr  « * bc+l-  a " J, 

& ainl'i  de  fuite. 

Et  mettant  les  valeurs  de  g , h,  i , k,  ôcc.  dans  x=g-\- hy 
-+-  iy*  ■+-  ky } > ôcc.  j’ai 


,x=a  ' -+-  \a  * Ajr-4-^x^a  " bbyy+\*'=^x—a  " 

X — IB 

•" a “ beyï 
-a  " dy>,ôcc. 


1-»n  cyy  •+•  jx—  a “ Açy* 


Et  c’eft  la  valeur  cherchée  de  a?=fl-+-Ay-4-fyï*+-dy3'+-f)'4>  ®cc’1 


Soit  la  fuite  infinie  âÿ~ -H  byy  -+■  cyï  -4-  dy*  -+•  çy* , &c-  ” > dont 

on  demande  la  valeur  i je  fais  * = ay  ■+■  byz  -+-ry 3 -+-  dy* , ôte.  " 
donc  x»  = qy  -i-  by'-  -+-  ry3  -i-  dy* , &c.  & o — — • *"  •+■  *£ 

-4-ry3,  &c.  pour  trouver  la  valeur  de*  dans  cette  équation,  je 
fais  x —gy  -+-  hyy  -J-  <y 3 -+-  ky* , ôcc.  j’éleve  tout  à la  puiüancc-  n 
" F îij 


,+  + + + 
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Ôc  fubfliruant  la  valeur  de  x*  dans  l’équation  o= — x"  -4-  ay-\~byx , 
fico.  j’ai  la  transformée. 


-+-  ay 
•+-byl 


n n n n—l  n — I » # « « «— i n— r w — x » / * m n— ï n— i i.  _ 

-—g  y — ri  y %*— ,-*—£  y 7 

n n — i »— i 


1 


= *7 


— tz  y •y 


by 1 


n i^n— 3i(«— 3 j 

3 

j - K-fy- y_i%4 
rr^. 


-t-fyî  = 
-i-(Jy4  = 


Or  dans  ccrte  transformée  les  puiflanccs  de  y , qui  fe  trouvent 
dans  les  mêmes  termes  varient , & de  plus  elles  ne  s'accordent 
pas  avec  celles  des  grandeurs  ay  , byx , cyl , dy* , fit c.  qui  doi- 
vent fervirà  déterminer  les  indéterminées.  Pour  faire  donc  que 

cela  foit,  j'introduis  dans  chaque  terme  y"  faifant  cependant 
enforte  que  cela  ne  change  rien  à la  valeur.  Par  exemple , au 
lieu  de  — gyn , je  mets  — ■y>~lg‘y  , ce  qui  eft  la  même  chofe , 
& ainfi  des  autres  par  tout  où  il  e(l  néceffaire , comme  on  voit  ici. 


y =■ 
dy 4 =» 


«—ï  n » »— i »— i . n w—  i »— i »#  , n »— i i n— ? n — I , 

— y gy—7g  y hyy—T*—g  y hhy'—i*~r*Tg  y hy 

" »— ï h— ï • -/  « n— t w— ï n— 1 1 • - 

ny  — ~g  y iyl  — > A/y+ 

■+:  o1  — y ky* 

-+-  ry3 

-+•  </y4 

1 1 I 

Je  fuppofe  chaque  terme  égal  à zéro , 6c  par  la  première  équa- 
tion — >"Jy>*4-<»y=»=o,  j’aitf=/—  g" , oug"==-i-  , donc 

7 

» i L" 


Par  la  fécondé  équation  j’ai  b = ^gn  1 y"  'A,  donc  A 
■=  " * ^n-/  œ 7^  ' n y ' ; 6c  mettant  la  valeur  de 

l — n i — m -f-  nn  ï — n t m -4-  nn 

g'~ "quiella  " y " , j’ai  h — '-a  " y " 
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1 — ” I — n 

1 " b , qui  fe  réduit  à h='~  a a by 

Mettant  les  valeurs  de  g 6c  de  h dans  la  troifiémc  , j’ai  / = - 

i — » — « t — » f — n 

" My  " +;«  n cy  n ,&  mettant  les  va- 

leurs de  g, h ,i,  dans  le  quatrième  , j’ai  ^ = L * Iriü  x * 

I %H  I H 


I 1»  I » 


3n 

I — ■ i — n 


a " biy  » + » bcy  • -t-La  * dy  n ’ 

& ainfi  des  autres. 

Et  mettant  ces  valeurs  de  g,  h,  »,  k , Ôcc.  dans  l'équation  x 
—gy  -*~hyy-+-tyi  kyi , ôcc. 


I t 

. n n 


i—n  i-H*  i— ii»  i-4-*w  i — jn  i -hi  n 

1 - i T î . i— » Z ; / . . i i— » r— x»  _ r,  T — 

- LL-  ” * -x x a n b>y  n 

*»  i»  j»  -/ 

i — n i-f-m  x — in  t+;i» 


a * by  n ~*~-x~a  n bby 

i— » 

-+-  ïa  " *y 


I I—»  n i 

- x — a n bcy 

l—  *-H* 
dy  n 


i 

- a 


& c’eft  la  valeur  de  la  fuite  ay -y- byy cy1 -y- dy* , &cT." 

Dans  cet  exemple  j’ai  fuppofé  x—gy-\-hy--\-iyî,  &c.  qui  eftune 
fuite  dont  le  premier  terme  contient  une  puiflance  dcjt,  parce  que 
le  premier  terme  de  l'équation  x”  — ay-ï-by1-i-cyi , &c.  contient 
aulü  une  puiflance  de_y  ; aptes  quoi  j’ai  encore  été  obligé  de  pré- 
parer la  transformée  , ainfi  qu’on  a vu , afin  que  lespuillanccs  de 
y en  diflinguaiïent  les  termes,  6c  quelles  fuflentles  mêmes  que 
celles  des  grandeurs  ay , dy1,  cyl , ôcc.  qui  fervent  à déterminer 
les  indéterminées.  On  doit  toujours  faire  attention  à ceci  lorf- 
qu’on  veut  trouver  une  fuite  infinie  égale  à une  grandeur  incon- 
nue d'une  équation  , ôc  nous  allons  en  donner  quelques  exem- 
ples. 

De  la  maniéré  de  trouver  une  Suite  infinie  égale  à une  in- 
connue dans  une  équation. 

17.  On  employé  ordinairement  cette  méthode  à l’égard  des 
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équations  indéterminées , dont  ies  racines  font  incommenfu ta- 
bles , mais  on  peut  l’appliquer  aulïi  aux  équations  déterminées 
comme  on  verra  plus  bas. 

Soit  la  propofée  *’  "J"1  J' 1 —o  donc  on  demande  la  racine 

x't  je  fais  x=  a-y-by  -y-cyy-y-dyi-y-ey*  -\~fy^t4  qu'  “nc 
fuite  dont  les  termes  font  diftinguez  par  les  puiflimccs  de  1 au- 
tre inconnue^  qu’on  doit  regarder  comme  connue  à caufc  que 
dans  les  équations  indéterminées  , il  faut  toujours  déterminer 
l’une  des  inconnues  i j’éleve  tout  à la  troifiémc  puiflance  en  me 
fervant  de  la  formule  ci-delTus , & mettant  enfuite  au  lieu  de 
l’expofant  » fa  valeur  j , après  quoi  fubftituant  dans  la  propofée 
la  valeur  de  xi  fie  de  * prifes  de  la  fuite  fuppofée  égale  à .v , 
j’ai  la  transformée 

xi—  ai-y-  laaby  -y-  ^abbyy  -y-  biyi-y-  jbbey*,  &o» 
— 2ni—  — 2ni  i aacyy -t-  6abcyi-\-  }accy*,  & c. 

-y-  laadyi  -y-  6abdy* , &c. 

" — yi  — — v3-+-  jaaey*,  ôcc. 

-y-  nnx  = nna-y- ■ nnby  -+-  ancyy-h  nndyi-y-  tmey ■*,  &c. 

-+-  ny.x  — nay-h  nbyy-h  ncyi  -+-  ndy* , ôcc. 


Suppofant  tous  les  termes  égaux  à zéro,  la  première  équa- 
tion particulière  eft  ai  — 2 ni  -+-  nna  = o , laquelle  étant  divi- 
féc  par  a — n — o ne  laifle  aucun  relie,  & le  quotient  eft  a1 
-y-  an- 4-  znn  s o , lequel  étant  réfolu  par  la  méthode  du  fé- 
cond dégré  fe  trouve  avoir  fes  deux  racines  imaginaires , donc 
a — » = o eft  la  feule  racine  de  l’équation  <|3  — zni -y-nna  = o, 
& par  conféquenr  a=  n. 

La  féconde  équation  particulière  ^aaby  nnby  -+-  nay  = o 


& mettant  la  valeur  n de  a , nous  aurons 


Mettant  la  valeur  de  a & de  b dans  la  troifiémc  équation , 


$abbyy-y-  ^aacyy-y-  nncyy-y-  nbyy  = 0,  on  trouvera  c s=^-.  6c 


mettant  les  valeurs  de  ayb  ,cy  dans  la  quatrième  onaurar/=  ; 
& mettant  dans  la  cinquième  les  valeurs  de  a,  b,  c , d,  on  aura 
e=  - — - *°*- , & ainfi  des  autres,  mettant  les  valeurs 

i<38{n>  ,096a  î 

des  indéterminées  a , b , c , d , ôcc.  dans  .r  a -+■  by  -t-  cy 1 -t-  dy i , 

& c. 
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«ce.  on  wn  x=»-'-y+±y>  + y* , «ce. 

qui  cft  la  valeur  approchée  de  x dans  la  propofée  où  il  ne  s’agit 

f)Ius  que  de  déterminer  l'inconnue^  félon  que  le  problème  peut 
e permettre. 

J’ai  fuppofé  * = a -+-by-+-cyl  -t-dyi  , &c.  où  la  puilfance 
de  y ne  fc  trouve  point  dans  le  premier  terme , afin  que  dans 
la  transformée  la  grandeur  a i put  former  le  premier  terme  avec 
la  grandeur  — 2 ni  de  la  propofée  ; & j'ai  pris  les  puiflances  de 
y pour  diftinguer  les  termes  de  cette  fuite  , parce  que^  doit 
être  regardé  connue  , puifqu’il  faut  néceffairement  la  détermi- 
ner pour  trouver  la  valeur  de  l’autre  inconnue  x. 

Si  par  la  nature  du  problème  on  trouve  que^  cft  plus  grand 
que  n , on  fe  fervira  des  puiflances  de  n pour  diftinguer  les  ter- 
mes de  la  fuite  égale  a x , c’eft - à - dire  on  fera  x = a-+-bn 
, ôcc.  parce  qu’en  venant  à déterminer  y les  puif- 
fances  de  n fe  trouveront  aux  numérateurs , ôc  les  puiflances  de 
y au  dénominateur , ce  qui  fera  que  les  termes  de  la  fuite  égale 
a x iront  toujours  en  diminuant,  & que  par  conféquent  cette 
fuite  approchera  de  plus  en  plus  de  la  véritable  grandeur  de  x. 
Ce  qui!  faut  toujours  obferver , parce  qu'autrement  il  pourrait 
fe  faire  que  la  fuite  irait  toujours  en  augmentant,  & quelle  s’é- 
loignerait de  la  valeur  cherchée  au  lieu  d'en  approcher. 

Ayant  donc  fait  x = a-i-bn-he»l-+-dni , &c.  j’éleve  tout  à 
la  troifiéme  puiflance , & fubftituant  les  valeurs  de  xi  6c  de  x 
dans  la  propofée , j'ai  la  transformée 

*3=  ai  -4-  $aabn-\-  ^abbn'-i-  bini-i-  ^bben*,  &c. 
— yi  —t— — y 3 -4-  jaacn1  *4“  Sabcni  -4-  Sabdn* , «Ce. 

-4- j aadni-h  3 aeen* , 6cc. 

2»i=  — 2»i-+-  jaaen*,  «ce. 

-4 -nyx  — -4-  byn1- h cyni-h  dyn* , 6 ce. 

-4-  nnx—  -4-  «>*•+*  bni- 4-  en*,  «ce. 

Je  fuppofe  tous  les  termes  égaux  à zéro  , 6c  par  la  première 
équation  particulière  ai  — yi  — o , j’ai  a —y. 

Subftituant  cette  valeur  de  a dans  la  fécondé  3 aabn  -4-  ayn  —o, 

-»  . y TT  1 

) ^ \yy  j • # 

Subftituant  les  valeurs  de  a ôc  de  b dans  la  troificme  3 abbn\ 

H- }aacnl  byn1 -t- an1  = o } J ai  c = — 


G 
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Subflituant  les  valeurs  de  a , b , c dans  la  quatrième  b 3 -+-  6abe 
~h  jaad — 2 -+- cy  — b = o , j’ai  d= — -jL  ôc  ainfi  de  fuite. 
Subflituant  donc  les  valeurs  de  a,  b,  c , d,  ôc  c.  dans  x = a 

bn en'- dni , ôcc.  je  trouve  x=y  — -j  n — ^ — ’—f 

ôcc.  qui  eft  la  valeur  approchée  de  -v.  Le  pere  Regnaud  dans  fon 
Analyfe  démontrée  , prétend  qu’on  pçut  même  préparer  l’équa- 
tion de  maniéré  que  la  grandeur  qui  diftingue  les  termes  de  la 
fuite  égale  à x foit  auffi  pcütc  quelle  puiife  l'être  ; par  exemple , 

fi  je  fais  p—i  ôc  enfuite  p,  n : : n , —,  ôc  que  je  fafie  q = ~t  j’au- 
rai p , n : : n , q , & pq  = nn , ôc  fubftâiuant  p q au  lieu  de  nn  dans 
la  propoféc , j’ai*5  ^**~*”" = °. 

Je  fais  x—a-tr-  bp-t-  cpl  •+•  dpi-*-tp* , ôcc.  ôc  élevant  tout  à la 
troifiéme  puilfance  , je  fubftitue  dans  la  propose  les  valeurs  de 
xi , 6c  de  x , ôc  j'ai  la  tranformée. 


*3  = 

ai-4- 

]aabp-y- 

yabbp'-  -f- 

b'pi-i- 

3 bbcp* , 

ôcc. 

- J3  = 

- y* 

-+- 

jaacp*-+- 

jaadpi-+- 

6abdp+  y 

êcc. 

-—2 pqn= 

— 

2 qnp 

-f- 

6abcpi  H— 

3accp*, 

ÔCC. 

nybp-\- 

-+- 

jaaep*, 

ôte. 

-F-  «y„ï  = 

•4 -nya-+- 

nycp1  -t- 

nydpi  ■+* 

"y 'P S 

Ôcc. 

-t-  nnx  — 

+ 

aqp-h 

aqbp-  -+■ 

aqcpi 

aqdp*, 

ôcc. 

& achevant  le  relie  comme  ci-defliis,  on  trouvera  la  valeur  ap- 
prochée de  .v  qui  fera  une  fuite  dont  les  numérateurs  des  termes 
auront  les  puifiances  de  p ; mais  la  difficulté  confifle  ici  à trou- 
ver la  valeur  de  a dans  la  première  équation  particulière  ai — yi 
-+-  nya ~ o , car  il  arrive  fouvent  que  l’équation  n’a  point  déra- 
ciné commenfurablc , il  eft  vrai  qu’on  évitera  cet  embaras  en 
mettant  dans  l’équation  changée  *3  -+-  nyx  — yi  = o au  lieu 

•+■  pqx  — 2pqn 

de  n fa  valeur  q'p * , ce  qui  la  changera  de  nouveau  en  xi 
■+■  q'p'yx — yi  = o,  mais  alors  au  lieu  de  faire  * = a ■+■  bp  -h  cp- 

i L 

-+-  pqx a p'q* 

-t-  dpi  , ôcc.  on  fera  x = a ■+■  bp~*  ■+■  cp  dp ep1  , &c.  6c 
élevant  tout  à la  troifiéme  puiflance , on  fubftituera  dans  la  chan- 


ET  LE  C ALCU  L InTEGR  AL,  Ll  V RE  I.  fl 
gce  les  valeurs  de  *3  6c  de  x,  & l’on  aura  la  transformée 

j _i 

x3  = a3-+-  jaabp'*  -Hf  abbp-+-  bip*  -+-\$bbcpl , ôcc. 

-I-  J'5= — y 5 ■+-5«*<y-f-  6abdp1 , &c. 

X -l  . X . . 

2 q*p*  = -4-  $aadp*  -+-  qaccp* , 6cc. 

— aq'p*  -+-  jaajy1 , ôcc. 

xi  XX.  i x x . x 

-Jrq^p'yx—  -+-  ayq'p*  -4-  byq'p-\-  cyq'p * -‘r-dyq'p1 , 6cc. 

J,  • 

-4-  qpx  — ■+■  bqp'-b  cqp1 , ôcc. 

Faifant  tous  les  termes  égaux  à zéro , la  première  équation 
«S  — yî  = o donnera  a =^i  fubflituant  cette  valeur  de  a dans  la 

i. 

fécondé  3 aabp 1 -+-  ayq'p * =0  , on  aura  0 = — ~q*  , ce  met- 
tant les  valeurs  de  a 6c  de  b dans  la  troifiéme  3 abbp  -+■  jaaep 

■+■  byq'p  -t-  aqp  = o , on  aura  c = — ôc  de  la  même  façon  , 

on  trouvera  d a *'  6c  ainfi  des  autres , fubfti  ruant  donc 

»v 7 . t 

ces  valeurs  de  a,b,c , d,  ôcc.  dans  x=  an-  bp*  -t-  cp  dp  *, 
xx  , 1 x x „ . 

ôcc.  on  aurax=j/ — t?1/’*  — 7^ — tîffl'P*  * °cc"  **  cctte 
valeur  fera  précifément  la  même  que  la  valeur  x —y  — \ n 
— — , ôcc.  que  nous  avons  trouvée  ci-deflus  en  pre- 

$y  8 lyy 7 * * 

nant  les  puiflances  de  n pour  diftinguer  les  termes  de  la  fuite 
égale  à x ; ainli  on  n’aura  rien  fait  en  prenant  les  puiflances  de 
p au  lieu  des  puiflances  de  » à caufe  que  les  puiflances  de  q 
fe  trouvent  au  numérateur  i il  feut  donc  s’en  tenir  à la  méthode 
que  nous  venons  d’expliquer  , 6c  je  n’ai  parlé  de  ceci  que  pour 
prévenir  les  commença  ns  contre  la  multiplicité  des  méthodes 
qui  fouvent  embaraflent  plus  l’efptit  quelles  ne  1 éclairent,  6c 
pour  donner  en  même  tems  un  exemple  des  occafions  où  il 
faut  fuppofer  x égal  à une  fuite  dont  les  puiflances  ne  font  pas 
dans  la  progreflion  naturelle  3,2,  3,4»  &c-  ce  fluc  ^ on  . **• 
faire  afin  que  la  première  équation  particulière  de  la  transfor- 
mée ne  contienne  que  les  deux  grandeurs  ai — yi  par  le  moyen 
defquelles  l'indéterminée  a fe  trouve  tout  d un  coup  déterminée. 


ya  Le  Calcul  Différentiel, 

s 

Soit  l’équation  Xe ^ x«  •+■  x4  — jnnyyxx  ■+■  ppy 4 = o , 

rjT 

■+■  6nîy* 

dont  on  demande  la  racine  x , je  confidere  d’abord  que  la  fé- 
conde inconnue  y dont  je  veux  prendre  les  pui(Tances  pour  di- 
llinguer  les  termes  de  la  fuite  que  je  fuppolerai  égale  à * , fe 
trouve  dans  tous  les  termes  de  la  propofée  , & que  le  moindre 
degré  où  elle  eft  au  dernier  terme  lans  x eft  y)  ; ainfi  le  pre- 
mier terme  de  la  transformée  doit  avoir  yS  qui  avec  <5n3yj  fer- 
vira  à déterminer  la  grandeur  indéterminée  a,  coefficient  àcyy 
mais  le  premier  terme  de  la  transformée  doit  être  une  fixiéme 
puilTance  à caufe  du  premier  terme  x(  de  la  propofée  , tirant 

donc  la  racine  fixiéme  de  yi , j’ai  y * , & par  conféquent  le  pre- 
mier terme  de  la  fuite  que  je  fuppoferai  égale  à x doit  être  ay  * > 

&c  la  fuite  commencera  ainfi  x — ay »,  &c.  pour  trouver  quel- 
le eft  la  puid'ancc  de  y qui  doit  être  dans  le  fécond  terme  de 
cette  fuite , je  fais  attention  qu’il  faut  qu’il  fc  trouve  dans  la 
transformée  un  terme  qui  ait_y4  à caufe  de  ppyy$  dans  la  pro- 
pofée , fie  d’autre  part  comme  le  fécond  terme  de  la  propofée 

eft — , je  vois  que  mettant  au  lieu  de  x*  la  grandeur 

R S 

1 

ay  » élevée  à la  cinquième  puiffance , la  fubftitution  me  donnera 

r , «nais  élevant  la  fuite  égale  à x à la  fixiéme  puiffance , je 

ne  puis  avoir  au  fécond  terme  à moins  que  le  fécond  terme  de 
la  fuite  n’ait  _y  ’jCar  le  premier  terme  de  la  transformée  ayant  y!  ou 

j f ~* 

y‘ , fon  fécond  terme  ne  doit  avoir  quc_y»  à caufe  que  dans  la 
formation  des  puifTances,  les  dégrez  du  premier  terme  vont  en 
diminuant , fuppofant  donc  que  le  fécond  terme  de  la  racine  ait 

j* , il  eft  évident  que^f»  multiplié  par_y*  fera  y * ouji4,  donc  le 

fécond  terme  de  la  fuite  égale  à x doit  être  by  * ; or  ces  deux  ter- 
mes étant  trouvez,  tous  les  autres  doivent  fuivre  la  même  pro- 

greffion , donc  on  doit  fuppofer  x—ay T -f-  by  » cy  T-t-  dy  ^ , 
&ic.  & élevant  tout  à la  6e.  puiffance,  & mettant  la  valeur  de 
x“,  x«,  x4,  x'-j  dans  la  propofée,  on  aura  la  transformée 


Digitized 


et  le  Calcul  Intégral,  Livre  I. 

**  — °6y*  *+*  6tfby*  4-  i fa*66yi 

6a^cyf 


S3 


— 

JL  vï 

iLl  =*= 
• 

4- 

n * 

= 

n 

— 

’jnnyyxx  = 

*+■ 

ppy 4 = 

4- 

6niyi  a= s 

U’  y4 

nï 


lU*b  y% 

nT  , &C. 


",  &C. 


6n)yî 


ppu  ♦ — \\nnacyî 


& luppofant  chaque  terme  égal  à zéro , la  première  équation 
particulière  eft  a6y)  —jnnaa'yi  4-  6niyi  = o , dont  aa—n  — o 

eft  un  di vifeur  exaél , donc  aa  = n & <j  = n T.  • 

Subftituant  la  valeur  de  a dans  la  fécondé  6afb  — — i^nnab 


~+-pp  — o,on  aura4-i  = 

8«T  8«"»* 

& fubfliruant  la  valeur  de  a fie  de  b dans  la  troifiéme  i $a*bb 

-+•  6aU — *-î£- — innbb  -l-  i $n’-abcyi  = o , on  aura  c = 

«T  . . i.  ^ 

$0  *6  «4  . *** 

& amfi  des  autres. 

«4»  » <44  > 


Subftituantdonc  les  valeurs  dans  x=ay  »-f -bÿ^  -ï-cy**  -+-dy 
&c.  on  aura.v=  »’iÿr * H ^ v*-*-  —y» !îÜl  v 

f •"*  <441  «4111 

4-  y 1 > &c.  & c’cft  la  valeur  cherchée  de  x. 

*4H  » 


Z 

a 

L 

% 


Soit  1 équation xx -+-yy — rr=odont  on  demande  la  racine; 
je  fais  a;  =g  -\-by- ■+■  ,y 4 4-  /y# , &c.  parce  que  n'y  ayant  point 
de  termes  dans  la  propolee  ou_y  & * , foit  au  premier  dégré , il 
ne  faut  pas  qu’il  s’en  trouve  dans  la  transformée  ; j’éleve  l’un  & 
1 autre  membre  au  quarré , & mettant  la  valeur  de  xx  dans  la 
propofée , j’ai  la  transformée 


*—  gg+igly*- 4*  hhy*~\--xhiy*  , &c. 

yy=  yy  4-  2giy*  4-  2giy6  , &c. 

G iij 


^4  Le  Calcul  Différentiel; 

Je  fuppofe  tous  les  termes  égaux  à zéro , 6c  par  la  première 
équation  particulière  gg — rr  = o , j’ai  g — r. 

Subftituant  la  valeur  de  g dans  la  fécondé  2ghyl  + i^!=oJ 

i’ai  h = - — . 

J tr 

Subftiruant  les  valeurs  de  g ôc  de  A dans  la  troiftéme  h h -+-  2gi 
= o,  j’ai  i=  — ~. 

Subftituant  les  valeurs  de  g , A , i dans  la  quatrième , j’ai 


l — — . & ainfi  de  fuite , 6c  mettant  ces  valeurs  dans  .v 

téM# 

=g  + iy'  + Iy6 , &c.  j’ai  *=  r—  ^ , 6cc. 


J’ai  fuppofé  que  yy  droit  moindre  que  rr  dans  la  propofée; 
mais  fi  rr  croit  moindre  que  yy , on  faifoit  x=y  -t-hrr-b  ir ♦ -+-lr6 , 
ôcc.  6c  on  acheveroit  le  relte  comme  il  vient  d être  dit. 

. Soit  l’équatiôn  déterminée  xi  -+-  npx — pi  = o,  dont  on  deman- 

-t-ntto- — 2tiî 


de  la  racine  , je  prens  la  moindre  des  deux  grandeurs  connues 
que  je  fuppofe  être  p , ôc  je  fais  x ==  g -+-  hp  -+-  ipl  Ipi  ■+■  kp* , 
ôcc.  j’éleve  l'un  6c  l’autre  membre  à la  troiftéme  puilfance  , ôc 
fubftituant  les  valeurs  de  x i 6c  de  x dans  la  propofée,  j’ai  la 
transformée. 


*3=  g%  ■+•  3ggty  •+•  ’Sg^'t  ■+•  hipi,ti.  c. 

iggip1  -4-  6ghipi , ôcc. 

— 2 ni  — — 2»J  3gglp} , &c. 

— pi  = — pi , ôcc. 

_t-  npx  = -+-  w«ç -t-  nnhp  -b  nrtip-  rmlpi , tac. 

■+ -nnx=  ■+■  ngp  -+-  nhp1  ni  pi  pi , ôcc. 

Je  fuppofe  tous  les  termes  égaux  à zéro,  ôc  la  première 

équation  particulière  eft  g>-bimg — 2»3  = o,  dont  la  racine  cft 
g — » = o,  doncg=«.  i 

Je  fubftitue  la  valeur  de  g dans  la  féconde  équation  3ggh 
-i-nnii-bng—o,  ôc  j’ai  A — — ^ fubflituant  de  même  les  va- 
leurs de  g 6c  de  A dans  la  troiftéme  3gk-  -+-  jggi ■+-  nni  -t-  n A = o , 

•»  . . I 

) ai/  = — — . 

é+H 

Et  fubftituant  les  valeurs  dèg  ,h,i  dans  la  quatrième  A?  •+■  6 g lu 
■+■  3ggl — i ■+■  uni  -b  ni  = o , j’ai  l—  y ôc  ainft  des  autres. 
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Et  mettant  ces  valeurs  dans.v=g  -+-  hp  ■+■  ip 1 -t-  Ipl , &c.  j’ai 

a ■ —n  — ~ p — — 1-  , &c.  qui  eft  la  racine  cherchée. 

Si  en  cherchant  ja  valeur  de*  il  fe  trouve  quelque  terme  de  la 
fuite  qu'on  lui  a fuppofée  égale,  qui  devienne  zéro,  c’cft  une 
marque  que  la  véritable  racine  eft  trouvée , ôc  c’ell  ce  qu’on 
verra  dans  l’exemple  fuivant. 

Soitla  propofée  x1  — 2ax-*-aa=o  dans  laquelle  on  fuppofe 
-t-  b 


qu eb  eft  plus  petit  que  aa  , je  fai sx=g-*-hb  * -4 -ib+/b  i-\-kbt 
ôcc.  ôc  la  raifon  pour  laquelle  je  commence  les  puiflânees  de  b 

par  , ’c’eft  que  b dans  la  propofée  eft  certainement  lc  pro- 
duit d’une  grandeur  imaginaire,  j’éleve  l’un  6c  l’autre  membre 
à la  fécondé  puiffance , 6c  mettant  les  valeurs  de  xl  6c  de  -v 
dans  la  propofée,  j’ai  la  transformée 


xl  = gi-^2ghbi  h1b-+-2liiblp&tc- 

+ 2gib  -t-2g/b±y  &c> 
-4-  b = —H  b 

L . J. 

2ax  = — 2ag  — 2 ahb*  — xaib — 2alb‘ , ôcc. 

aa  ~-+-aa 


& fuppofant  tous  les  termes  égaux  à zéro , la  première  équation 
particulière  cûg1  — 2ag  ==  o > dont  lc  divileur  exact  eft 
g — a— o , donc  g— a. 

Je  fubftitue  cette  valeur  dans  la  fécondé  équation  2g h — 2 ah 
= o , 6c  j’ai  h = h ce  qui  ne  donne  rien. 

Je  fubftitue  la  valeur  de  g dans  la  rroiftéme  équation , ôc  je 
trouve  h1  = — 1 donc  h — — 1. 

Enfin  dans  la  quatrième  je  trouve  2 hi—  o , donc  1 — 0. 

Je  fubftitue  donc  les  valeurs  trouvées  deg  6c  de  h dans  x=g 

H-  hb^^ib-^-lb  » , ôcc.  ôc  j’ai  x = a-t b ' — a -t- '•'—b 

ôc  en  effet  les  racines  de  la  propofée  font  x a y' — b , 6c 

x 4 -h  V —b  ce  que  l’on  trouvera  aifément  fi  on  fe  donne  la 

peine  de  la  réfoudre  par  la  méthode  du  fécond  dégre. 

Sïaa  étoit  plus  grândque  b , en  feroit  x=g-t-  ha-t-ca1  -+-  lai , 
&c.  ôc  quarrant  l’un  ôc  l’autre  membre,  puis  mettant  les  valeurs 


j(S  Le  Calcul  Différentiel; 

de  .v:  & de  x dans  la  propoféc , on  auroit  la  transformée 

x1  = g1  -H  2gha  -+-  hla J , &c. 

•4-  b = -+-b  -H 2gial , ôte. 

-F-  = a1 , ôcc. 

— 2<»x  — aga  — iha1 , ôcc,. 

J 

ôc  la  première  équation  particulière  donnerait  g = — b1,  la  fé- 
conde , h = i , ôc  la  troifiéme  » = o à caufe  de  h1  i — 2 h = o, 

ainfi  La  racine  cherchée  feroit  x — H 4‘ + a=4-  v'  — 6 

-f-  a de  même  que  cy-deflus. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  touchant  la  manière  d’ex- 
primer la  racine  d’une  équation  par  une  fuite  infinie  eft  extrê- 
mement néceflaire  dans  les  calculs  que  nous  expliquerons  dans 
la  fuite  , ôc  l’on  fera  fort  bien  de  s’y  exercer  ; il  eft  vrai  qu’on 
ne  trouve  pas  toujours  aifément  l’ordre  qu’il  faut  mettre  dans 
les  puiftances  qui  diftinguent  les  termes  de  la  fuite  fuppofée 
<=  x ; mais  avec  un  peu  d’ulàge  , on  en  acquerra  la  facilite. 


Du  retour  des  Suites. 

18.  Lors  qu’après  avoir  trouvé  dans  une  équation  indéter- 
minée la  valeur  de  l’une  des  inconnues  x,  par  une  fuite  infinie 
qui  contient  dans  fes  rermes  les  puiflances  de  l’autre  inconnue 
y , on  cherche  à trouver  la  valeur  de ^ par  le  moyen  d’une  fuite 
dont  les  termes  contiennent  les  puiflances  de  x , cette  méthode 
s’appelle  retour  des  fuites. 

ôuppofons  qu’on  ait  trouvé  x = ay-+- byl-k-cyl-+- dy* , Ôcc. 
dont  les  coefliciens  a , b , c,  d , Ôcc.  font  connus , ôc  qu’on  de- 
mande la  valeur  Acy , on  ferao=x h ay-+-iyl-HryJ-+-dyS 

ôcc.  & pour  trouver  la  valeur  dej»  dans  cette  équation , on  fup- 
pofcra^=  /.V-4-/WX1-»-  nxt-^-px*,  ôcc.  on  élevera  tout  aux  dif- 
férentes puiflances  où  y fe  trouve,  ÔC  l’on  aura 


yy  — llxx z/mxi  m'-x<  -4-  zlpx'-y-  rmx6 , S> cc, 
■4-2 Inx*  -4-  2wnxS  -+-  xUjx6 , ôcc. 

-i-2mpx6,  ôcc. 

yi  = lixi  •+•  3//>nx*-t-  ilmmxi  -t-  mhv6 , ôcc. 

-+-  $Ilnxi  -\-6lmnxc  , Ôcc. 

-h  iUpx6 , ôcc. 


y* 


+ + 1 


et  le  Calcul  Intégral,  Livre  I.  J7 
y*  = /+x4  -+-  6llmmx 6 , &c.  y * ==  /***  -+-$frmx6 , ficc. 

-4-  yfinx* , ôcc. 

Subftituant  ces  valeurs  dc^,^1  >yi , y*  , ôcc.  dans  o = — x 
4-  ay  ■+■  by 1 -i-  cy 3 -+-  dy 4 , ôcc.  on  aura  la  transformée 


ay 
by1  — 


= •+-  alx  -4- 


-4-  cyi  : 


-\-dy*  = 
-4-  eyï  — 

+fy*  = 


amx 1 •+■  anxi  • 
bllx 1 -+-  ïbrulx'  ■ 


apx*  -+-  aej X*  ■ 

bm1x^-+-  îblpx'  ■ 
2.blnx*-\-  T.bmnx’'  ■ 


clîx>  -(-3r//mx4-4-  ]clmlxi 
-4-  3 cllnxi 

*4-  dhx*  -4- 

-4-  e/*x5 


<rrx‘ 
bbnxA 
ablqx6 
zbmpx6 
cmixs 
6clmnxA 
jcllpx 6 
6dllmmx( 
ydl'inx6 
fefrmx6 
J*x* 


pour  déterminer  les  indéterminés  / ,m,n,p,  q , r , ôcc.  on  fup- 
pofera  tous  les  termes  égaux  à zéro , & par  la  première  équation 

particulière  alx — x=o,on  aurafl/*  = x,  donc  al—  i ôc  1=  j-, 
Subftituant  la  valeur  de  / dans  la  fécondé  équation  -+-  am  -h  bll 

— o , on  aura  — — — am  , donc  m = 

Subftituant  les  valeurs  de  / & de  «dans  la  troifiémea»  -+-  2 bml 


/,  1 bb  C xbif—ÂC  j lût ac 

-h  ci*  = o y on  aura  an  = -*-  — = — - — donc  n = — - — 

7 4?  44  4J 

Et  fubftituant  les  valeurs  des  grandeurs  qu’on  a déterminé 
dans  les  équations  fuivantes  , on  aura  p — f q 


ôc  ainfi  des  autres. 

• nxl  ■+■  px*- 


■qx*> 
x 4 


. 14^4  — t\acbb-+-6*1bd  -4-  }a*cc  — e 
a» 

Et  fubftituant  ces  valeurs  dans^  = Ix  ■+■  mxl 
ôcc.  on  aura  y = ~ — -+■  M~zfl  xi  + 

xS&c.  qui  fera  la  valeur  cher- 
chée de  ^ , ôc  on  agira  de  la  même  façon  à l’égard  de  toutes 
les  queftions  femblables. 
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CHAPITRE  III- 

Des  Equations  qui  expriment  la  nature  des  Courbes. 

i $.  T T Ne  courbe  ABC  étant  donnée  {Fig.  i.),  fi  l’on  mene 
plufieurs  droites  DE,  FG,  Ôcc.  parallèles  entr’ellcs , 
ôc  qui  fe  terminent  de  part  6c  d’autre  à la  courbe , & qu’on  trou- 
ve une  autre  ligne  droite  BP  qui  coupe  toutes  ces  parallèles  en 
deux  parries  égales  ; la  droite  BP  s’appelle  axe  de  la  courbe , fi 
l’angle  qu’il  fait  avec  les  parallèles  ell  droit , 6c  Amplement  dia- 
mettre , fi  cet  angle  cil  aigu  , les  parallèles  DÉ , FG , 6cc.  fc  nom- 
ment doubles  ordonnées , ôc  leurs  moitiez  HE , IG , ôcc.  ordonnées  ; 
les  parties  BH , B1 , Ôcc.  que  les  ordonnées  coupent  fur  l’axe 
ou  aiametre  HP  fe  nomment  abcijj'es  , enfin  le  point  B fe  nom- 
me fommet  de  f axe  ou  du  diamètre. 

20.  Si  du  fommet  B de  taxe  ou  du  diamètre , on  mene  une 
droite  BO  parallèle  aux  ordonnées  HE,  IG,  ôcc.  ôc  que  des 

E oints  E , G , ôcc.  de  la  courbe,  on  mène  fur  BO  des  droites 
M , GN,  ôcc.  parallèles  à taxe  ou  diamètre-,  ces  droites  EM, 
GN  feront  ordonnées  à la  droite  BO,  ôc  égales  aux  abeilles  BH , 
BI  ôcc.  de  l’axe , ôc  leur  abeilles  BM  , BN,  ôcc.  feront  égales 
aux  ordonnées  HE , IG,  ôcc.  à l’axe;  or  les  ordonnées  HE , 
IG  à l’axe  , ôc  les  ordonnées  EM  , GN , Ôcc.  à la  droite  BO 
s’appellent  coordonnées  , ôt  l’angle  PBO  fait  par  l’axe  ôc  par  la 
droite  BO  s’appelle  angle  des  coordonnées. 

2t. Nous  nommerons  toujours  les  ordonnées  HE  , IG, ôcc. 
à l’axe , x leurs  abeifies  BH , BI , ôcc.  6c  par  conféqucnt  les 
ordonnées  EM,  GN,  ôcc.  à la  droite  BO  s’appelleront*,  ôc 
leurs  abfcifies  BM , BN,  ôcc.  fe  nommeront^. 

22.  Lorfquclcs  ordonnées  d'une  courbe  font  des  lignes  droites 
ôc  que  leur  rapport  aux  abeilles  ou  aux  coordonnées  peut  s’ex- 
primer par  une  équation  qui  ne  fuppofe  la  quadrature  d’aucune 
courbe  ou  arc  , la  courbe  s’appelle  géométrique , ôc  quand  au 
contraire  les  ordonnées  font  des  lignes  courbes,  ou  qu’étant  des 
lignes  droites  , leur  rapport  fuppofe  la  connoiflance  de  quelque 
quadrature  d’arc , la  courbe  s’appelle  méchanique  , la  raifon  en 
ell  que  pour  décrire  une  courbe  il  faut  connoitre  l’angle  que  les 
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ordonnées  font  avec  les  abfciffes,  & les  rapports  deces  lignes  en- 
tr’elles;  car  alors  élevant  fur  tous  les  points  H,  I,  ôcc.  de  l’axe 
ou  diamètre  des  droites  HE  , IG , &c.  qui  falfcnt  avec  l’axe  un 
angle  égal  à l’angle  donné , ôc  qui  foient  à leurs  abfcifles  , ËH 
BI , &c.  dans  le  rapport  connu,  il  eft  évident  que  la  courbe  qui 
pafle  parles  extremitez  E,G,ôcc.  des  ordonnées  fera  la  courbe  de- 
mandée , ainfi  fi  le  rapport  des  ordonnées  aux  abfcilT«s  eft  un 
rapport  de  lignes  droites  qui  ne  fuppofe  aucune  quadrature  , la 
ligne  fe  pourra  décrire  géométriquement  avec  la  réglé  Ôc  le  com- 

[>as,  ôc  krz  géométrique  ; mais  fi  au  contraire  ce  rapport  fuppofe 
a quadrature  de  quelque  courbe  , il  eft  vifiblc  qu’on  ne  pourra 
décrire  la  courbe  que  d’une  maniéré  méchanique , puifqu  il  fau- 
drait connoître  la  véritable  grandeur  des  arcs , auxquels  les  or- 
données font  égales  pour  opérer  géométriquement. 

2 j.  Il  y a donc  toujours  dans  l’équation  qui  exprime  le  rap- 
port des  coordonnées  deux  inconnues  .v  & y,  ôc  c’eft  par  le  plus 
haut  degré  où  fe  trouve  l’une  ou  l’autre  de  ces  inconnues  que 
l’on  juge  des  différons  genres  de  la  courbe.  Si  le  plus  haut  dé- 
gré  eft  xl  ou  y1  la  courbe  s’appelle  du  premier  genre  , s’il  eft  xi 
ou yi  la  courbe  eft  du  fécond  genre,  6c  ainfi  de  fuite. 

24.  L’équation  qui  exprime  le  rapport  des  coordonnées  s’ap- 
' pelle  équation  à la  courbe  , parce  qu’elle  fait  connoître  la  natu- 
re de  cette  courbe;  ces  fortes  d’équations  font  d’une  grande 
utilité  dans  le  calcul  pour  réfoudre  facilement  bien  des  problê- 
mesdonton  ne  viendrait  à bout  que  par  de  grands  détours  ; c’cft 
pourquoi  nous  allons  en  donner  ici  une  efpéce  de  lifte  en  com- 
mençant par  celles  des  feclions  coniques  dont  l’ufage  eft  extrê- 
mement étendu. 

2 y.  Suppofant  que  la  courbe  ABC  (Fig.  1.)  foit  une  parabole 
quarréc , on  fait  que  les  quarrez  de  fes  ordonnées  font  égaux  à 
leur  abfciffes  corrcfpondantes  multipliées  par  le  paramétré  qui 
eft  toujours  une  ligne  confiante  , appellant  donc  a le  paramètre, 
y chaque  ordonnée  , 6c  x chaque  abfciffe  l’équation  à cette 
parabole  fera  yy  = ax. 

Il  eft  vifible  que  fi  au  lieu  de’rapporter  les  points  E , G , ôcc. 
de  la  courbe  à l’axe  BP  par  le  rnoven  des  ordonnées  HE , IG , 
ôcc.  on  les  ranporroit  à la  droite  BO  par  le  moyen  des  ordon- 
nées EM , GN  , ôcc.  alors  les  ordonnées  EM , G N , ôcc.  feraient 
égales  aux  abfciffes  BH , BI , ôcc.  de  l’axe  , de  même  que  les 
abfciffes  BM  , BN  , ôcc.  feraient  égales  aux  ordonnées  HE , 

H ij 


6o  Le  Calcul  Différentiel, 

IN-,  &c.  & par  conséquent  on  auroit  encore  ax=yy  qui  cft 
la  même  équation  que  ci-deflus  \ donc  foit  qu’on  rapporte  les 
points  de  la  courbe  à l’axe  PB  , ou  à la  droite  parallèle  aux  or- 
données à l’axe  , on  aura  toujours  la  même  équation. 

Si  la  courbe  eft  une  parabole  du  fécond  genre , il  arrivera  que 
les  cubes  des  ordonnées  feront  égaux  ou  à leurs  abfcifles  multi- 
pliées par  le  quarré  du  paramétré  , ou  aux  quartez  de  leurs  abf- 
cifles multipliez  par  le  paramètre  ; ainfi  on  aura  ou_y3  = aax  ou 
yi=axl , la  première  de  ces  paraboles  s’appelle  première  para- 
bole cubique  , & l’autre  fécondé  parabole  cubique. 

Si  la  parabole  cft  du  troiliéme  genre  , les  quatrièmes  puiflan- 
ces  feront  égales  ou  à leur  abfcifles  multipliées  par  le  cube  du 
paramétré, eu  aux  quarrez  de  leurs  abfcifles  multipliez  par  celui  du 
paramétré , ou  au*  cubes  de  leurs  abfcifles  multipliez  par  le  pa- 
ramétré ; ainfi  l’on  aura  pour  la  première  parabole  du  troifiéme 
genre  y*  = alx  pour  la  fécondé  y*~a1xl , & pour  la  troifiéme 
y*  = axi , & ainfi  des  autres  paraboles  des  genres  plus  élevez. 
La  féconde  à proprement  parler  eft  du  premier  genre  , car  fi  on 
tire  la  racine  quarrée  , on  aura  y'-  = ax  qui  cft  la  première  pa- 
rabole quarréc. 

En  ne  confidérant  que  les  premières  équations  de  chaque 
genre  qui  font  yy=ax  ,yi  =alx,  y*  = «3* , y*  = a*x,  &c.  il 
cft  vifible  que  l’expofant  de  la  puiflance  des  ordonnées  furpafle 
toujours  d’une  unité  l’expofant  de  la  puiflance  du  paramétré  ; ainfi 
15  l’expofant  de  la  puiflance  des  ordonnées  eft  appellé  m , on  aura 
ym  = am  x qui  fera  une  équation  générale  pour  toutes  fortes 

de  paraboles,  ou  bien  fi  l’on  appelle  m l’expofant  de^,  & » 
l’expofant  dea,  on  aura_y”,=«"  .vqui  feraencoreune  expreflion 
generale  qu’on  pourra  réduire  à celle-ci  ym  =x  en  fuppofant  a 

26.  Dans  le  cercle  ABCR  (Fig.  2.)  les  quarrez  des  ordon-' 
nées  HE,  IG  , &c.  font  égaux  aux  rectangles  BH  x HR  , BI 
.x  IR  , Ôcc.  des  parties  du  diamètre  BR  qu’elles  coupent  ; pre- 
nant donc  le  point  B pour  le  fommet  des  abfcifles , & appel- 
lant  y les  ordonnées,  * les  abfcifles  BH,  BI,  ficc.  &lc  diamè- 
tre BR  a,  les  parties  HR,  IR,  &c.  feront  donc  a — x,  & les 
rectangles  BH  x HR , BIx  IR , &c.  feront  ax — xx  ; donc  l’équa-; 
tion  du  cercle  fctayy  = ax — xx. 
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La  circonférence  du  cercle  étant  une  courbe  rentrante  , il  efl 
vifible  qu’on  ne  fauroit  rapporter  fes  points  à une  autre  ligne  BO , 
car  les  droites  qu’on  tireroit  des  points  du  quart  de  circonféren- 
ce RC  à la  droite  BO,  coupcroient  ncceffaircment  l’autre  quart 
de  circonférence  BC  avant  de  parvenir  à cette  ligne. 

De  même  qu’on  peut  faire  des  paraboles  de  ditférens  genres, 
de  même  il  peut  y avoir  des  cercles  de  genres  différais.  Par 
exemple  , fi  l'on  fait  les  cubes  des  ordonnées  égaux  aux  quarrés 
des  abfcifïes  multipliés  par  les  parties  reliantes  du  diamètre,  ou 
aux  abfdfies  multipliées  par  les  quarrés  des  parties  reliantes , on 
aura  deux  cercles  du  fécond  genre , dont  le  premier  aura  pour 
équation yi  — ax1  — xl , & le-Jfecond  yi  = aax — 2 <jx*-+-  xJ , 
& de  même  des  autres  genres. 

En  ne  confidérant  que  les  Equations  des  premiers  cercles  de 
chaque  genre,  qui  font^s  = <jx — xx  ty1*=axl-t—xi , y*  = axi 
— x*  , &c.  il  efl  vifible  que  l’inconnue  x efl  d’abord  dans  le  fé- 
cond membre  dans  un  degré  moindre  d’une  unité  que  le  dégré 
de  ! inconnue^  dans  le  premier  membre  , & qu’enfuite  elle  efl 
dans  un  degré  égal.  Appeliant  donc  m l’expofant  dc_y , on  aura 

ym—ax  m 1 — x™  , qui  fera  une  expreffion  pour  les  premiers 
cercles  detous  les  genres  à l’infini , ou  bien  encore ym  =xm  1 


— xm  en  faifant  a — 1. 

27.  Dans  l’Ellipfe  ( Fig.  5 . ) le  quarré  de  l’ordonnée  HE  au 
grand  axe  efl  au  rectangle  correfpondant  BHxHR  , comme  le 
paramétré  de  ce  grand  axe  efl  à cet  axe  ; appeliant  donc  a le  pa- 
ramétré , d le  grand  axe,  x l’abfcifle  BH,  & y l’ordonnée  HE , 
la  partie  reliante  HR  de  l’axe  fera  donc  d — x,  & le  reélangle 
BHxHR  , dx — xx  , ôc  l’on  aura^y , dx — xx'::a , d ; donc 

-yy=dx — xx  fera  l’équation  de  l’Ellipfe. 

On  ne  peut  pas  rapporter  les  points  de  cette  courbe  à une 
ligne  extérieure  & parallèle  aux  ordonnées  , par  la  même  raifon 
que  nous  avons  rapportée  en  parlant  du  cercle. 

Si  l'on  fait,  le  paramètre  efl  à l’axe  comme  le  cube  de  l’or- 
donnée efl  au  quarré  de  l’abfcifie  multiplié  par  la  partie  rcflante 
de  l’axe  , ou  à l’abfcifle  multipliée  par  le  quarré  de  la  partie  re- 
liante, on  aura  ~yix=dxl — xi,  qui  fera  la  première  Ellipfe 

du  fécond  genre,  ôc -y>  = ddx  — 2dxt  -t-  xi  qui  fera  La  féconde. 
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De  même  fi  on  fait  le  paramétré  eft  à l’axe  comme  la  quatriè- 
me puiflance  de  l’ordonnée, cft  au  cube  de  l’abfciflc  multiplié  par 
la  partie  reliante  , ou  au  quarré  de  l'ablciflc  multiplié  patlequar- 
ré  de  la  partie  reliante,  ou  à l’abfcilTe  multiplié  par  le  cube  de  la 

partie  reliante , on  aura  -y*  — dx*  — x4 , qui  fera  la  première 
Ellipfc  du  troifiéme  genre  , ~y*  — ddx1 — zdxi  ■+■  x4  qui  fera  la 

fécondé  , ôc  = dix — jddx1  -t-  jdx> — x4,  qui  fera  la  troi- 
fiéme , & ainfi  des  autres  genres  plus  élevés. 

En  ne  confidérant  que  les  premières  Ellipfes  de  chaque  genre 
qui  font  d~  y*  — dx — xx  ,^yi=dx1 — x3,  ~ y*  — dx 5 — x4  , &c 

on  voit  aifémcnr  que  l’inconnue  x cil  d’abord  dans  un  degré 
moindre  que  celui  d ey  , & enfuite  dans  un  degré  égal  ; ainfi  ap- 

pcllant  m l’cxpofant  de_y  on  aura  -ym  —dx™  * — xm  qui  fera 
l’cxprelfion  générale  pour  les  Ellipfes  de  tous  les  genres. 

sS.  Dans  l’hyperbole  ( Fig.  4.)  le  quarré  de  l’ordonnée  HE  eft 
au  rectangle  BH  x HP  del’abfcifle  BH  par  la  fomme  PB-t-BH 
ou  HP  de  l’axe  PB  & de  l’ablciflc  BH,  comme  le  paramétré  eft 
à l’axe  PB.  Appeilant  donc  des  mêmes  lettres  que  ci-deflus  les 
mêmes  grandeurs  on  a yy  , dx  ■+-  xx  : : a , d ; & par  conféquent 
- yy  — dx  -4-  xx  fera  l’équation  de  l’hyperbole. 

Faifant  les  mêmes  obfervations  que  nous  avons  faircs  ci-deflus 
pour  l’Ellipfc  , on  trouvera  que  ^ym—dxm  ‘-l-x'’',  eftl’é- 

quation  générale  pour  les  premières  hyperboles  de  tous  les  gen- 
res. 

2p.  Quand  l’hyperbole  eft  entre  fes  afymptotcs , fi  l’on  me- 
né entre  la  courbe  & l’afymptote  OV  (Fig.  4.)  des  droites  EM, 
GN  , &c.  parallèles  à l’autre  afymptote , ces  droites  s’appellent 
ordonnées  à l’afymptote  OV  , & les  parties  OM  , ON  , &c. 
quelles  coupent  font  les  abfcifles.  Or  par  la  propriété  de  cette 
courbe  les  reâanglcs  des  ordonnées  par  leurs  abfcifles  font  tous 
égaux  entr’eux  ; & comme  la  ligne  BX  menée  du  fommet  B de 
la  courbe  à l’extrémité  X du  fécond  axe  cil  toujours  parallèle  à 
l’autre  afymptote,  il  s’enfuit  que  le  rectangle  BTxTOeft  égal 
à chacun  des  rcClangles  EM  x MO , GN  x NO,  &c.  Or  les  droi- 
tes BT , TO  font  toujours  égales , donc  le  rectangle  BT  x TO 
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eft  égal  au  quarré  TO  appelle  puiflancc  de  l'hyperbole.  Si  l'on 
nomme  donc  y les  ordonnées  £M,  GH , ôte.  x leurs  abfcifles, 
ôt  la  droite  1 0 ou  T B , 1 équation  xy  =-  a1  fera  l’équation  à 
l’hyperbole  entre  fes  afymptores , ôc  x'-y=ai  , ou.x);y  = <j3fcra 
1 équation  de  l’hyperbole  du  fécond  genre , de  même  l’équation 
x iy~a*,  fera  l’hyperbole  du  troifiéme  genre,  x+y  — a' , fera 
celle  du  quatrième  , & ainli  de  fuite  : je  ne  parle  ici  que  des 
premières  hyperboles  de  chaque  genre  , il  eft  facile  de  trouver 
les  autres  ; ôc  comme  l’expofant  de  x eft  toujours  moindre  d’une 
unité  que  l’expofant  de  a , ii  l’on  appelle  m l’cxpofant  de  a , on  au- 
ra * y — am  y ou  bien  appellant  m l’expofant  de  x , ôc  n 
l’expofant  de  y , ou  aura  xm  y"  = am  + n , 6c  ces  deux  expref- 
fions  feront  générales  pour  toutes  fortes  d’hyperboles , ôc  furtout 
la  féconde  a-  m y "srs  t qui  peut  exprimer  non-feulement  les 

premières  hyperboles  de  chaque  genre , mais  encore  les  fécon- 
dés , les  troifiémes,  ôcc.  par  exemple,  fiw=j,  n — a,  on 
aura  xi  y1  = ai , qui  eft  la  fécondé  hyperbole  du  quatrième  genre , 
ôc  ainli  des  autres.  Que  fi  l'on  fait  i , i’expreflion  générale 
fera  xm yn  = i. 

}o.  On  peut  trouver  d’autres  équations  de  l’Ellipfe  ôc  de  l’hy- 
perbole , dont  il  eft  bon  de  parler  icÿ  , parce  quelles  fervent  à 
découvrir  les  Equations  de  ces  mêmes  courbes  par  rapport  au  fé- 
cond axe. 

Dans  l’Ellipfe  (Fig.  j.)  le  premier  axe  BR  eft  au  fécond  AC, 
comme  ce  fécond  eft  au  paramètre  du  premier  axe.  Appellant 
donc  le  premier  axe  d , le  fécond  d , ÔC  le  paramétré  du  premier 

axe  a , on  aura  : : d , d , a , donc  ~ = a.  Mettant  donc  cette  va- 
leur de  a dans  l’équation  que  nous  avons  trouvée  ci-deflus  ~ yy 
= dx  — xx , on  aura  ^ yy  = dx — xx. 

Maintenant  fi  au  lieu  de  prendre  l’origine  des  abfcifTes  au  fommet 
B,  nous  les  prenons  au  centre  O,  6c  que  nous  appellions  x les  cou- 
pées 011,01,  Ôcc.  les  parties  BH,BI,  feront Ÿ d — .v,  ôc  les  droites 
HR  , IR,  ôcc.  feront^  d-t-x,  donc  les  rectangles  BHx  HR, 
BIxIR,  ôcc.  feront  ^ dd — xx;  mettant  donc  dans  l’équation 

yy  — dx — xx,  mettant  dis-je  \dd — xx  au  lieu  de  dx — xx  , 
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on  aurajj_yy  = A dd — xx,  ou  bien  en  remettant  - au  lieu  de 

jj  , j yy  = ± dd — xx,  ôc  ce  fera  l’équation  de  l’Ellipfe  par 
rapport  au  premier  axe. 

Pour  trouver  l’équation  par  rapport  au  fécond  axe , nous  ap- 
pellerons p fon  paramétré  ; ôc  comme  le  fécond  axe  eft  au  pre- 
mier , comme  le  premier  au  paramétré  du  fécond , nous  aurons 
: : d , d , p ; donc  - j-  = p.  Cela  pofé  nous  prendrons  1 équation 

yy  => i dd — xx  , 6c  multipliant  par  dd,  puis  divifant  par  dd, 
nous  aurons  yy  = $ dd  — ~ x.v , &.  tranfpofant  jj  .v.v  = ^ 
dd — yy  , ou  ^ xx=  ^ dd — yy , à caufe  de  p=  ^ ôc  de  - = 

~ = J?  ainfi j dd — y y , fera  l’équation  de  l’Ellipfc  par 
rapport  au  fécond  axe. 

On  prend  ici  l’origine  des  abfcifTes  du  premier  axe  au  centre 
de  l’Ellipfe  , afin  que  les  ordonnées  au  fécond  axe  fe  trouvent 
égales  à ces  abfcifTes , 6c  que  les  abfcifies  du  fécond  axe  en  pre- 
nant leur  origine  au  même  centre , fe  trouvent  égales  aux  ordon- 
nées au  premier  axe.  Venons  à l’hyperbole. 

Dans  l’hyperbole  {Fig.  y.)  apjDellant  les  mêmes  grandeurs  des 
mêmes  noms , on  a auffi  a = y 6c  mettant  cette  valeur  de  a 
dans  l’équation  ~yy  = dx -4-  xx  , on  aura  ^ yy=dx-+-xx.  Or 
fi  au  lieu  de  prendre  l’origine  des  abfcifTes  au  fommetB  , on  les 
prend  au  centre  O des  deux  diamètres  , on  aura  BH=OH 
— OB  = * — {d 6c  PH=  OH -+-OP  = X-+-} d , donc  le  rec- 
tangle BHxPHferax1 — \dd,  Ôc  mettant  cette  valeur  au  lieu 
de  dx  -4-  xx  dans  l’équation  ~ yy  = dx  -4-  xx , on  aura  yy  = 

.x1 — \dd,  ou^j'y  = *t  — ^ dd , qui  fera  une  autre  exprefiion 
de  l’hyperbole  rapportée  au  premier  axe. 

Pour  la  rapporter  au  fécond  on  aura  p=  --  6c  ~ = ~~  J pre- 
nant donc  l’équation  ~yy=xl — \dd , ôc  multipliant  par  dd, 
puis  divifant  par  dd , on  aura  yy  — ^ x1  — ^ dd  , 6c  tranfpo- 
fant 
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fant^  A1  = ^dd-H^y,ouiAf!  — ÿ dd-+-yy  , qui  fera  l’équa- 
tion de  l’hyperbole  par  rapport  au  fécond  axe  ; où  l’on  voit  qu’on 
prend  l’origine  des  abfciffes  du  premier  axe  au  centre  O , afin 
que  les  ordonnées>au  fécond  foient  égales  à ces  abfciffes  , fie  que 
les  abfciffes  du  fécond  foient  égales  aux  ordonnées  du  premier. 

Je  fuppofc  dans  tout  ce  que  je  viens  de  dite , que  le  Lecteur 
fâche  les  feclions  coniques , ceux  qui  les  ignorent  pourront  con- 
fulter  ce  que  j’en  ai  dit  dans  la  rroifiéme  pattie  de  la  Théorie  &, 
Pratique  des  Geometres. 

Si  au  lieu  de  rapporter  les  points  d’une  fcétion  conique  à fon 
axe  , on  les  rapporte  à un  diamètre  , l’équation  qui  en  provien- 
dra fera  la  même  que  par  rapport  à l’axe , & il  n’y  aura  de  diffé- 
rence , qu’en  ce  que  les  ordonnées  feront  avec  les  abfciffes  un 
angle  qui  ne  fera  pas  droit  ; mais  fi  on  les  rapporte  à une  ligne 
donnée  de  pofition , qui  ne  foit  ni  l’axe  , ni  un  diamètre  , alors 
il  en  proviendra  des  Equations  différentes  de  celles  dont  nous 
avons  parlé  ci-deffus , fie  c’eû  ce  que  nous  allons  examiner. 

3 t.  Soit  une  demi-parabole  quarrée  GCM  (Fig.  6.) , fie  une 
ligne  droite  AP  donnée  de  pofition  à laquelle  on  demande  de 
rapporter  tous  les  points  de  la  courbe  6c  d’en  trouver  l’équation; 
la  ligne  DG  eft  le  diamètre  , CH  eft  le  paramètre,  GM  eft  une 
ordonnée  , & l’angle  fait  par  le  diarnetre  & l’ordonnée  eft  con- 
nu. De  l’extrémité  A de  la  ligne  AP  donnée  de  pofition  , je 
mene  AD  parallèle  à l’ordonnée , ôc  qui  rencontre  le  diarnetre  en 
D,  les  droites  AD,  DC  me  font  connues,  puifque  la  pofition 
de  la  droite  AP  eft  donnée , & par  la  même  raifon  l’angle  MP  A , 
que  l’ordonnée  MG  prolongée  fait  avec  AP , eft  auftî  connu.  Du 
même  point  d’origine  A , je  mené  une  droite  AE  parallèle  ait 
diarnetre  DG , fie  d’une  grandeur  à diferetion.  Du  point  E je 
mene  EB  parallèle  à MG  -,  fit  dans  le  triangle  AEB  je  connois 
le  côté  AE  , l’angle  ABE  égal  à l’angle  A PM  , l’angle  AEB 
égal  à l’angle  connu  DGP , 6c  par  conféquent  le  troiliéme  angle 
BAE  eft  auffi  connu  , ôc  je  puisaifément  connoître  AB  , BE. 
Cela  pofé , 

Je  conçois  que  de  tous  les  points  de  la  courbe  foient  menées 
ûir  AP  des  droites  parallèles  a MP  , ôc  j’appelle  les  coupées 
AP  = x , les  ordonnées  MP=_y  , le  paramétré  CH —p  , la 
droite  AE=e,  la  droite  AB  = /w,  la  droite  BE  = »,  la  droite 
AD  = r,  fich  droite  DC=i, 


I 
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Les  triangles  femblables  ABE , APF , donnent  AB , AE  : : 

AP  , AF  , ou  m , t : : x , jj-  ; donc  AF  ou  DG  = ^ . Les  mêmes 
triangles  donnent  AB , BE  : : AP , PF , ou  m,  n : : x , ^ ; donc 
PF  = & par  confisquent  GM  = PM  — PF  — FG=j) 

-ï-r,  car  FG=AD  = r j fit  CG  = DG  — CD  = AF. 

! — DC  = - — s. 

m 

• * 

Or  par  la  propriété  de  cette  parabole  nous  avons  MG  = CG 

x 

x CH  ; mettant  donc  dans  cette  équation  les  valeurs  de  MG , de 
CG,  ôc  de  CH,  nousaurons^1 — jjp  *l  — 2^r 7rT 

x-\-rr=~  p — sp  y qui  fera  l’équation  de  la  parabole  par  rapport 

à la  droite  AP  ; où  bien  faifant  tout  pafTer  d’un  même  côté  on 
aura 

~t  » + *P 

Si  la  ligne  AP  donnée  de  pofition  fe  trouve  parallèle  aux  or- 
données {tir.  7.) , je  mene  de  tous  les  points  M de  la  courbe  des 
droites  à la  ligne  AP  parallèles  entr’clles , mais  qui  faffent  avec 
AP  un  angle  aigu  MPA  du  côté  du  diamètre  ; de  l’extrémité  A 
je  mené  AE  parallèle  au  dianietre  , & AB  parallèle  à PM , ainfi 
l’angle  BAE  m’eft  connu , parce  que  l’angle  EAP  égal  à l’angle 
donné  CDP  eft  connu , de  même  que  l’angle  BAP  qui  eft  le 
complément , à deux  droits  de  l’angle  MPA  ; c’eft  pourquoi  re- 
tranchant de  l’angle  BAP , l’angle  EAP , le  relie  eft  la  valeur  de 
l’angle  BAE.  Je  fais  AB  d’une  grandeur  à diferetion , ôc  je  mene 
BE  parallèle  aux  ordonnées , & il  m’eft  facile  de  connoître  les 
autres  côtés  BE , AE  du  triangle  BAE , à caufe  des  trois  angles , 
Ôc  du  côté  AB  connus.  Il  eft  vifible  par  cette  conftrutlion , que 
ft  l’on  prolonge  les  ordonnées  jufqu  a BA , les  droites  MQ  fe- 
ront égales  aux  coupées  AP  à caufe  des  parallèles  , ôc  que  les 
droites  MP  feront  égales  aux  droites  QA  pat  la  même  raifon. 
Cela  pofé. 

Je  nomme  x les  coupées  AP  ou  MQ,_y  les  droites,  MP  on 
QA  ordonnées  à AP , r la  droite  AD , s la  droite  DC , m la 
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droite  AB , n la  droite  BE , 6c  e la  droite  AE. 

Les  triangles femplables  ABE,  AQF,  donnent  AB,  AE  :: 
AQ , AF , ou  m,  e : : y , ^ ; donc  AF=  ^5  les  mêmes  triangles 

donnent  encore  AB  , BE  ::  AQ , QF,  on  m,  n : \y , ~ , donc 
QF  = J,  ôc  par  confisquent  MG  =QM — QF — FG=* — "£ 
— r & GC=  GD — CD=FA — C D=r~ — s,  mais  par  la  pn> 

S 

prieté  de  la  parabole  on  a MG  =GC  xp\  mettant  donc  les  valeurs 

t 

deMG&GC  dans  cette  équation  où p fignifie  le  paramétré, 
on  aura  '£  xy+~y'—2rx-l-  '£  y — sp , ou 

bien  en  tranfpofànt 


& ce  fera  l’équation  de  la  parabole  par  rapport  à la  droite  AP. 

Suppofons  enfin  que  la  ligne  AP  donnée  de  pofition  ( Fig.  8.  ) 
ne  foit  point  parallèle  aux  ordonnées , 6c  qu’on  puifle  y rappor- 
ter les  points  de  la  courbe,  par  des  parallèles  au  diamètre,  fai- 
(ànt  la  même  conftruttion  que  ci-defliis , 6c  nommant  CD  = r, 
AD=r,  & donnant  aux  autres  grandeurs  lés  mêmes  noms 
qu’auparavant  ; nous  aurons  AF  = — 6c  PF  = — . Du  fommet 
C je  mené  CH  parallèle  aux  ordonnées  , 6c  j’ai  GR=  GP  — PF. 
— FR=GP — PF — DC  — y — — — r &c  MG  = CR  = AF, 

— AD= ~ — s — , or  par  la  propriété  de  la  parabole  nous  avons 
* 

GM  — MC  xp  — GR  x p , mettant  donc  dans  cette  équation  les 
valeurs  de  GM  6c  de  GD  , nous  aurons  — xl  — ~ sx  -f-  ss 

* mm  m 


*=yp — ~ * — pr  6c  multipliant  tout  par  mm,  puis  divifant  par  ce 
6c  transpofant,  on  aura 


lin  mm  mn  mm  . mm 

'T,*+  7t  7ïPx-«Py+"rP==l 


6c  ce  fera  l’équation  de  la  parabole  par  rapport  à la  droite  AP. 

lij 
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Or  en  examinant  ces  trois  équations , on  peut  voir.  i°.  Que 
dans  les  deux  premières  les  quarrez  xx,yy  des  deux  inconnues 
s’y  trouvent  tous  les  deux  avec  le  ligne  plus.  2°.  Que  l’un  des 
deux  n’a  point  de  coefficient , mais  que  l'autre  a un  coefficient 
— dont  la  racine  - cil  la  moitié  du  coefficient  d’un  autre  terme 

mm  m 

— qui  contient  le  plan  des  deux  inconnues.  3°.  Que 
dans  la  troiliéme , il  n’y  a que  le  quarré  xl  de  l’une  des  inconnues  -, 
mais  que  le  terme  ^ ss  où  fe  trouve  le  coefficient  ~ , contient 
un  autre  quarré  si,  &c  que  la  racine  ” de  fon  coefficient  eft  la 

moitié  du  coefficient  du  terme  — ^ j.v  qui  contient  le  plan  sx 
de  l’inconnue  & de  la  racine  s du  quarré  ss  -,  6c  delà  il  fuit  que 
toute  équation  où  ces  conditions  le  trouveront  fera  une  équa- 
tion à la  parabole. 

Si  dans  ces  trois  équations  on  fait  n — o , il  eft  vifible  que  la 
droite  BE  devenant  nulle  la  droite  AB  tombera  fur  la  droite  AE 
êc  lui  fera  égale , donc  m = e ; effaçant  donc  dans  les  équations 
les  termes  où  n fc  trouve,  6c  fubllituant  m au  lieu  de  e , la  pre- 
mière équation  fe  changera  eny1  — iyr  — px  -H  rr  •+•  sp  = o ; la 
fécondé  en  x1  — 2 rx — py-+-rr-4-  sp  — o ; 6c  la  troifiemc  en  x1 
- — 2 sx-t-ss — py-\-rp  — o , où  l’on  voit  que  dans  toutes  les 
trois  il  n’y  a plus  que  le  quarré  d’une  inconnue  ; mais  il  y a un 
terme  qui  contient  le  plan  de  cette  inconnue  par  une  connue, 
à favoir  — ïyt  dans  la  première  , — 2r.v  dans  la  féconde  , êc 

— 2 sx  dans  la  troiliéme , il  y a auffi  un  terme  qui  contient  le 
quarré  de  cette  connue  avec  le  ligne  plus  qui  eft  au  quarré  de  l’in- 
connue , lequel  n’a  point  de  coefficient , 6c  que  la  racine  du 
coefficient  du  quarré  de  la  connue , n’eft  jamais  que  la  moitié 
du  coefficient  du  plan  de  la  connue  ôc  de  l'inconnue  ; par  exem- 
ple dans  la  première  le  cofficient  2 du  terme  — xyr  qui  contient 
le  plan  yr  eft  double  de  la  racine  1 du  coefficient  t du  terme  rr 
6c  ainfi  des  autres:  donc  toute  équation  où  ces  conditions  fe 
trouveront  fera  une  équation  à la  parabole  quarrée  rapportée  à 
quelque  ligne  droite. 

On  doit  encore  obferver  dans  ces  équations  que  le  terme  qui 
contient  le  plan  des  racines  des  deux  quarrez  a toujours  le  ligne 
moins. 

On  pourroit  faire  des  obferyations  pareilles  pour  les  équations 
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des  paraboles  du  fécond  genre,  du  troifiéme,  &c.  car  par  exem- 
ple fi  l’on  fuppofe  que  la  parabole  foit  la  première  du  fécond 
genre , dont  les  cubes  des  ordonnées  font  égaux  au  quarré  du 
paramétré  multiplié  par  les  abfcifles  , on  prendra  pour  la  pre- 
mière équation  le  cube  de  GM  ou  de  y — ~ — rôt  le  quarré 


du  paramétré  p multiplié  par  CG  ou  ^ — s , 6c  l’on  aura 


LP?_ 


î» 


y 


xnn  . 
■ — VA1 
mm  ^ 


. Xnn  , 

• iyrz  — — rxl 

mm 


— ~ x1 — ri — ~ppx-i-pps  = 0,  ÔC  ce  fera  l’équation  de  la 
première  parabole  cubique  rapportée  il  la  droite  AP. 

Or  en  confidérant  cette  équation , on  y trouve  les  cubes_y3 , 
*5 , de  deux  inconnues  , le  premier  fans  coefficient  6c  avec  le 

ligne  plus  , 6c  l’autre  avec  le  figne  moins  6c  un  coefficient  , 


donc  la  racine  cubique  n’eft  que  le  tiers  du  coefficient  du  terme 
— ~ y'-x  qui  contient  le  lolide  du  quarré  de  la  première  in- 
connue multiplié  par  la  fécondé;  6c  ce  terme — a le  figne 

mçiins. 

Et  fi  l’on  fuppofe  n — o , 6c  par  conféquent  m = e , 6c  qu’on 
efface  dans  l’équation  tous  les  termes  ou  n fe  trouve  6c  qu'on  fub- 
ftitue  m au  lieu  de  e , l’équation  fe  changera  en  celle-ci 


Vl  — 


3ylr  -+-  lyr1  — - r 3 — ppx  -hppt  = o 


où  l’on  voir  qu’il  fe  trouvera  toujours  deux  cubes  yi  ,r3,  le  pre- 
mier pofitif  6c  le  fécond  négatif,  6c  que  la  racine  cubique  1 du 
coefficient  t du  négatif,  ne  fera  que  le  tiers  du  coefficient  3 du 
terme — 3 y‘r  qui  contient  le  folide  du  quarré  de  y multiplié  par 
la  grandeur  r ; 6c  enfin  que  le  terme — 3 y*r  aura  le  figne  néga- 
tif, ôc  de  même  des  autres  paraboles,  ce  qui  eft  trop  huile  pour 
m’y  arrêter  plus  long-tcms  ;ceux  qui  commencent  feront  cepen- 
dant bien  de  s’y  arrêter,  parce  que  la  connoiflancc  des  proprié- 
té z de  ces  équations , eft  extrêmement  utile  pour  la  refolution 
des  problèmes. 

32.  Soit  un  demi  cercle  IMMR.  ( Fig.  9.  ) , ôc  une  ligne  AP 
donnée  de  pofition  à laquelle  on  demande  de  rapporter  tous  les 
points  du  demi  cercle  ; je  prens  fut  AP  une  droite  AB  à volonté  ; 
du  point  A je  mene  AF  parallèle  au  diamètre  IK , du  centre  Q 

I iij 
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j’abbaiffe  fur  AE  la  perpendiculaire  OH  qui  fera  parallèle  aux  or- 
données ; enfin  concevant  que  les  ordonnées  foient  prolongées 
jufqu’à  la  droite  AP  telles  que  MP , j’appelle  les  coupées  AP  =x 
les  droites  MP  —y , & les  connues  AÉ  =t,AB=sm,  BE  = n , 
AH=j,  HO=r , 1K  = 2f , OK  = r. 


Les  triangles  femblables  AEB,  AFP  donnent  AB,AE::  AP> 
AF , ou  m t : : x.  - ; donc  AF  = - , les  mêmes  triangles  donnent 

AB , BE  : : AP,  PF  , ou  m,  n:  : x,  donc  PF  = ~ , fie  par 
conféquent  GM=MP — PF  — FG  —y — ~~r  à caufe  de  FG 

—HO , & OG=  ~ — jouOG=i — félon  que  le  point 
G cil  en  delà  ou  en  deçà  du  centre  O par  rapport  au  point  A ; 
car  quand  G eft  entre  O fie  K , OG  eft  égal  à AF  — AH  = ~ 
— s fie  quand  G eft  entre  ôto  i , OG  eft  égal  à AH  — AF  s=  s 

ex 
m * 


Or  par  la  propriété  du  cercle  on  a MG  = GK  x GI  fie  GK 

x GI  = ÔK  — GO,  lorfque  G eft  entre  O fit  K à caufe  que 
le  diamètre  IK  eft  divifé  en  deux  également  en  O , fie  en  deux 

inégalement  en  G ; de  même  MG  =IG  x GK  ou  MG  = I O 

S 

— GO;  mettant  donc  dans  cette  équation  les  valeurs  de  MG, 
OK , GO , ou  IO , GO  , dans  l’un  ou  l’autre  cas , on  aura  y 1 

. xn  **  ** 

—~yx+-x'  — 2yr+.-rX  + rT  = :t  — 


mm 

ex 


- — SX- 
m 


ss. 


car  foit  que  GO  foit égal  à - — i,ouui  — '1,  fon  quarré 

eft  toujours  ^ x1 — j rx-f-  s s ; transpofant  donc  dans  l’équation 
que  nous  venons  de  trouver , nous  aurons 


y1 — ^ yx  ~h  x1  — ayr  -+-  ~ rx  H-  ir  = o 

m mm  m 

..  —tt 


-SX  . 


■ SS 


fie  ce  fera  l’équation  du  cercle  rapporté  à la  droite  AP. 

Si  l’on  fuppofe  n=  o , la  droite  AB  tombera  fur  AE  6c  lui 
fera  égale , aonc  m— e ; ainfi  effaçant  dans  l’équation  tous  les 
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termes  ou  n fe  trouve,  & mettant  m au  lieu  de  e l’équation  le 
changera  en 

y'-  x'-  — lyr — 2 sx  -+-  rr  — o 

— tt 
•+•  ss 

or  en  confidérant  ces  équations  il  c(l  aifé  de  voir.  t°.  Que  dans 
l'une  ôc  l’autre  les  quarrez^_y , xx  des  deux  inconnues  fe  trouvent 
avec  le  même  figne  plus;  mais  que  dans  la  première, l’un  des 
deux  quarrez  xx  a un  coefficient  parce  que  le  plan 

yx  des  inconnus  s’y  trouve.  20.  Que  la  moitié  du  coefficient  ~ 
du  planque  eft  moindre  que  la  racine  quarrée  du  coefficient^ 
4-  ^ du  quarré  xx.  30.  Que  dans  l’une  6c  l’autre  de  ces  équa- 
tions, il  le  trouve  toujours  trois  quarrés  connus  rr , rr,  tt , doit 
il  fuit  que  toute  équation  qui  par  elle-même  aura  ces  conditions 
fera  une  équation  au  cercle  rapporté  à une  droite  AP,  en  fup- 
pofant  toujours  comme  nous  faifons  ici  que  l’angle  MGI  ou  fon 
égal  MFA  eft  droit;  car  autrement  l’équaüon  deviendroità  l’El- 
liplê  comme  il  fera  dit  dans  la  fuite. 

J’ai  dit  qu’une  équation  devoit  avoir  par  elle-même  ces  conditions 
pour  être  au  cercle,  parce  qu’il  pourrait  fe  faire  que  pour  abréger 
on  eût  changé  l’expreffion  ae  quelqu’un  des  derniers  termes  dans 
une  équation  femblable  à la  première  de  ces  deux-ci  ; ce  qui  la  fe- 
rait paroître  au  cercle  tandis  quelle  feroit  à l’Ellipfe  : quand  à la 
féconde,  toute  équation  qui  lui  reflemblera  fera  toujours  au  cer- 
cle , à caufe  que  le  plan  xy  n’y  étant  point , les  deux  quarrés  y1 , xl 
n’ont  point  de  coefficient  ; ce  qui  ne  peut  arriver  dans  une  équa- 
tion à l’Ellipfe  quelque  changement  qu’on  voulut  y faire. 

33.  Soit  une  demi  Ellifpe  IMMK  ( Fig,  10.  ) & une  droite 
AP  donnée  de  pofition  à laquelle  on  demande  de  rapporter  tous 
les  points  de  l’Ellipfe , je  fais  la  même  conftru&ion  que  pour  le 
demi  cercle  , 6c  appellant  les  mêmes  grandeurs  des  mêmes 

noms , 6c  p le  paramétré  du  grand  diamètre  ; j’ai  AF  = FP, 
= — , donc  GM  —y  — — — r 6c  GO=-  — tour — — . fe- 

Ion  que  G fe  trouve  en  delà  ou  en  deqà  du  centre  O par  rap- 
port au  point  A. 
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Or  par  la  propriété  de  l’Elliple  ona  IK  : : GM > GKx  IG 
ou  />,IK::GM,  KOouïO,  —GO  donc  ™ GM=KOou 

ÎO,  — GO,  ôc  mettant  dans  cette  équation  les  valeurs  deIK, 
GM , fcc.  on  aura  S J»  - g j«+  xx  — Jjrr  -*•  g -f-  2 

rr=rr — **■+■- jx— « 6c  multipliant  par  p , puis  divifant 

mm  m 

par  2f,  ôc  enfin  transpofant , on  aura 

.y1 — — .yx-fr-J^** — 2yr-+-~rx  -+-rr  = o 

7 1 iniffli  «w  i/ 


& c’eft  l’équation  de  l’Ellifpe  rapportée  à la  droite  AP. 

Si  l’on  fuppofe  n=  o,  ôc  par  conféquent  m ==  e effaçant  tous 
les  termes  ou  n fe  trouve  6c  mettant  m au  lieu  de  e l’équation 
fe  changera  en 

V P 

y1  -4-  - xx  — 2 yr — - «■+■  rr—  o 
>Jf 

It 

» 

6c  confidérant  ces  deux  équations  on  verra  aifément.  i°.  Que 
dans  l’une  6c  dans  l’autre  les  quarrez^1 , x*  des  deux  inconnues 
fe  trouvent  avec  les  mêmes  lignes  ; mais  que  dans  la  première 
où  le  plai\y.vfe  trouve , le  fécond  quarré  xx  à un  coefficient,  dont 
la  racine  quarrée  eft  plus  grande  que  la  moitié  du  coefficient 
— du  plan  xy , 6c  que  par  conféquent  cette  propriété  eft  com- 
mune à l’équation  du  cercle  6c  de  l’Ellipfc.  2°.  Que  quand yz 
n’eft  point  dans  l’équation  le  quarré  xx  à un  coefficient,  ce  qui 
n’arrive  pas  à l’équation  du  cercle.  30.  Que  les  trois  termes  con- 
nus rr , ^6,  ^ ne  font  pas  tous  trois  des  quarrez,  ce  qui  diftin- 
gue  encore  cette  équation  d’avec  celle  du  cercle. 

Si  l’on  fait  p—  2f , c’cft-à-dite,  le  paramétré  égal  au  diamètre , 

alors  on  aura  ^7  = 1 6c  mettant  cette  valeur  de  p dans  les  deux 

der- 
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dernieres  équations , elles  feront  précifémcnt  les  iftêmes  que 
celles  que  nous  avons  trouvées  pour  le  cercle , d’où  il  fuit  que  fi 
dans  une  équation  à l’Ellipfe  on  a p — zt , 6c  que  l’angle  MGI 
ou  fon  égal  MFA  foit  droit , l’Elliple  fera  un  cercle  ; mais  fi  on 
2.  p = 21  & que  l’angle  MGI  ne  foie  pas  droit,  l’équation  fera  à 
une  Ellipfe , ce  qui  arrive  lorfque  les  ordonnées  font  parallèles 
à l’un  des  deux  diamètres  conjuguez  égaux  qui  fe  trouvent  dans 
l’EUipfe. 

34.  Soit  une  demi-hyperbole  IM \(Fig.  n.)f  & une  droite 
AP  donnée  de  pofition  a laquelle  on  veut  rapporter  les  points  de 
l’hyperbole , je  fais  la  même  conftrutlion  que  pour  l’Ellipfe , 6c 
appellant  le  diamettre  RI  = 2t , le  demi-diametre  OI  = r , 6c 
donnant  aux  autres  lignes  les  mêmes  noms  que  ci-deffùs , j’ai 

AF=  ",PF  =— . donc  MG  = MP — FP — FG  = y — r. 
ôcOG=HF  = AF  — AH  = — — s. 

m 


s - « 

Or  par  la  propriété  de  l’hyperbole  on  2 p , RI  ::  GM , OG  — 

1 *T  1 1 ■ ^ ^ # 

OI , donc  y GM  = OG  — OI  ; 6c  mettant  dans  cette  équation 
les  valeurs  de  RI , GM,  OG,  on  aura  x~yz — ^_yx-+- 
— - yr ■+- — rx 4- - rr=~t  x* — ~ sx-his  — ff, 6c multipliant 
par  p,  puis  iivifant  par  2t,  6c  enfin  tranfpofant , on  aura 


r —£>*■+■  ~rx  + rr  = o. 


“P 

" lirai* 


Uf 


JX- 


.Üf 

n 

.«£ 

it 


& ce  fera  l’équation  de  l’hyperbole  rapportée  à la  droite  AP. 

Si  l’on  fait  « = o , ôc  par  conféqucnt  m—e  l’équation  fe  chan- 
gera en 

y1 — | ayr-f- -t  sx -+-  rr=o. 

_ .‘Jl 

It 


6c  dans  ces  deux  équations  les  quarrezjyy , xx  fe  trouvent  avec 
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le  même  ligne  plus  dans  la  première  fi  le  coefficient  ” — — eft 
une  grandeur  pofitive,  & au  contraire  ils  auront  différens  lignes 
fi  ce  coefficient  cil  négatif;  dans  la  fécondé  les  quarrez  font 
fous  différens  lignes.  20.  La  moitié  du  coefficient  du  plan  yx 
dans  la  première  eil  plus  grand  que  la  racine  quarrde  du  coeffi- 
cient ^ ~ du  quarré  x* , & c’eft  furtout  en  ceci  que  l’équa- 

tion de  l’hyperbole  différé  de  celle  de  l’Eilipfe  quand  le  plan  yx 
fe  trouve  dans  l’une  & dans  l’autre , de  même  que  lorfque  le 
plan  y*  ne  s’y  trouve  point  les  quarrez  _yl , x1  ont  différens  lignes 
dans  l’hyperbole,  & les  mêmes  fignes  dans  l’Ellipfc. 

Si  l’hyperbole  eft  équilaterc , on  aura p = it  ; donc  ~t  = \ , & 

mettant  cette  valeur  dans  les  deux  Equations  ci-dcffus , la  pre- 
mière fe  changera  en 


y1 — -yx-h—x1 — 2yr-4-  - rx-hrr—  o 

m * mm  s m 


& la  fécondé  en 


jx-f-rr 

m 

SS 


y1 — x* — iyr  -H  rx  -f-  rr  = o 

-+-  tt 

— ss 

Si  la  droite  AP  donnée  de  pofition  eft  du  côté  du  petit  axe  RS 
(Fig.  1 2.) , je  conftruis  de  même  que  ci-deffus , & au  centre  O 
je  mene  OH  perpendiculaire  fur  AE  ; j" appelle  AH  = j,  fit  OH 

= r , & j’ai  comme  auparavant  AF  = ~ , PF  = ^ , donc GQ 
= GP— PF— FQ=y — " — r,  &HF=  - — r, ou  1 — 
félon  que  le  point  F eft  en  delà  du  centre  O , ou  en  deçà , par 
rapport  à A; donc  GM =HF  = r£ — r,our — 

Or  par  la  propriété  de  l’hyperbole  le  quarré  de  l’ordonnée  GQ 
au  petit  axe  eft  au  quarré  de  la  moitié  du  grand  axe , plus  le  quarté 
de  l’ordonnée  correfpondanre  MG  comme  le  paramétré  du  petit 

axe  eft  au  petit  axe,  donc  GQ==ÏO-4-  MG  ::  p,ad,&  par 

confcquent  y GQ  = 10-4-  MG.  Mettant  donc  dans  cette  équa- 
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tion  les  valeurs  de  GQ , IO , ôcc.  on  aura  y yx — ~ yx  "1“  ~~ 
xl — -yr-l-  — rx  -+-  rr  = tt-h  — xx — — fie  mul- 

p y fflp  p mm  m 

tipliant  par  p,  puis  divifant  par  ad,  fie  tranfpofant,  on  aura 


_ tn  , nn  , . %n  , 

y1  — ^yx  ■+■  si. xi  - w •+-  ™ r*  n = ° 


-£#'■  '*-5« 

Jiui  fera  l’équation  de  l’hyperbole  rapportée  à la  droite  AP , où  il 
àut  obferver  que  le  quarté  tt  a le  figne  moins , au  lieu  que  dans 
h précédente  il  avoit  le  ligne  plus. 

Si  « = o , m=x=r,  cette  équation  fe  changera  en 


'-Xix—ï 


r#-f-rr  = 

-fa" 

-à" 


fie  fi  l’hyperbole  eft  équilatere , la  première  équation  fe  chan- 
gera en 


mm L 

((  , 
— AT1 


TAT- 


y'—^y*-^mm*x—*yr-*-n 

•+-  — ix  — tt 


■ SS 


fie  la  fécondé  deviendra 


y1  — x- — lyr  —H  sx  -+■  rr = o 
— K 
— rr 

î f.  Soit  une  hyperbole  SGV  (Fig.  i }.)  entre  les  afymptotes 
RT , RQ , fit  une  droite  AP  donnée  de  pofition  , a laquelle  il 
faut  rapporter  tous  les  points  de  l’hyperbole.  Je  conftruis  de  mê- 
me que  ci-deflùs , Ôc  de  plus  je  prens  fur  l’afymptote  RT  la  par- 
tie RT  égale  à AE  , enfin  concevant  que  tous  les  points  de  1 hy- 
perbole foient  rapportés  à la  droite  AP  par  des  lignes  parallèles  a 
l’autre  afymptote  R.Q,  j’appelle  AC=x , CR  =r , RT  = AE 
= e j TV=/> , Ôcc.  donnant  aux  autres  grandeurs  les  mêmes 
noms  que  nous  leur  avons  donnés  dans  les  conflruûions  précé- 
dentes. K'j 
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J’ai  donc  AF  = ~ , PF  = ^,  &par  conféquentGH=G? 

> — PF — FH=y  — — — r,  & RH=  AF — AC  = - — s. 

y m m 

Or  par  la  propriété  de  l’hyperbole  onaRHxHG  = RT  xTV  ; 
mettant  donc  dans  cette  équation  les  valeurs  de  RH , HG , &c. 
on  aura  — sy — -+-  — "£--y-sr=ep,S*.  multipliant  tout 

part»,  puis  divifant  par  e , & enfin  tranfpofant  on  aura 


xy xx y H — 

J m t 


. mjr 

x-h  — 


O 


— rx  — mp 

& ce  fera  l’équation  de  l’hyperbole  entre  les  afymptotes  rappor- 
tées à la  droite  AP. 


Si  la  ligne  donnée  de  pofition  eft  parallèle  à l’afymptote  RT 
(Fig.  14.),  & qu’on  demande  d’y  rapporter  tous  les  points  de 
l'hyperbole  par  des  droites  qui  fàffent  avec  elle  un  angle  aigu 
MPC  , du  côté  de  A , & différant  de  l’angle  des  afymptotes  ; je 
mene  de  l’extrémité  A une  droite  AB  parallèle  à MP  ; je  mène 
AE  parallèle  à l’afymptote  RQ  ; du  point  M je  mene  MN  paral- 
lèle à RT , fie  je  conftruis  le  relie  comme  ci-deffus.  Il  eft  évi- 
dent par  cette  conftruétion  que  les  coupées  AN  fur  AB  feront 
égales  aux  droites  MP , ordonnées  à AP,  ôc  que  les  ordonnées 
AIN  à la  droite  AB  feront  égales  aux  coupées  AP  de  la  droite  AP. 


JeprensRQ=  AE,  6c  je  mené  QV  parallèle  à RT  ; puis  ap- 
pelant AC=r , CR  = s , & donnant  aux  aptres  grandeurs  les 
mêmes  noms  qu’auparavant , j’ai  AF  ==  N F =*  , donc  MG. 


= MN , ou  AP,  — NF — FG=* — - — r , ôt  RG=GC  , 

' ' m 


ou  AF,  — RC=?  — r. 

m 

Or  par  la  propriété  de  l’hyperbole  on  a MG  x GR  = VQ 
xQR,  mettant  donc  dans  cette  équation  les  valeurs  de  MG , 
GR  , &c.  on  aura  — — sx—  r”yy  — ep,ôc  mul- 

* m mm  mm  1 

tipliant  pat  m , puis  divifant  par  r,  & enfin  tranfpofant,  on  aura. 


n w . ni  . msr 

y*—  s,yy— 7 *-*-7  y t =0 


— ry  — mp 

Or  en  confidérant  ces  deux  équations , on  voit  aifément  t°.. 
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Que  le  reélangle  yx  doit  toujours  s’y  trouver  parce  qu’il  n’a  poinc 
de  coefficient  que  l’on  puilTe  fuppofer  égal  à zéro.  20.  Qu’il  ne  s’y 
trouve  que  l’un  des  deux  quarrés  yy , xx,  lequel  s’évanouit  lors- 
que n eft  égal  à zéro.  Ainli  toute  équation  qui  aura  ces  conditions 
fera  à l’hyperbole  entre  les  afymptotes.  Pafibns  maintenant  aux 
équations  des  autres  courbes. 

36.  J’ai  expliqué  la  formation  & les  propriétés  de  la  cyfloïde , 
de  la  conchoïde , de  la  roulette  ou  cycloide , & de  la  fpirale  , 
dans  l’Ouvrage  intitulé  , Mefure  des  Surfaces  er  des  Solides  par  les 
Centres  de  Gravité,  ficc.  c’eft  pourquoi  je  me  contenterai  de  don- 
ner ici  l’équation  de  ces  courbes. 

Par  la  nature  de  la  cifloïde  ABC  ( Fig.  14.),  dont  l'axe  eft  la 
droite  AH,  Ôc  l’afymptote  la  droite  HI , on  a toujours  : : I IF,  FP, 
FA,  EF  ; appellant  donc  2r  le  diamètre  AH,  * l’abfcifle  AF , 
la  droite  FH  fera  2 r — x fie  la  droite  FP  moyenne  proportion- 
nelle entre  * fie  2r  — x , fera  V 2 rx  — xx , donc  ::  2r  — x 

Virx  — xx,  x , y fie  par  conféqucnt  l’ordonnée  EF=y 

— —il* donc  y1  — -r  1 ~T—~  & divifant  le  numérateur 

fie  le  dénominateur  par  2r — x , on  aura^I  = qui  fera  l’é- 

quation de  la  cifloide- 

37.  Dans  la  conchoïde  AIQ  (Fig.  1 y.)  l’afymptotc  CR  eft  per- 
pendiculaire à l’axe  AP , la  partie  AC  de  l’axe  peut  être  ou  égale 
ou  plus  grande , ou  moindre  que  la  partie  CP  ; nous  lafuppofe- 
rons  égale , 6c  il  fera  aifé  de  voir  ce  qui  arriveroit  fi  cela  n'étoit 
pas.  Le  point  P eft  le  pôle  de  la  courbe,  6c  fi  de  ce  point  on  mè- 
ne des  droites  PI , PQ , ficc.  à la  courbe  , la  partie  SI  compri- 
fe  entre  la  conchoïde  6c  l’afymptote  eft  toujours  égale  à la  droite 
AC.  Cela  pofé. 

Du  point  C pris  pour  centre , fie  du  rayon  CA  je  décris  le  quart- 
de  cercle  AEB  ; je  divifelc  rayon  AC  en  parties  égales  , fie  par 
les  points  de  divifion  menant  les  ordonnées  HI , TQ , ficc.  je 
rire  du  centre  C les  rayons  CE , CV , ficc.  aux  points  où  les  or- 
données coupent  la  circonférence , fie  du  pôle  P les  droites  PI , 
PQ , ficc.  aux  points  où  ces  mêmes  ordonnées  coupent  la  cour- 
be. La  droite  SI  étant  égale  au  rayon  AC  par  la  propriété  de  la. 
conchoïde,  eft  par  conléquent  égale  au  rayon  CE,  donc  SI,. 
CE  font  parallèles,  à caufe  qu'elles  font  égales  entre  les  paraller 

K iij. 
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les  III , TR  , & l’angle  IPA  eft  égal  à l’angle  ECA.  Prenant  donc 
pour  finus  total  la  droite  CP  ou  le  rayon  CAqui  lui  eft  égal,  la  droite 
CS  fera  égale  à la  tangente  AO  de  l’angle  ACE  ; or  El  eft  égale  à 
CS , donc  la  partie  El  de  l’ordonnée  HI  comprife  entre  la  circonfé- 
rence du  quart  de  cercle  ôc  la  conchoïde  eft  égale  à la  tangente  de 
l’angle  corrcfpondant  ACE  ou  de  l’arc  AE,  ôc  comme  la  même 
chofe  arrivera  partout,  il  s’enfuit  que  les  parties  des  ordonnées 
comprifes  entre  la  circonférence  du  quart  de  cercle  ôc  la  conchoï- 
de font  égaies  aux  tangentes  des  arcs  correfpondans  aux  finus  ver- 
fes  arithmétiquement  proportionnels  AH  , AT , ôte.  ainft  les  or- 
données entières  font  égales  aux  tangentes  plus  les  finus  droits 
HE,  TV , correfpondans  aux  finus  verfes  arithmétiquement  pro- 
portionnels AH , AT,  ôcc. 

Appcllant  doncrle rayon  AC,  s chaque  finusdroit,&  xcha- 
que  iinus  de  complément,  CH,  TC,  ôte.  chaque  tangente  AO 
fera  car  à caufc  des  triangles  femblablcs  CHE  , CAO,  on 

a a-,  s : : r,  - ; donc  chaque  ordonnée  fera  -|-r , ôt  parconfé- 
quent  _y=^  -H  s fera  l’équation  de  la  conchoïde. 

Maintenant  fi  fur  les  droites  PI , PQ , ôcc.  menées  du  pôle 
à la  courbe , on  prend  les  droites  SX  , MZ , ôte.  égales  cha- 
cune au  rayon  AC , ôc  que  par  les  points  P , X , Z , ôte.  on 
mené  la  courbe  PY  , on  aura  une  autre  conchoïde  appclléc  in- 
férieure dont  nous  trouverons  ainfi  l’équation. 

Du  point  I foit  abailféc  fur  l’afymprorc  CR  la  perpendiculaire 
IM , ôt  du  point  X la  perpendiculaire  XK , les  triangles  ISM , 
XKS  feront  égaux  ôt  équiangles  entr’eux,  ôt  au  triangle  HEC  ; 
donc  SM  = KS  = HE,  ôt  par  conféqucnt  KM  = aHE=ar. 

Or  l’ordonnée  NX  = CM  ou  HI  — KM , donc  NX  = ~ -+-  , 

— 2t  =lr  — s,  ôc  par  conséquent  ^ ~ — s fera  l’équation  de 

la  conchoïde  inférieure. 

• 

Si  CP  eft  plus  grand  ou  moindre  que  le  rayon  AC,  alors  les 
ordonnées  de  la  conchoïde  fupérieure  feront  égales  aux  tangen- 
tes des  arcs  d’un  quart  de  cercle , dont  le  rayon  fera  PC  plus  aux 
finus  droits  d’un  quart  de  cercle  dont  le  rayon  fera  AC,  ce 
qui  eft  vifible. 
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Pour  avoir  une  autre  équation  de  ces  deux  conchoïdcs > nous 
appellerons  AC  = SI  = r , IM  — HC  = x , CP  — b , parce  qu’il 
peut-être  plus  grand  ou  moindre  que  r,  HI  = CM=^,  donc 
PH  = b -4-  x ; or  les  triangles  femblables  PCS,  PHI  donnent 

HC  , IS  ::  CP,  SP,  donc  x,  r\  : b , ^ , & par  conféqucnt  SP 
= & IP  = r-t-  ir=  r~T~  i ma*s  dans  triangle  rectangle 

IHP , nous  avons  IH  -H  HP=  Pï , doncj1-*-  />'•■+•  2 Æx-t-x* 

__  r x -+■  .^Lx -h  uhrr  QUyixi  _j_  2frx',  *4  = r*xl  •+•  2 r*bx 

-+-bbrr;  6c  ordonnant  certe  équation  par  rapport  à l’inconnue  x, 
on  aura  *♦-+-  2 b xi  ■+■  b1  x1  -+-_yîJt*  = rlxl  2r'-bx  -+-  bbrr  qui  fera 
l’équation  à la  conchoïde  fupérieure. 

Par  rapport  à l’infériéure  appellant  CP  —b , SX  = SI  — AC 
= r , XK  = IM  = HC  = x & NX  =y , nous  aurons  PN  = PC 
— CN=i — x;  or  les  triangles  femblables  PNX , PCS  donnent 

CN,  SX  : : NP  XP,  donc  x,r:  — x,  & par  confis- 

quent XP  = — ~ mais  dans  le  triangle  rectangle  PNX , nous 

avons  PX=PN  x NX , donc  h_tLT~.1JHZr  ^.x\rL=  b'—zbx -+•  x* 

-î-y1  } ou  bbrr — ibrrx  -+-  r!x*  = blxx — zbxi  -+-x4  -H ^y'x1 , la- 
quelle étant  ordonnée  par  rapport  à x , fera  l’équation  a la  con- 
choïde inférieure  x*  — 2 b xi  -+-  b'x1  -+-y1xl  — r*x- — 2 rrbx-\-bbrr. 

On  peut  avoir  des  conchotdes  d’efpéce  différente  en  faifant 
CP , PS  : : SI , C A ou  CP’”,  PS’" , : : SI" , CA"  ; les  expofant  m , 
»,  marquent  tel  nombre  entier  ou  rompu  qu’on  voudra;  & alors 
appellant  CP  = b , PS  = x , SI  —y  &.  CA  = a , l’équation  fera 

anDw  ""  * 

1 8.  Dans  la  roulette  ou  cydoïde  ordinaire  ( Ftg.  1 6.  ) , la  partie 
HS  de  l’ordonnée  LS  comprife  entre  la  circonférence  du  cer- 
cle générateur  & la  courbe  , eft  égale  à l’arc  correfpondant 
AH  du  cercle  générateur  ; appellant  donc  l’arc  AH  = x,  & la 
partie  HS  =y , l'équation  eft_y  = x.  _ 

Dans  les  roulettes  racourcies  ou  allongées , HS  eft  a AH , 
comme  la  bafe  BC  à la  demi  - circonférence  AHB;  ainfi  appcl- 
lant  BC  = £,  la  demi  - circonférence  AHB  = a,  l’art  AH  = x & 
HS  =y , on  aura ,y , x . .b , a , donc  l’équation  el \ya  — xb  ou_y 
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jp.  Dans  la  fpirale  d’Archimedc  ( Fig.  17.  ) fi  l'ondivifc  la 
circonférence  du  cercle  générateur  BCDEFG,  en  pluficurs  par- 
ties égales , & que  des  points  de  divifion  on  niene  des  lignes 
au  cercle , on  trouvera  toujours  que  les  parties  comprifes  entre  la 
lpiralc  Ôc  le  centre  font  au  rayon  AB  comme  les  arcs  correfpon- 
dans BE , BF,  ôcc.  font  à la  circonférence  entière;  c’cft-à-dirc  , 
AP,  AC:  BC,  BCEG, appcllant  donc  AP==^,  AC=r,  BC  = * 
ôcBCEG  = <t,  on  aura^ , r : : x , a donc  l’équation  e(tay=rx. 

Si  l’cn  fait  ym,  r™  : : x"  , an , on  aura  yn:  a"  — rmx”  qui  fera  l’é- 
quation generale  pour  toute  forte  de  fpirales. 

On  peut  voir  ici  de  même  qu’à  l’égard  de  la  conchoïde  qu’il 
y a des  courbes,  dont  les  ordonnées^  partent  d’un  même  point, 
& par  conféquent  ne  font  pas  parallèles  entt’elles. 

Si  la  fpiralc  cft  de  telle  nature  que  les  quarrés  des  ordonnées  y 
foient  égaux  aux  arcs  correfpondans  multipliés  par  la  circonfé- 
rence entière , l’équation  cft  y1  = ax,  ôc  la  lpirale  s’appelle  fpirale 
parabolique  ; quelquefois  au  lieu  de  prendre  pour  ordonnées  de 
cette  fpirale , les  parties  des  rayons  comprifes  entre  le  centre 
ôc  la  courbe , on  prend  les  parties  comprifes  entre  la  courbe , ôc 
la  circonférence  du  cercle  générateur. 

40.  Si  après  avoir  divifé  en  parties  égales  la  circonférence 
BFGH  ( Fig.  t8)  d’un  cercle  ôc  mené  des  rayons  au  centre , 
on  prend  fur  ces  rayons  des  parties  AB , AC,  AD , ôcc.  en  pro- 
portion géométrique  defeendante , la  courbe  qui  paffera  par  les 
extrérhitez  de  ces  parties  s’appelle  fpirale  logarithmique  , parce 
que  les  arcs  correfpondans  BE  , BF , BG , ôcc.  forment  une 
progreffion  arithmétique  dont  les  termes  peuvent  par  oonféquent 
être  pris  pour  les  logarithmes  de  ceux  de  la  progreflion  géomé- 
trique. 

Comme  en  prenant  furie  rayon  AB  des  parties  en  progreflion 
géométrique  defeendante,  ce  rayon  ne  peut-être  épuifé  qu’à  l’in- 
fini , il  s’enfuit  que  cette  courbe  doit  faire  une  infinité  de  révo- 
lutions au  tour  du  centre  A avant  d’y  parvenir. 

L’équation  de  la  fpirale  logarithmique , ôc  celle  de'  la  loga- 
rithmique ordinaire  aont  nous  allons  parler,  dépendent  du  cal- 
cul différentiel  comme  on  verra  dans  la  fuite. 

41.  Une  droite  AS  (Fig.  19.)  étant  coupée  en  pattieégales 
infiniment  proches , fi  l’on  conçoit  que  fur  les  points  de  divi- 
fion il  s’élève  des  droites  AB,  CD,  EF,  ôcc.  en  progreffion 
géométrique  dont  la  droite  AC  foit  l’unité,  ôc  qu’enfuite  la  ligne 

AC 
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AC  étant  prolongée  vers  P on  conçoive  d’autres  lignes  LM , 
NO,  PQ,Ôcc.  qui  forment  la  fuite  defeendante  de  la  progref- 
fion,  la  courbe  QOMBDH  qui  pafle  par  l’extrémité  de  ces  lignes, 
fe  nomme  Logarithmique , les  droites  CD , EF , GH , ôcc.  font 
les  puiflances  pofitives  de  la  droite  CD  , & les  droites  LM, 
NO,  PQ,  6tc.  qui  font  au-deflbus  de  l’unité  AB  font  les  puif- 
fances  négatives  de  la  même  droite  CD,  les  abfciffes  AC,  AE, 
AG  , ôcc.  étant  en  progrcflion  arithmétique  font  les  logari- 
thmes des  puiflances  pofitives  ; le  logarithme  de  l’unité  AB  eft 
zéro , & les  abfciflcs  AL , AN , AP , &c.  qui  prennent  une  rou- 
te oppofée  aux  premières  font  les  logarithmes  des  puiflances 
négatives. 

Où  il  faut  obferver  que  de  même  que  dans  les  nombres  les 
logarithmes  des  grandeurs  moindres  que  l’unité  font  négatifs  , 
de  même  les  logarithmes  des  lignes  moindres  que  celle  qu’on 
prend  pour  l’unité  prennent  une  route  oppofée  à celle  des  loga- 
rithmes des  grandeurs  qui  font  au-deflùs  de  l’unité,  & c’eft  de 
cette  façon  qu’on  diftinguc  les  grandeurs  pofitives  lorfqu’on  ap- 
plique l'Algèbre  à la  Géométrie  , ce  que  nous  expliquerons 
mieux  dans  le  Chapitre  fuivant. 

Toute  progrcflion  géométrique  defeendante  pouvant  être  con- 
tinuée à l’infini , il  eft  vifible  que  les  droites  AB  , LM , NO  , 
PQ,  ôcc.  peuvent  être  en  nombre  infini,  & que  par  conféquent 
la  courbe  ne  parviendra  jamais  à toucher  la  droite  AP  ; ainfi 
AP  eft  l’afymptore  de  cette  courbe. 

42.  Si  1 on  divife  la  circonférence  d’un  quart  de  cercle  ABC 
(Fig.  20.)  en  plufieurs  parties  égales , & qu’ayant  mené  des  points 
de  divifion  des  rayons  au  centre  , on  divife  le  rayon  AB 
en  un  même  nombre  de  parties  égales  aux  points  H , I , K , 6c 
que  par  ces  points  on  mene  des  parallèles  au  rayon  BC  jufqu’à  la 
rencontre  des  rayons  BE , BF , BG  , ôcc.  la  courbe  ALMNO , 
qui  pafle  par  les  points  de  rencontre  L , M , N , ôcc.  s’appelle  la 
quadratrice  de  Dinojlrate. 

Par  la  conftruélion  de  cette  courbe  l’arc  AE  eft  à la  circonfé- 
rence AEC , comme  l’abfcifle  correfpondante  AH  eft  au  rayon 
AB.  Appellant  donc  l’arc  AE  — x,  la  circonférence  AEC  — a , 
l’abfciflc  AH==y,  ôc  le  rayon  AB  = r,  on  aura  x,  a::y,r , 
donc  l’équation  eft  rx=ay. 

Cette  courbe  eft  appellée  quadratrice , parce  qu’on  auroit  la 
Quadrature  du  cercle  fi  on  pouvoit  trouver  le  point  O où  elle  cou- 
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pe  le  rayon  BC , ce  que  l'on  démontre  de  cette  façon. 

Soit  le  point  O {Fig.  21.),  le  point  on  la  quadratrice  coupe  le 
rayon  BC  , je  dis  que  la  circonférence  AFC  eft  troiliéme  pro- 
portionnelle aux  deux  droites  BO,  BC,  ôt  que  par  conféquent 
on  peut  trouver  une  ligne  droite  égale  à la  circonférence  Ab  C. 
Si  on  veut  que  BO  ne  foit  pas  troifiéme  proportionnelle  à la  cir- 
conférence AFC , & au  rayon  BC , la  troifiéme  proportion- 
nelle à ces  deux  lignes  fera  donc  ou  plus  grande  que  BO  , ou 
moindre  ; fuppofons  la  d’abord  plus  grande  & égale  à BS.  Du 
point  B je  décris  le  quart  de  circonférence  SP , &c  du  point  G 
où  cette  circonférence  coupe  la  quadratrice , j’abaifle  la  perpen- 
diculaire GR  fur  le  rayon  BC.  Par  la  conftruélion  j’ai  donc  : : 
AFC,  BC,  BS, mais  BC,  BS::  AFC,  PGS,donc  AFC,  BC 
: : AI  C,  PGS,  & par  conféquent  BC  = PGS.  Or  par  la  pro- 
priété de  la  courbe  on  a AFC , FC  : : AB  ou  BC  , QB  ou  GR , 
& par  la  fimilitude  des  quarts  de  cercle  on  a AFC,  FC  : : PGS, 
GS,  donc  PGS,  GS  : : BC  , GR  , & mettant  au  lieu  de  BC  fa 
valeur  PGS,  on  aura  PGS,  GS  : : PGS  , GR  , doncGS  = GR, 
c’cft-à-dire  l’arc  GS  eft  égal  à fon  finus  , ce  qui  eft  impoiïiblc. 
Donc  il  eft  impoftible  que  BS  plus  grand  que  BO  , foie  troifiéme 
proportionnelle  à la  circonférence  AFC  & au  rayon  BC. 

Suppofons  maintenant  que  cette  troifiéme  proportionnelle  foit 
moindre  que  BO  & égale  à BQ  {Fig.  22.)  donc  ::  AFC,BC, 
mais  BC  , BQ  : : AFC , PTQ  ; donc  AFC  , BC  : : AFC, 
PfQ,  donc  BC  = PTQ.  Or  par  la  nature  de  la  courbe  on  a 
AFC,  FC  ::  AB  ou  BC  , RB  ou  GQ,  & par  la  fimilitude  des 
quarts  de  cercle  on  a AFC  , FC  : : PTQ  , TQ  , donc  PTQ , 
TQ::  BC,  GQ,  & mettant  au  lieu  de  BC  fa  valeur  PTQ,  on 
aura  PTQ , TQ  : : PTQ,  GQ,  d’où  l’on  tire  TQ  = GQ,  c’eft- 
à-dire,  l’arc  TQ  égal  à fa  tangente  GQ  , ce  qui  eft  impoffible. 
Donc  il  eft  impoflible  auffi  que  BQ  moindre  que  BO  foit  troifié- 
me proportionnelle  à la  circonférence  AFC  & au  rayon  AC; 
donc  il  faut  néçeflairement  que  BO  foit  cette  troifiéme  propor- 
tionnelle. 

43.  Outre  les  courbes  dont  nous  venons  de  parler,  les  Géo- 
mètres en  ont  inventé  & en  inventent  tous  les  jours  une  infinité 
d’autres , dont  on  trouve  les  équations  de  la  môme  façon  que  ci- 
defius. 

Nous  avens  léja  dit  qu’il  y a deux  fortes  de  courbes  , les  unes 
appelléesgftrHr.Y^Hfj  ou  algébriques , dont  on  peut  exprimer  la 
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nature  par  des  équations  qui  ne  fuppofenr  aucune  quadrature, 
telles  que  font  les  fedions  coniques  , la  ciffoïde,  &c.  fit  d’au- 
tres appellécs  mùhaniqites  ou  tranfc<nd;ntes  parce  que  leurs  équa- 
tions f'uppofent  quelques  qua  dratures , comme  la  lycloïde , la  qtta- 
dratrict , ficc.  Or  par  rapport  aux  courbes  géométriques  on  peut 
trouver  une  équation  générale  qui  les  repréfente  toutes  ; car  les 
produits  qui  compofent  les  équations  de  ces  courbes , font  ou  des 
produits  de  quelques  puifTances  des  y ou  des  x multipliées  par 
des  coefficients  connus , ou  des  produits  de  quelques  puifTances 
de_y  multipliées  par  des  puifTances  des  x , ou  enfin  des  produits 
tous  connus,  fit  par  conféquent  on  peut  exprimer  ces  équations 
par  l’équation  générale  , 

aym  -J-  bx"  -+-  <-yx‘  -i-df=o 

Et  pour  en  être  convaincu  foit  l’équation  particulière  y1 — Px 
= o , qui  eft  l’équation  à la  parabole  quarrée  ; comparant  donc  les 
termes  de  cette  équation  avec  ceux  de  l’équation  générale , on 
aura yl  = aym,  donc  a=  i , fit  »i  = 2,on  auraauffi  — px—bx" , 
donc  — p — b,  Sc  i=n;  mettant  donc  ces  valeurs  dans  les  deux 
premiers  termes  de  l’équation  générale  , ôc  effaçant  les  autres 
elle  fe  changera  eny — px  = p , qui  eft  la  même  que  l’équation 
particulière. 

De  même  foit  l’équation  particulière  ‘^yy~+-xx — ±dd=o  , 
qui  eft  l’équation  à l’Eliipfe  ; comparant  cette  équation  avec  1 é- 
quation  générale , les  deux  premiers  termes  donneront  -yy  = 

aym , donc  i = <a,  ÔC2  = r». 

Les  deux  féconds  termes  donneront  xx  — bx" , donc  i = 5 ôc 
2 = n;  enfin  les  deux  derniers  termes  donneront  —\dd—dj  ; 
mettant  donc  ces  valeurs  dans  l’équation  générale  dont  on  effa- 
cera le  troifiéme  terme , elle  fe  changera  en  j_y_y  -+■-'* — -jdd=o 
qui  eft  la  même  que  l’équation  particulière , fie  ainfi  des  autres. 
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CHAPITRE  IV- 

Ve  la  maniéré  d’exprimer  en  lignes  les  produits  Algébriques 
& les  quantités  négatives  & pofitives. 

44.  J A Ans  les  problèmes  qui  concernent  les  furfaces , les  pro- 
I J duits  algébriques  de  deux  dimenfions  marquent  un  rec- 
tangle, ainfi  ab  lignifie  le  rectangle  de  la  ligne  a par  la  ligne  b , 
& de  même  des  autres. 

S’il  fe  trouve  un  produit  de  plus  de  deux  dimenfions  , il  eft  or- 
dinairement divifé  par  d’autres  dimenfions  qui  le  reduifent  à deux 
& fi  par  hafard  il  n’y  avoit  point  de  divifeurs , il  faudrait  fuppofer 
l’unité  ou  un  produit  de  l’unité  multipliée  par  elle  même  autant 
de  fois  qu’il  le  faut  pour  réduire  le  numérateur  à deux  dimenfions  ; 

par  exemple  dans  ^ le  produit  abc  qui  a trois  dimenfions  cft  ré- 
duit à deux  par  le  divifeur  d ; de  même  dans  ~i  le  produit  abcd 

qui  a quatre  dimenfions  cft  réduit  à deux  par  le  divifeur  1 x 1 qui 
en  a deux. 

Pour  exprimer  en  lignes  ces  fortes  de  produits , voici  comme 
on  fait:  foit  le  produit  dont  chaque  lettre  marque  une  ligne 

connue , je  prens  une  quatrième  proportionnelle  au  dénomina- 
teur d,  & aux  deux  premières  grandeurs  a,  b , du  numérateur, 

& j’ai  d j a : : b , ~ J je  fais  ^ =>n , & mettant  dans  le  produit 
~ la  grandeur  m au  lieu  de  fo»  égale  j j’ai»wc  = ~ . 

De  même  foit  le  produit  ^ , je  prens  une  quatrième  pro- 
portionnelle aux  trois  grandeurs  h,  a,  b , ce  qui  me  donne  h , a 
;:b,j-,  je  fais  & mettant  dans  le  produit  la  grandeur 

m au  lieu  de  fon  égale  ^ , j’ai  n~  = J je  prens  une  quatriè- 
me proportionnelle  aux  trois  grandeurs  / , m , c , ce  qui  me  don- 
nc  l,m  ::  cymj t je  fais  #=“,  & mettant  dans  le  produit  -j- 

la  grandeur  n au  lieu  de  fon  égale  ~ , j’ai  nd~^  — ^ , ainfï 
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le  rectangle  de  la  ligne  n par  la  ligne  d eft  égal  au  produit 
Soit  encore  le  produit  ~ , je  ptens  pour  l’unité  une  ligne 

arbitraire  que  j’appelle  p , & par  conféqucnt  le  produit  eft  — 1 , 

je  ptens  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes  p , a , b , . 

ce  qui  donne  p , a : : b , ^ ; je  fais  m = - ôc  fubftituant  cette 
f t 

valeur  dans  le  produit  ~ y j’ai  ~ = ~ , je  prens  une  quatriè- 
me proportionnelle  aux  trois  lignes  p , m,c,  ce  qui  donne/», 
tn  : : c,  ~ -r  je  fais  n = ~ f ôc  fubftituant  cette  valeur  dans  ~ t 
i ai  tid— — = — = — , ôc  ami!  des  autres. 

Il  eft  libre  de  prendre  pour  l’unité  telle  ligne  que  l’on  voudra , 
mais  quand  une  .fois  on  l’a  choifie  , on  ne  doit  pas  la  changer 
dans  un  même  problème. 

4 y.  Dans  les  problèmes  qui  regardent  les  folides , les  produits 
de  trois  dimenlions  fignifient  des  parallelcpipedes  ; ainli  abc 
marque  le  parallelepipede  fait  fur  les  trois  lignes,  a ,b,c;  ai , 
eu  aaa  marque  le  cube  de  la  ligne  a , Ôc  ainli  des  autres. 

S’il  fe  trouve  des  produits  de  plus  de  trois  dimenfions,  ils 
font  ordinairement  divifés  par  les  grandeurs  qui  les  reduifent  à 
trois,  & s’ils  n’ont  point  de  divifeurs , il  faut  fous  enrendre  l’u- 
nité multipliée  par  elle-même  autant  de  fois  qu’il  le  faut  pour 
faire  qu’il  n’y  ait  que  trois  dimenfions. 

Par  exemple,  dansai  le  produit  abcd  eft  réduit  à trois 

dimenfions  par  le  divifeur  / , ôc  pour  exprimer  ce  pro- 
duit , je  prens  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  li- 
gnes f j a,  b , ce  qui  donne/,  a ::  b , y y jefaism  = y y ôc 

fubftituant  cette  valeur  dans  le  produit , j'ai  med  — , donc 

le  folide  fait  fous  les  trois  lignes  m , c,  d , eft  égal  au  produit 

abcd 

T» 

Demême  pour  exprimer  le  produit , comme  ledivifeur/ 

ne  diminue  le  numérateur  que  d’une  dimenfion , ôc  qu’il  en  re- 
lie encore  quatre  au  lieu  de  trois  , je  fuppofe  f multiplié  par  i , 
ce  qui  ne  gâte  rien,  parce  que  l’unité  n’augmente  point  le  divi- 

L iij 
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feur  f , Sc  faifant  p = i , le  produit  eft  ; je  prens  une"  qua- 
trième proportionnelle  aux  trois  lignes  p , a , b , ce  qui  donne 

р,  a ::  b , — f je  fai sm=~y  & fubftituant  cette  valeur  dans 

le  produit  ) ai  7 )c  prens  une  quatrième  proportion- 

ncile  aux  trois  lignes/,  m , c,  ce  qui  donne  f,  m : : c , , je  fais 

rot  . 1 j mcit  •»  • » mede  abede 

» = -7-  . & mettant  cette  valeur  dans  —r  1 ai  ndc  — -?-=  — rr 
f 7 f ' f fl 

= ~~  , & ainfi  des  autres. 

46.  Dans  les  problèmes  qui  concernent  les  lignes  , les  pro- 
duits doivent  toujours  être  divifés  par  des  grandeurs  qui  les  ré- 
duifcntà  une  feule  dimenfion,ou  par  l’unité  fous  entendue  &.  mul- 
tipliée par  elle-même  autant  de  lois  qu’il  le  faut.  Pour  exprimer 

~ , on  prend  une  quatrième  proportionnelle  m aux  trois  lignes 

с , a , b t & la  ligne  m eft  égale  au  produit^. 

Pour  exprimer  ~~ — h-\-  -+-  r , je  prens  une  quatrième 

proportionnelle  m aux  trois  lignes  e , a , b , & j’ai  m=“j,  donc 
— Ie  prens  une  quatrième  proportionnelle  n aux  trois 

lignes &jai  »=  j,  donc  - = —=  — y )e  prens 
une  quatrième  proportionnelle  p aux  trois  s , n,  d , & j’ai  p 
— =■  , delà  je  pafle  au  produit  y & prenant  une  ligne 

arbitraire  q pour  l’unité , j’ai j-  y je  prens  une  quatrième  pro- 
portionnelle t aux  trois  q, g,  i,  & j’ai  t — donc^=^  , je 
prens  une  quatrième  proportionnelle  u aux  trois  g,  r,  /,  & j’ai  u 
= i = « ’ metunt  donc  dans  la  grandeur  propofée  les  lignes 
p & c « au  lieu  de  leur  valeurs , j’ai  p — h -+-«-f-r  = — h 

H-  ~~  -+-  r , j’ajoute  enfemble  les  trois  lignes  p ,u , r , j’en  re- 
tranche la  ligne  h , & le  refte  que  j’appelle  * eft  une  ligne  égale 
à la  grandeur  propofée , & ainfi  des  autres. 

47*  On  fait  qu’il  fe  trouve  fouvent  dans  les  Equations  des 
racines  vrayes  ou  pofitives  qui  ont  le  figne  plus , & des  racines 
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faillies  ou  négatives  qui  ont  le-  ligne  moins  ; or  pour  exprimer 
ces  fortes  de  racines , on  s’y  prend  de  cette  façon. 

Suppofons  que  dans  une  équation  le  point  A {Fig.  23.)  foit 
1 origine  des  abfcifles  x prifes  de  A vers  B,  & que  les  droites 
RO,  SQ,  menées  du  côté  de  O par  rapport  à la  droite  AB 
foient  les  ordonnées  y ; fi  on  veut  les — *,  on  prendra  lesabf- 
cilTes  non  plus  de  A vers  B;  mais  de  A vers  le  côté  oppofé  P; 
fi  on  veut  les  -+- y correfpondans  aux  — x , on  prendra  les  abf- 
cifics  vers  P , & on  élevera'les  ordonnées  HL,  IK  du  même 
côté  de  Q par  rapporta  la  droite  PB;  mais  fi  on  veut  les — y 
correfpondans  aux — x,  on  prendra  les  abfcifles  de  A vers  P, 
& on  mènera  les  ordonnées  HV , IT,  ôte.  du  côté  oppofé  à 
Q par  rapport  à la  droite  PB,  enfin  fi  on  veut  les — y correfi 
pondans  aux  +x,  on  prendra  les  abfcifles  de  A vers  B , & on 
mènera  les  ordonnées  RM,  SN,  &c.  du  côté  oppofé  à Q;  de 
façon  que  les  grandeurs  négatives  fe  prennent  toujours  du  côté 
oppofé  aux  grandeurs  pofitives,  & c’eft  ce  qui  diflinguc  les  unes 
des  autres. 

Pour  mieux  entendre  ceci , faifons  en  l’application  en  cher- 
chant quelle  eft  la  route  que  doit  prendre  une  demi-parabole 
de  quelque  genre  quelle  foit  lorfqu’on  veut  la  continuer  au- 
delà  de  l’angle  fait  par  l'axe  & par  la  tangente  au  fommet. 

48.  L’équation  générale  pour  toutes  les  paraboles  efty’”  = ar 
**;  or  il  peut  arriver  ou  que  l’expofant  m de  y foit  pair,  & l’expofant 
n de  x foit  impair,  comme  dansy4— </*3  ;ou  que  l’expofant  dey  foie 
impair  & celui  de  x pair , comme  dans  yi^ax1  ; ou  enfin  que  les 
deux  expofans  foient  impairs  comme  dansy3  = aax  ; carlorfquc 
les  deux  expofans  font  pairs  comme  ài<nsy*=aaxx, tirant  la  racine 
quarrée  de  part  & d’autre  autant  qu’on  pourra  , on  réduira  l’équa- 
tion à des  dégrés  moins  élevés  ; par  exemple  y4  = aaxx  fe  réduira 
ày1  = <j.v  qui  eft  la  parabole  quarrée,  de  mêmey8  = a4  *4  fe  ré- 
duira d’abord  à y4  ==  aaxx  , & enfuite  à y-=ax. 

Quand  l’expofant  de  y eft  pair  & celui  de  * impair  comme 
dansy4  = axrî,  la  racine  dey4  peut  être  ou  -4-y  on — y;  car  l’une 
& l’autre  étant  élevée  à la  quatrième  puiflance , donnent  -f-y4  ; 
mais  la  racine  de  x ne  peut  être  que-+-v  & non  pas  — x , à 
caufe  que — * élevé  à la  troifiéme  puiflance  donne  — *3  au  lieu 
de  — i-.vî , donc  dans  ces  paraboles  les  .r  font  toujours  pofirifs  , 
Ôclcsy  peuvent  être  pofitifs  eu  négatifs;  fuppofant  donc  que  la 
demi- parabole  ABC  (f/g.  24.)  foit  de  cette  efpéce  , ü on  veut 
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la  continuer  au-delà  de  l’angle  F*AD , il  faudra  que  ce  foit  dans 
l’angle  BAP,  parce  que  les  droites  AE,  AG,  &c.  qui  font  les 
x étant  toujours  pofitives  doivent  aufli  fe  prendre  toujours  en  ti- 
rant de  l’origine  A vers  B , & non  pas  de  A vers  R qui  cft  le  côté 
oppofé , mais  comme  les  y peuvent  être  pofitives  ou  négatives , 
on  pourra  les  prendre  ou  du  côté  de  C où  font  les  pofitives  EF  , 
GH , &c.  ou  au  côté  de  L où  font  les  négatives  EM , GN , &c. 

Dans  ce  cas , fi  on  vouloit  tranfpoferlcs  termes  de  l’équation, 
on  auroit  — a.vt  = — y*  qui  reprelènteroit  une  courbe  imaginaire, 
parce  que — y * eft  une  grandeur  impofiible  qui  n’a  point  de 
racines. 

Quand  l’expofant  de^  & celui  de  x font  impairs , comme  dans 
yi  = aax,  la  racine  de_y?  ou  y’"  ne  peut  être  que  -\-y , de  même 
que  la  racine  de  a"  ne  peut  être  que  -+-* , parce  que — y ou — x 
élevé  à un  degré  impair,  donnent  — au  lieu  de -H;  fuppofant 
donc  que  la  demi  - parabole  ABC  ( Iig.  a s . ) foit  de  cette  efpé- 
ce , on  ne  pourroit  la  continuer  , ni  dans  l’angle  QAB  , parce 
qu  alors  les  ordonnées  deviendroient  — y,  ni  dans  l'angle  QAR, 
parce  que  les^  & les  x deviendroient  négatifs , ni  enfin  dans 
l’angle  RAP , parce  que  les  x deviendroient  négatifs  ; mais  com- 
me en  tranfpofant  les  termes  de  l’équation  , on  a — aux 
— — yï  qui  eft  encore  la  même  équation  , n’y  ayant  aucune 
grandeur  imaginaire , & qu’alors  les  y & les  x deviennent  né- 
gatifs , parce  la  racine  de — y'  ou — y"  eft  — y , & la  racine  de 
— xn  eft  — x , prenant  les  abfcifles  de  A en  R qui  eft  le  côté 
oppofé  à AB , & les  ordonnées  du  côté  de  M oppofé  à C par 
rapport  à la  droite  RB , la  demi  - parabole  pourra  lé  continuer 
dans  l’angle  QAR,  & c’eft  la  route  que  prend  la  première  pa- 
rabole cubique , & toutes  les  autres  comprifes  dans  ce  fécond 
cas. 

Enfin  quand  l’expofant  de  y cft  impair  & l’expofant  de  x pair , 
comme  dans  y>  = axx , alors  la  racine  de  y"  ne  peut  être  que 
~\-y , mais  la  racine  de  x * peut  être  -+-  x ou  — x;  & par  con- 
séquent les  x peuvent  être  pris  d’un  côté  ou  d’autre  de  l’origine , 
mais  les_y  doivent  être  pris  du  même  côté  par  rapport  à l’axe  RB, 
fuppofant  donc  que  la  demi  - parabole  ABC  ( Fig.  2 6.  ) foit  de 
cette  cfpécc,  il  faut  la  continuer  dans  l’angle  RAP,  & non  dans 
l’angle  R.AQ , ni  dans  l’angle  BAQ , & l’on  ne  peut  pas  tranfpo- 
fer  les  termes  de  l'équation  en  faifant — axx  — — _y3 , parce  que 
.! — xx  deviendroit  une  grandeur  imaginaire. 

Toutes 
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Toutes  les  paraboles  de  quelque  degré  que  ce  foient , pren- 
nent donc  ou  la  route  de  la  Figure  24,  ou  celle  de  la  Figure  2 y , 
ou  celle  de  la  Figure  26 , & on  ne  fauroit  en  imaginer  d’autres. 


CHAPITRE  V 

Des  lieux  Géométriques. 

4P-  C''  Oient  deux  lignes  droites  RB  , PQ  ( Fig.  27.  ) faifant  en- 
^ tr’elles  un  angle  quelconque  ; foit  A le  point  d’origine 
des  abfciftes  x prifes  de  A vêts  B , ôc  les  ordonnées  HI , KL  , 
&c.  parallèles  à PQ  , & prifes  du  côté  de  P par  rapport  à la 
droite  RB,  la  ligne  AIK  qui  pafle  par  les  extrémités  acs  ordon- 
nées s’appelle  le  Heu  géométrique  de  ces  ordonnée  , ôc  fi  le  rap- 

fiort  des  ordonnées  aux  abfciftes  eft  exprimé  par  une  équation  , 
a ligne  AIK  fera  le  lieu  de  l’équation. 

Or  comme  tout  lieu  doit  contenir  non-feulement  les  racines 
vrayes  , mais  encore  les  racines  fàuftes  d’une  équation  ; c’eft-à- 
dirc  non-fculenient  les-4-_y  &-+-*;  mais  encore  les — y ôc  les 
— il  eft  évident  que  ce  lieu  peut  être  continué  ou  dans  l’an- 
gle PAR  ou  dans  l’angle  RAQ , ou  dans  l’angle  QAB  félon  la 
nature  de  l’équation. 

Par  exemple  fi  l’équation  cftyy  = ax  qui  eft  la  parabole  quat- 
rée , nous  avons  vû  ci-defTus  que  la  ligne  AHC  ( Fig.  24.  ) eft  le 
lieu  des^  pofitifs  correfpondans  aux  x pofitifs;  ôc  comme  dans 
cette  équation  il  n’y  a que  les^  qui  puifTent  être  pofitifs  ou  négatifs, 
nous  avons  vû  aufti  que  cette  courbe  doit  être  continuée  dans 
l’angle  PAB,  de  façon  que  la  courbe  AML  eft  le  lieu  de  tous 
les — y , ôc  la  courbe  entière  CAL  eft  le  lieu  de  toutes  les  raci- 
nes pofitives  ou  négatives  de  l’équation. 

Si  l’équation  eftj»3  = axx  qui  eft  la  fécondé  parabole  cubique  , 
nous  avons  vû  que  la  courbe  AC  {Fig.  2 6.  ) eft  le  lieu  de  tous 
les-Ky,  6c  comme  dans  cette  équation  il  n’y  a que  les  x qui 
puifTent  être  pofitifs , ou  négatifs , nous  avons  vû  aufti  que  la 
courbe  AM  renfermée  dans  l’angle  RAP  eft  le  lieu  de  tous  les 
y correfpondans  aux  — .v  ; de  forte  que  la  courbe  entière  CAM 
eft  le  lieu  de  tous  les  y correfpondans  aux  -t-  * ôc  aux  — x. 

Si  l’équation  eft_y  = .v,  il  eft  vifibleque  la  ligne  AIK  ( T/g.  27.) 

M 
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qui  patte  par  l’extrémité  des  y eft  une  ligne  droite , fit  comme  en 
tranipofant  on  aura  — x = — y , il  eft  encore  évident  que  ce  lieu 
ne  peut  être  continué  que  dans  l’angle  RAQ  où  les  .v  fit  les  y 
deviennent  négatifs , fit  que  par  conféquent  la  droite  VX  cil  le 
lieu  de  tous  les  y polirifs  ou  négatifs. 

Si  l'on  nomme  AB  =a  ( Fig.  27.  ) , BV  =b , les  abfcifles  AH, 
AL=  x,  fit  les  ordonnées  tfl , LK  ôte .=y , fit  qu’on  ait  tou- 
jours a , b::x  ,y  , l’équation  fera  y = j fit  la  ligne  AV  qui  eft 
le  lieu  de  tous  les  -+-y  fera  droite  ; & comme  en  tranfpofant  on 
aura  — - = — y ou  lésa-  fie  les  y font  négatifs,  il  eft  évident 

que  la  ligne  V A prolongée  dans  l’angle  RAQ  fera  le  lieu  de  tous 
les  j pofitifs  ou  négatifs. 

jo.  On  dit  qu  un  lieu  eft  du  premier  degré , lorfque  dans  l’équa- 
tion qui  1 exprime  les  inconnues  x , y , ne  font  qu’au  premier  dé- 
g.ré  & ne  fe  multiplient  point  entr’ellcs  ; qu’il  eft  du  Jecond  degré , 
lorfque  les  inconnues  ou  l’une  des  deux  eft  au  fécond  dégréj  ou 
qu  elles  fc  multiplient  entr  elles , qu’il  eft  du troifiéme  degré , lorf- 
que les  inconnues  ou  1 une  des  deux  eft  à la  troifiéme  puiffancc, 
ou  que  le  quarré  de  1 une  eft  multiplié  par  la  première  puifiance 
de  l’autre,  ôte. 

De  la  conjlruüwn  des  Lieux  du  premier  degré. 

y t.  Nous  avons  déjà  dit  ( AJ.  4 6.  ) de  quelle  maniéré  on  peut 
trouver  une  ligne  droite  égale  a une  fraclion  - ou  à plufieurs 

~-h  jjg- y dont  les  dénominateurs  n’ont  qu’un  terme,  i 

Mais  fi  la  fraclion  ou  les  fra  fiions  avoient  des  dénominateurs 
qui  fulfent  compofés  de  plufieurs  termes,  voici  comme  on  fera, 

foit  la  fraflion  , dont  le  dénominateur  eft  compofé  des 

deux  termes  bb  , af , je  prens  une  ligne  arbitraire  pour  l’unité, 
par  exemple  la  ligne  a qui  eft  une  des  lignes  qui  entrent  dans  la 
fraclion  ; je  fuppofe  que  le  dénominateur  bb-\~  af  foit  divifé  par 
cette  ligne  , ce  qui  ne  gâte  rien , parce  que  l’unité  ne  divife  pas  ; 

• r . bb-^-if  I b , 

ainn  ;ai  — — ou  - je  prens  une  quatrième  proportion- 

nelle m aux  trois  lignes  a , b , b,  fit  ajoutant  à m la  ligne  f>  j’ap- 
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pelle  la  fomme  = n,ainfi  j’ai  Se  multipliant  par*»,  j'ai 

an—bb-\-af  \ je  mets  an,  au  lieu  du  dénominateur  bb  •+•  af  dans 
la  fradion  propofée  , & j’ai  ou-- — — qui  eft  une  fra- 

dion  dont  le  dénominateur  n’a  qu’un  terme  ; après  quoi  il  m’eft: 
facile  de  trouver  une  ligne  droite  égale  à - — ■ comme  ci- 

deflus. 

Pour  trouver  une  ligne  égale  à la  fradion  f ie  prcns 

une  ligne  arbitraire , par  exemple  la  ligne  a , & fuppofant  que  le 

dénominateur  de — a/;-(-c7eftdivifé  par  cette  ligne,  j’ai  — 

qui  eft  une  fradion  dont  le  dénominateur  eft  (impie,  je  cherche 
une  ligne  m égale  à cette  fradion , ôc  multipliant  de  part  ÔC 
d’autre  par  a,  j’ai  am=de — ah-\-cI,  je  mets  cette  valeur  dans 
la  fradion  propofée  , & j’ai  °b‘  ~l~—~ — — , ainfi  il  m’eft  aile  de 
trouver  une  ligne  égale  à cette  fradion. 

Pour  Trouver  une  ligne  égale  à une  fradion  ^ , dont  le  numé- 
rateur St  le  dénominateur  eft  d’un  même  nombre  de  dimenfions, 
je  prens  une  ligne  arbitraire  pour  l’unité , par  exemple  b,  & je 
fuppofe  que  le  numérateur  ab  eft  multiplié  par  cette  ligne , ce  qui 

ne  gâte  rien  , parce  que  l’unité  ne  multiplie  pas , 6c  j’ai  ~j  après 
quoi  je  trouve  aifément  une  ligne  égale  à cette  fradion. 

De  même  pour  trouver  une  ligne  égale  à la  fradion  ^ 

où  les  termes  du  numérateur  & ceux  du  dénominateur  ont  un 
même  nombre  de  dimenfions,  je  prens  pour  l’unité  la  ligne  a, 
6c  fuppofant  que  les  termes  du  numérateur  font  multipliés  pat 

cette  ligne , j’ai  & j’acheve  le  refte  comme  ci- 

deflits. 

Pour  trouver  une  fradion  égale  à plufteurs  fradions  f-bj 
•+•  j j je  prens  pour  l’unité  la  ligne  a , & t fuppofant  que  les  nu- 
mérateurs font  multipliés  par  cette  ligne  , j’ai  “ -f-  j -t—  ^ 9 îe 
cherche  une  ligne  m égale  à la  fomme  de  ces  fradions , ce  qui 
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donne J je  divife  de  part  6c  d'autre  para,  6c 

*»  • m a , c f 

Pour  trouver  une  fraûion  égale  aux  fraétions  j»  7 *lu* 

multiplient  l'inconnue  x dans  la  grandeur" -H  ^-+-  y,  je  prens 
comme  ci-defius  la  ligne  a pour  l'unité , 6c  fnppofant  que  les 
numérateurs  foient  multiplies  par  cette  ligne  jjaiy-"+"j-*"7> 
je  cherche  une  ligne  m égale  à la  Comme  de  ces  fractions  , 6c 
divifant  par  a , j’ai  ^ = -f  —I—  j H — J , & multiplknt  par  ar , j ai 
— & ainfi  des  autres , cela  pofé. 

M b d if 


y 2.  Soit  l’équation  y = " -f- "y  dont  on  demande  le  lieu;  les 

lignes , a , b , c , d,  font  données , je  cherche  une  fraction  y éga- 
* 

le  aux  deux  ~ , -4- y qui  multiplient  * , 6c  l’équation  fe  change  en 

y—"xi  pour  conduire  cette  équation,  je  prens  une  droite 
AB  = a { Fig.  27.  ) ; au  point  B,  j eleve  BV  = m faifant  l’angle 
ABV  à diferetion  fi  cet  angle  n’eft  pas  donné,  du  point  A pat 
le  point  V , je  mené  la  droite  AV  qui  eft  le  lieu  cherché  ; car 
prenant  fur  AB  une  abfcilfe  quelconque  AH  qui  fera  x , ôc  me- 
nant une  ordonnée  HI  parallèle  à BV  ôc  qui  fera  y , les  trian- 
gles fcmblables  AB  V , AHI  donnent  a , m : : x , ™ = HI  =y  , 

' doncji  = 6c  par  conféquent^==  " -4-  y. 

Soit  l’équation_y  = y -4-  y “*“7  *+■  7 , je  cherche  une  fraction 
~ égale  aux  fractions  j -4-  - qui  multiplient  x,  6c  une  ligne  n éga- 
le aux  deux  fractions  7 -+-  7%  6c  l'équation  fe  change  en^  —™x 

•+■  n.  Pour  conftruire  cette  équation  , je  prens  une  ligne  AB 
— a ( Fig.  28.  ) ; fur  le  point  B j élcve  BC  = >»  faifant  un  angle 
quelconque  ABC , fi  cet  angle  n’eft  pas  donné  ; du  point  A par 
le  point  C , je  mene  la  droite  AC  ; je  prolonge  BC  en  D jufqu  a 
ce  queCD  foit  égala  n;  du  point  D je  mene  DP  parallèle  à 
AC  qui  rencontre  en  P la  droite  AP  menée  du  point  A parallc- 
liment  à BC,  6c  la  droite  PD  clt  le  lieu  cherché;  car  prenant 
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fur  AB  une  abfcifle  quelconque  AE  qui  fera  a-,  6c  menant  l’or- 
donnée EG  qui  fera  y , les  triangles  femblables  ABC , AEF  don- 
neront a,  m::x:  :’~t  donc  EF  = — , 6c  ajoutant  à EF  la  droite 
F G égale  à DC  = «,  à caufe  des  ‘parallelles , nous  aurons  EF 
-+-FG  — EG  =y 

Soit  l'équation  y = ~ — c je  prens  une  ligne  AB  = a (Fig.  29.}  ; 
j’éleve  BD  = m failantun  angle  quelconque  ABD  fi  eet  angle 
n’eft  pas  donné  ; je  prens  de  D en  E la  partie  DE  = c ; je  mené 
AD , 6c  par  le  point  E la  droite  ER  parallèle  à AD,  6c  ER 
fera  le  lieu  cherché  ; car  prenant  un  point  quelconque  H entre 
R 6c  B,  la  droite  AH  fera  x 6c  menant  H F , parallèle  à BE, 

les  triangles  femblables  AHF , ABD  donnent  a,m::x,  donc 
HF  = — * , & retranchant  de  HF  la  droite  FG  = DE  = r,on 
aura  HF — FG  = HG==y  = ™- — c. 

Soit  l’équation  y=c  — —■  } je  prens  une  droite  AB  = <* 
( Fig.  30.  ) , j’éleve  BC  = m ; je  mene  AC,  6c  au  point  A , j’éle- 
ve  AD  = c , 6c  parallèle  à BC  ; du  point  D je  mene  DR  parallè- 
le à AC,  ôc  la  ligne  DR  cft  le  lieu  cherché;  car  prenant  un  poinc 
G entre  A 6c  R , la  droite  AG  fera  x les  triangles  femblables 

ABC,  AGE  donneront  a,  m x , doncGE  = ^ j niais 
EF  = AD  ==<-,  retranchant  donc  de  EF'  la  partie  EG  , on  aura 
EF— EG=GF=j/=r— 

Soit  l’équation^-  =c,  je  prens  une  ligne  AB  indéfinie  (Fig.  5 1 -)  * 
furie  point  A j’éleve  AC  = c,faifant  un  angle  quelconque  BAC 
fi  cet  angle  n’eft  pas  donné  ; du  point  C , je  mene  l’indéfinie  CD 
parallèle  à AB,  ftc  la  droite  CD  eft  le  lieu  de  l’équation  ; car 
en  quelque  point  H de  la  ligne  AB  qu’on  éleve  une  droite  HL 
parallèle  à AC,  on  aura  toujours  HL  =y  = AC  — c. 

Soit  l’équation  a = c,  je  tire  une  droite  indéfinie  AB  fur  la- 
quelle je  prens  AC=c  (f/g.  3 2.  ),  fur  A j’éleve  l’indéfinie  A FI  fai- 
fanrun  angle  quelconque  H AC,  6c  du  point  C je  mène  1 indéfinie 
CD  parallèle  à AH,  6c  CD  eit  le  lieu  cherché;  car  comme  le 

{>oint  A eft  l’origine  des  abfcifles  qui  doivent  fe  prendre  fur  AB 
es  droites  CI,  CD,  6cc.  font  les  ordonnées , & les  droites  IL, 

M iij 
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DH  parallèles  à la  ligne  des  abfcilfes  font  les  abfcilTeS,  or  il  eft 
vilibleque  chacune  de  ces  droites  eft  égale  à AC  = c,  donc 
x — c. 

jj.  Tous  les  lieux  du  premier  degré  peuvent  fe  réduire  aux 
formules j = x,y=~  , y = — -+•  c ,y  = - c,y=c  — -y 
y c -v  = c , & l’on  ne  fauroit  en  imaginer  d’autres  ; or  par 
les  conftructions  que  nous  venons  d’en  faire  , nous  avons  trouvé 
que  leurs  lieux  font  des  lignes  droites , donc  tous  les  lieux  du  pre- 
mier dégré  lont  à la  ligne  droite. 

Des  Lieux  du  fécond  dégré. 

j 4..  Tous  les  lieux  du  fécond  dégré  font  à quelqu’une  des 
fections  coniques  du  premier  genre,  comme  nous  l’obferverons 
mieux  dans  la  fuite , & l'on  connoît  à laquelle  de  ces  fcétions 
un  lieu  propofé  appartient  en  comparant  fon  équation  avec  les 
formules  des  fections  coniques  que  nous  avons  données  dans  le 
troifiéme  Chapitre  ; ce  que  les  exemples  fuivans  vont  éclaircir. 
Commençons  pat  les  lieux  à la  parabole. 

Des  Lieux  à la  parabole. 

jy.  Soit  l’équation  yy  ay  — bx-\-^  aa—  0.  Comme  il  n’y 

a dans  cette  équation  que  le  quarré  de  je  juge  quelle  eft  a 
la  parabole  ; car  fi  elle  étoit  au  cercle , ou  à l’Ellipfe  , ou  à l’hy- 
perbole par  rapport  à fes  diamètres , les  quarrez  de  y & de  x 
s’y  trouveroient  ; je  prens  donc  la  formule  de  la  parabole  ou  le 
quarré  de  y fe  trouve  fans  fraction,  & cette  formule  ainfi  qu’on  ? 
a vû  ci-deflus,  eft 


. , xn  nn  , , inr 

y ' xy  H xl  — iyr  H x-i-rr=o 

■y  m J mm  J m 


Je  compare  cette  formule  avec  l’équation  propofée,  & com- 
me dans  celle-ci  le  plan  xy,  ni  le  quarré  xx  ne  fe  trouvent  point, 

les  termes  — ^ xy  -+-  ~ de  la  formule  font  donc  égaux  à zéro , 
& par  conféquent  — — 0 , ôc  ^ = o , effaçant  donc  dans  la 
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formule  tous  les  termes  où  ces  fra&ions  fc  trouvent , j’ai 

y ‘ — ayr — ~ x-i-rr  — o 
■+*  sp 

Je  compare  cette  formule  avec  la  figure  6,  quieft  la  conflruc- 
rion  de  la  formule  générale  , & puifquc  j’ai  ^ = o , Il  faut  que 
le  dénominateur  m foit  infiniment  grand  par  rapport  au  numéra- 
teur 2«  ; donc  n — o , donc  la  ligne  BE  = » = o,  & la  ligne 
AB  — m,  tombe  fur  AE—e  6c  lui  cft  égale  j ainfi  m = c , 6c 
mettant  cette  valeur  dans  la  formule  , j'ai 

y’- — 2yr  — px  -f-  rr=  o 
H—  sp 

Ceci  me  fait  déjà  connoître  que  le  lieu  de  l’équation  propofée 
eft  une  parabole  dont  l’équation  cft  prife  par  rapport  à une  ligne 
droite  AE  parallèle  au  diamètre. 

Maintenant  chaque  terme  de  la  propofée  étant  comparé  avec 
chaque  terme  de  la  formule , la  comparaifon  des  deux  premiers 
termes  donne_y1=^î , qui  ne  fait  rien  connoître  ; celle  des  deux 
féconds  termes  donne  — iry—ay  , donc-t-j-a  — — r;  celle 
des  deux  troifiémes  termes  donne  — bx  = — px , 6c  par  confé- 
quent  b=p  ; enfin  celle  des  deux  derniers  termes  donne  -j  aa 
— rr  -f-  sp  : 6c  mettant  les  valeurs  trouvées  de  r 6c  de  /> , on  aura 
-j  aa  — ^ aa  -f-  sb , d’où  l’on  tire  sb=o,  donc  s = o , ce  qui  me 
fait  voir  que  dans  la  Figure  6 , la  droite  DC  = ( doit  erre  nulle 
pour  le  cas  prefent , 6c  que  la  droite  DA  = r doit  pafier  par  le 
point  C. 

Pour  conftnrire  la  propofée  à l’imitation  de  cette  figure , je  dé- 
cris une  demi-parabole  ABC  {Fig.  33.) , avec  un  paramétré’ égal 
à la  ligne  donnée  b,  à caufe  Acp  = b.  Sur  le  point  A j’éleve  la 
perpendiculaire  AH  = , mais  tournée  de  coté  oppofé  à celui 

de  la  Figure  6,  à caufe  de  -t -~a  — — r;  du  point  H je  mène  HI 
parallèle  au  diamètre  , 6c  je  dis  que  la  patrie  PSB  de  la  courbe 
cft  le  lieu  de  l’équation  propofée. 

Car  d’un  point  quelconque  N prisfur  la  ligne  HI  ayant  mené 
MS  parallèle  à AH,  j’appelle  HN=ar,NS=_y,  HA=r<i; 
donc  MS  = SN -t- MN  = SN -4-  HA  =y -h~  a,  mais  par  la 

propriété  delà  parabole  on  a SM  = AM xb—  HN  x b , mettant 
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donc  les  valeurs  de  ce  s grandeurs , on  aura  y1  ay  •+■  \ aa  =bx 

ou  y1-*-  ay  — >bx  aa  = o qui  eft  l’équation  propofée. 

S’il  y avoit  dans  l'équation  — ay  au  lieu  de  -t-ay  , la  compa- 
raifon  des  deux  féconds  ternies  donnerait  ^a  — r,  & alors  pour 
conftruire  l’équation  on  mènerait  AH  = 7 a ( h'g . 3 4-)  de  laurrc 
côté  du  diamètre,  fit  par  l’extrémité  H menant  1 indéfinie  HI 
parallèle  au  diamètre , la  portion  O ASB  de  la  parabole  ferait  le 
lieu  de  l’équation. 

Car  menant  d’un  point  quelconque  N ou  n de  la  droite  HI , la 
droite  NS  ou  ns  parallèle  à AH,  & appcllant  la  droite  HN  ou 
Hn=*,  la  droite  NS  ou  ns  =y , on  aurait  la  droite  MS=NS 

— AIN = NS  — AH  = y — {«,  & ms=nm — n,={a  —y. 

* * 

Or  par  la  nature  de  la  parabole  on  a MS  ou  ms  = AM  x b , ou  am 
x b ; mettant  donc  les  valeurs  de  ces  grandeurs  , on  aura  pour 
l’un  & l’autre  easy*  — ay  -+-£  aa=bx  , ou  y*  — ay  — bx-i-\aa 

— o , qui  eft  l’équation  propofée. 

Lorfque  l’équation  eft  y1-+-ay-j-jaa  — bx , les  racines  pofiri* 
ves  font  ; mais  comme  le  quarré^'-f-ay-f-iaa  peut  être 

leptoduit  oudey-+-T«pary-+-Ta>  ou  de — y — ~ a par  — y 

— ±a , fi  l’on  veut  trouver  les  racines  négatives  de  l’équation  , 
on  n’a  qu’à  continuer  la  parabole  (f  /ç.  35.)  & fa  portion  PAZT 
qui  fera  de  l’autre  côté  de  la  droite  HI , fera  le  lieu  des  racines 
négatives. 

Car  fi  d’un  point  quelconque  N ou  « de  la  ligne  HI  on  mené 
NZ  ou  nz  parallèle  à HA,  & qu’on  appelle  HN  ou  1Ih=.ï, 
NZ  ou  nz  fera — y , puifqu’il  eft  du  côté  oppofé  aux  racines  pofi- 

tivesi  donc  MZ=NZ — NM= — y — ~a,  — — nz 

» * 

=-i.a-Hy.  Or  parla  propriété  de  la  parabole  on  a AIZ  ou  mz 
= HN  x b,  ou  tin  x b-,  mettant  donc  les  valeurs  de  ces  grandeurs, 
on  aura  pour  l’un  ôt  l’autre  easy1  ■+•  ay-+-  £ aa  ==  bx , qui  eft  l’é- 
quation propofée. 

De  même  quand  l’équation  eftyy — ay \ aa-=bx ■,  les  raci- 
nes véritables  font  y — \ a , mais  comme  le  quarté  yy — ay  -+- 
aa  peut  être  le  produit  ou  dey — \a  par y — ~a , ou  de  — y tHt 
<jpar — y-H-j-i»  ; fi  on  veut  trouver  les  racines  faufles  de  l’équa- 
tion , on  n’a  qu’à  continuer  la  parabole  (Fi%.  34..),  & la  portion 
O VT  qui  fera  de  l’autre  côté  de  la  droite  HI,  fera  le  lieu  des  ra- 
cines faufles. 

Car  d’un  point  quelconque  N,  menant  une  droite  NV , 6c  ap- 
pcllant 
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pellant  HN  =*•,  on  aura  NV  = — y , donc  MV  = NV  -+-  MN 
= — y-+-  ~a  ; puis  donc  que  la  propriété  de  la  parabole  donne 

t 

MV  =AMx  b,  on  aura^1 — ay  -+-±aa  = bx,  qui  eft  la  propofée. 

y 6.  Soit  l’équation  yy — lay — bx-+-  dd—o , où  il  nyaqueie 
quarré  de  yy , ôc  qui  par  conféquent  eft  à la  parabole.  Je  prens  la 
même  formule  de  l’exemple  précédent , ôc  comme  dans  la  pro- 
poféc  le  plan  xy,  ni  le  quarre  xx  ne  fe  trouvent  point , j’ai  donc 

— o,£=o,  ôc  m—e,  ainfi  la  formule  fc  change  en 

yy  — 2 yr — px-{-rr= o 
-y-sp 

ce  qui  me  fait  voir  que  dans  la  Figure  6 , qui  eft  la  conftru&ion 
de  la  formule  générale  la  droite  BE=»doit  être  nulle  dans  le 
cas  prefent,  que  la  droite  AB  tombe  fur  la  droite  AE,  ôc  lui  eft 
égale  , Ôc  par  conféquent  le  lieu  que  je  cherche  eft  une  parabole 
rapportée  a une  droite  AE  parallèle  au  diamerre. 

Comparant  donc  les  termes  de  la  propofée  avec  ceux  de  la  for- 
mule, je  trouve  i°. — 2 ay  — — 2yv,  donc  a=r.  2°. — bx  — — px, 
donc  b=p.  }°.  dd=rr  -4-  sp,  ôc  mettant  les  valeurs  de  rr&cdcp, 

dd=  aa-3-sb , ôc  s — — qui  eft  une  valeur  pofitivc  fi  dd  eft 

plus  grand  que  aa  , ôc  négative  fi  dd  eft  moindre  que  aa. 

Maintenant  pour  conftruire  l’équation  propofée  en  fuppofant 
d’abord  que  r eft  une  grandeur  négative  , je  prens  une  droite  in- 
définie HI  (F/g.  j j.);  fur  le  point  H, qui  eft  le  point  d’origine  des 
abfciflcs  prifes  fur  HI , j’éleve  la  perpendiculaire  HA  —a  du  mê- 
me côté  que  dans  la  Figure  6,  à caufedeo  = r ; du  point  A je 
mène  l’indéfinie  AP  parallèle  à HI , je  la  prolonge  de  1 autre  côté 

de  A , ôc  je  prens  AB  ~ d'-  , mais  du  côté  oppofé  à celui 
de  la  Fgure  6 parce  que  s eft  une  grandeur  négative.  Sur  le  dia- 
mètre BP  ôc  avec  un  paramétré  égal  à b , je  conftruis  une  para- 
bole.ZBM  , ôc  prolongeant  HA  en  O , je  dis  que  la  parrie  indé- 
finie OZ , eft  le  lieu  de  toutes  les  racines  pofitives  de  l’équation. 

Car  prenant  un  point  quelconque  X fur  HI , ôc  menant  XZ 
parallèle  à HA , je  nomme  HX  = x,  XZ  =y  i donc  VZ  = XZ 
— XV  = XZ  — AH==y  — ,*  , ôc  BV  = BA  -+-  AV  = BA 

+HX=“-i:— +.v.  Or  par  la  propriété  de  la  parabole  V Z 

— BV  xb  , donc  y1  — 2ay aa  = bx -t- aa — dd,  ou  y-  — a ay 
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— bx-\rdd-=.  o qui  eft  l’équation  propofée. 

La  partie  indéfinie  LM  de  la  parabole  cft  le  lieu  des  racines 
négatives,  car  XQ  étant  menée  du  côté  oppofé  eft  par  confc- 
quent — y,  donc  VQ=  XQ-+- VX  = — y ■+■  a , & comme 

on  a VQ=BVx  A,  donc  y1  — 2ay-\-aa  = bx-\-aa — dd , qui 
c/l  encore  la  même  équation. 

La  partie  OB  T de  la  parabole  eft  le  lieu  de  toutes  les  racines 
pofitives  correfpondantes  aux — x , car  d’un  point  F ou/ pris  fur 
m ProJonS®  de  l’autre  côté  de  l’origine  H , menant  FE  ou/c  pa- 
rallèle a HA , la  droite  HF  ou  H/ fera  — x , & FE  ou/c  fera 
a caufe  que  ces  lignes  (ont  prifes  du  même  côté  par  rapport  à Ml, 
doncNE  = FE  — FN=FE — AH=y — a , &c  ne—  nf— fe 
— AH — fe~a — y,  de  même  BN  ou  B«  = BA — NA  ou  BA 

mA  =s=  — - — x j niais  par  la  propriété  de  la  parabole  on  a 

— * 2 

NE=BNxb,  ou  ne  =±Bnxt> , donc  dans  l’un  & l’autre  casj'1- 
2ijy  aa  — bx a.i  — dd  qui  eft  l’équation  propofée. 

La  partie  LL  eft  le  lieu  de  toutes  les  racines  négatives  corref- 
pondantes  aux — x,  ce  qu’on  prouvera  de  même  que  ci-de/Tus  ; 
d ou  i on  voit  que  la  même  courbe  cft  le  lieu  de  toutes  les  racines 
pofitives  & négatives  par  rapport  aux-J-*&  aux  — x. 

■bi  la  droite  11A  (Fig.  j 3.  34.)  tomboit  à l’extrémité  du  diamè- 
tre les  racines  pofitives  ou  négatives  par  rapport  à — x feroient 
imaginaires , parce  que  les  — x étant  pris  fur  HI  prolongé  du 
coté  oppofé , les  droites  parallèles  à HA  ne  rencontreroient  ja- 
mais la  courbe. 

dd  ^or^lue  ^ eft  plus  grand  que  aa,  la  ligner  eft  pofitive  & l’on  a 
k ~ ~s y & pour  conftruire  l’équation  après  avoir  mené  l’in- 
définie HI , & élevé  HA  = a on  mènera  AB  = 

parallele.à  HI  & du  côté  de  I ; enfuite  fur  l’indéfinie  BP  prife 
pour  diamètre,  & avec  un  paramétré  égal  à A , on  conftruira  la 
parabole  i BX  , & la  partie  TBOfera  le  lieu  des  racines  pofiti- 
■ves,  6c  la  partie  OX  fera  le  lieu  des  négatives  , ce  qu’on  prou- 
vera comme  ci-deffus. 

•1  ?Ua?.!,aUX  rac‘ncs  pofitives  ou  négatives  par  rapport  aux — .v, 
te  s m le  que  dans  ce  cas  elles  feroient  imaginaires , car  les 
^ |.a”c  etre  pis  fur  HS,  les  droites  menées  des  points  de 
0 parallèlement  à HA  ne  rcnconrreroient  jamais  la  courbe. 
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Si  on  trouvoit  b= — p , c’eft-à-dire , le  paramétré  négatif , on 
conftruiroit  la  parabole  de  façon  quelle  tournât  fa  convexité  du 
côté  oppofé  à celui  de  la  figure  de  la  formule. 

57.  Soit  l’équation^1 — k-xy-+-^xx  — ex  — o , les  quarrés 

y1  & x1  font  ici  pofitifs  , & le  coefficient  * qui  muldpüc  le  plan 

xy  , eft  double  de  la  racine  du  quarré  ~ qui  multiplie  le  quarré 

, l’équation  eft  donc  à la  parabole  ; c’eft  pourquoi  je  prens  la 
formule  ci-deffus  à caufe  que  le  quarré  y1  eft  dégagé  de  fra&ion 
dans  cette  formule  de  même  que  dans  la  propofée. 

En  comparant  les  termes,  je  trouve  — \*y  = — ~ *y,donc 

| = ”,  je  faisi!>  = w parce  qu’on  a vû  que  dans  laconftruêtion 
de  la  formule  {Fig.  6.)  la  droite  AE  — e,  a été  prife  à diferetion 
& que  par  conféquent  elle  peut-être  telle  que  l’on  ait  AB=m 
— b,  donc  « = 2»,  ou-J-<j=»;  le  quatrième  terme — 2 yr  de 
la  formule  eft  nul  , parce  qu’il  ne  s’en  trouve  point  dans  la 

propofée  avec  qui  on  puifle  le  comparer;  donc  r—o,  donc 

= 0. 

La  comparaifon  des  termes  — ex  &c  — ^ x donne  c='£  d’où 
l’on  tire  p=-pt  & mettant  la  valeur  démon  aurap=-joù  la 

droite  e eft  déterminée  puifque  nous  avons  fait  m—b. 

Le  dernier  terme  de  la  formule  sp  eft  nul , patee  qu’il  ne  s’en 
trouve  point  dans  la  propofée  avec  qui  on  puifle  le  comparer , 
donc  j = o. 

La  formule  fe  change  donc  en 


m , nn  , ep 

yy—m*y+Mx'—mx 


O. 


& en  la  comparant  avec  la  Figure  6 , qui  eft  la  conftruftion  de 
la  formule  générale,  je  vois  i°.  Que  la  droite  AD  —r  doit  être 
nulle,  & que  par  conféquent  AE  = e,  doit  tomber  fur  le  dia- 
mètre. 20.  Que  la  droite  DC=r  doit  être  nulle  au  fît , & que  le 
point  A doit  être  au  fommet  de  la  parabole.  Ainfi  le  lieu  de  l’é- 
quation propofée  doit  être  une  parabole  dont  les  points  font  rap- 
portés à une  droite  AB  qui  fait  avec  le  diamètre  un  angle  donné 
& dont  l'origine  eft  au  fommet  de  la  parabole. 
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Pour  conftruire  cette  équation  je  mene  une  ligne  indéfinie  HI 
{Fig.  37.) , fur  laquelle  je  prens  HS  = b , & fur  HS  pris  pourhy- 
pothenufe , je  fais  un  triangle  rc&anglc  dont  le  côté  SR  — \a  , 

ainfi  HR  = f ; fur  le  diamètre  HR  avec  un  paramètre  égal  à - , 
je  décris  une  parabole  XHZ , & la  partie  HX  efl  le  lieu  des  ra- 
cines pofitives  de  l’Equation. 

Car  prenant  fur  HI  un  point  quelconque  O,  ôt  menant  OM 

Siarallele  à SR,  je  nomme  HO  — x , QM  = y , les  triangles 
cmblablcs  HSR , HOP  , donnent  HS,  HR  : : HO , HP  , donc 

b,e::x,  j = HP,  les  mêmes  triangles  donnent  aufli  HS , SR 
: : HO  , OP , donc  b , | a : : x , 77  = OP , & par  conféquent 
PM=*OM — OP=_y — ^ j mais  par  la  propriété  delà  parabo- 
le on  a PM  = HP  donc^/* — J-  aj  •+-  777  xx  — cx , o\iy’- 
— ~ xx — cx= o , qui  eft  l’équation  propofée. 

La  partie  HZZ  eft  le  lieu  des  racines  négatives , car  prolon- 
geant r O en  Z , j’ai  OZ  = — y , donc  PZ  = OZ  -f-  OP  = — y 

-4-  77 , & comme  l’on  a PZ  = HP  x j j donc  on  aura  aulïi  y1 

r—jxy-h  ^ xx—cx,  qui  eft  encore  la  propofée. 

y8.  Soit  l’équation  xx  •+■  ~ xy  - 4-  ^ yy — icx-\-l>y — — 

=0.  Dans  cette  équation  c’eft  le  quarré  xx  qui  eft  dégagé  de 
f radiions , ôc  comme  nous  avons  trouvé  deux  formules  pour  ce 
cas  dans  le  Chapitre  troifiéme , je  prens  la  première  qui  eft 

1#  nn  znr 

x1  — — *y  -H  y1  — 2r*H — y -4-  rr  = o 

m y mm  y m J 

— % y-*- tr- 
ia comparaifon  des  termes  donne  t°.-+-  - == — & faifant 

a—m}  j’ai  b= — ».  20.  — 2 ex— — 2r.v,  donc  c—r.  30  by 
— — ~y>  & mettant  les  valeurs  dc»,m,r,  je 

trouve  b — ^ ~ — CF  y d’où  je  tire  ij=  — p • 4°  rr  -+-  sp 

= 0,  donc  sp  — — rr  ; s—  — & mettant  les  valeurs  de  rr 

& de  p -,  j’ai  r— £7. 
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Maintenant  je  confideré  la  Figure  7 qui  cft  la  conftruction  de 
la  formule  générale,  ôc  fur  ce  modèle  je  conftruis  l’équation  de 
cette  façon. 

Je  prens  une  ligne  indéfinie  HI  (Fig.  5 8.)  , fur  laquelle  j’éieve 
perpendiculairement  l’indéfinie  IIB , je  fais  à part  uatrianglc  rec- 
tangle dont  l’hypothenufe  foit  égale  à la  droite  donnée  a , 6c  l’un 
des  côtés  égal  à la  donnée  b,  6t  prenant  l'autre  côté  de  ce  trian- 
gle , je  le  porte  de  H en  C ; fur  le  point  C j’éleve  la  perpendicu- 
laire CD  = b en  tirant  du  côté  de  I , à caufe  de  b—  — n , 6c  je 
mène  HD , qui  par  conféqucnt  cft  égal  à a.  Je  prens  fur  HI  de 
H en  F , la  partie  HF  —c,  furie  point  F j’éleve  la  perpendicu- 
laire FG=  “J  y enfin  fur  le  diamètre  FG  6c  avec  un  paramètre 

égala  ^ y je  décris  une  parabole  tournée  vers  la  droite  HI  , à 

caufe  de  ~ = — p , 6c  la  partie  MGI  de  cette  parabole  eft  le 
lieu  des  racines  véritables  de  l’équation. 

Car  d'un  point  quelconque  O de  la  droite  HD  menant  une 
droite  PN  parallèle  à HI , du  point  N la  droite  NR  parallè- 
le à HO  ; j’anpelle  l’abfcifie HR=ON=j:,  6c  l’ordonnée RN, 
= OH=_y.  Les  triangles  femblables  HCD , HPO , donnent  i°. 
HD,DC::HO,OP,  donc  a, *::>■,  *2  =OP,  a°.  HD , HC 

: : HO , HP  , donc  a,  e:  : y , 2 = HP  , ainfi  VN  = ON 
-H  OP  — VP  = ON  -H  OP  — HF=t+^-r,  6cVn  = VP 
— PO  — On  — c — - — x ; de  même  GV  = GF — VF  = GF 

a 

— -PH=f^  — Or  par  la  propriété  de  la  parabole  on  a 

,VN  =GV  x h~t  on  Vu  = GV  x^;  donc  dans  l’un  6c  l’autre  cas 

l’on  trouvera  xl-h  ~ yx  -i-f’yy — xcx — -~y  -+-  cc  =cc  — by 
qui  fe  réduit  à l’équation  propofée  en  corrigeant  l’expreffion  , 
6c  faifant  palier  tout  dans  le  premier  membre. 

On  prouvera  aifément  que  la  partie  MZT  de  la  parabole  eft 
le  lieu.des  racines  faufl'esde  la  propofée. 

y 9.  Soit  l’équation  — ~lx — //—  o ; dans  cette 

équation  il  n’y  a que  lequarré  xx.  C’eft  pourquoi  je  me  fers  de 
la  formule  que  j'ai  employée  pour  l’équation  précédente  , 6c  je 
trouve  N iij 
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i°.”  = o,  à caufe  que  la  propofée  n’a  point  de  termes  ou  le 

plan  xy  fe  trouve  , donc  n = o , & m — e.  2°.  — ~ x = — air, 

j al  o nac  cp  j aac  _ « 44 

donc  - = r.  3°.— ->=  — ^y^-py,  donc  — =p.  y0.  ü 
ll~rr~\~  sp , ôc  mettant  les  valeurs  derr  ôc  de  p , j’ai  “£  II—  $ 


//-H  -T- r , donc  rr  s— o,  ôc  r=  e. 

PÙ  Vif 

Ceci  me  fait  voir  t0’  Que  dans  la  Figure  7 , la  droite  DC 
= j = o , fit  que  par  conféquent  le  point  D doit  tomber  fur  le 
fommet  C de  la  parabole.  2e.  Que  la  droite  BE  = fe  = o,  ôc  que 
AB =m,  doit  tomber  fur  AE  =e. 

Pour  conflruire  l'équation  , je  prens  une  droite  indéfinie  HI, 
{ Fig.  3p.  ) , 6c  fur  le  point  H j’éleve  la  perpendiculaire  indéfinie 
UK  ; je  prens  de  H vers  I la  partie  HB  = ~ ; j’éleve  furie  point 
B une  perpendiculaire  indéfinie  BZ,  ôc  fur  le  diamettre  BZ  avec 
un  paramétré  égal  à ; je  décris  la  parabole  MBZ,  ôc  l’arc  in- 
défini TBZ  cft  le  lieu  de  toutes  les  racines  pofitives  de  l’équa- 
tion. 

Car  d’un  point  quelconque  V où  « pris  entre  H & I menant 
VP  ou  ut>  parallèles  à HK , ôc  du  point  P ou  p la  droite  PON  ou 
npo  parallèle  à HI  ; je  nomme  H V— N P ou  H u — np—x,  VP  ou 
up  —y  y donc  OP=  NP — I\'0=HV — HB  —x  — j f ôc  op 

= no  — np= HB — H u=  j — x -,  or  parla  propriété  delà  pa- 
- » % 

rabole  on  a OP  = OB x/’  = PVx^,  ôc  oï>  = oBxps=upxp, 
donc  dans  l’un  Ôc  l’autic  cas  on  aura  x1  — l£-x-+-~  = ~y  ou 

x1  — ~ x — (lu*  1 ’^quacior»  propofée. 

L’arc  indéfini  TM , eft  le  lieu  de  tous  les  — x de  l’équation  ; 
ce  qui  eft  facile  à prouver. 

Les  deux  formules  que  nous  venons  d’employer  érant  fuflifan- 
tes  pour  réfoudre  toutes  les  équations  à la  parabole.  Il  feroit  inu- 
tile d’y  appliquer  la  troifiéme  formule  que  nous  avons  donnée 
dans  le  Chapitre  3.  { A'’.  31.) 


60.  Lorfqu’il  arrive  que  p = o la  parabole  ne  fauroit  fc  décrire, 
mais  alors  l’équation  peut  fc  changer  en  une  autre  qui  eft  à la  ligne 
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droite  ; car  par  exemple  fi  l’on  efface  dans  la  première  formule 

les  termes  où  p fe  trouve,  on  la  réduira  a y'- — - va: -4-  ~ y* 

— 2yr-+-*- rx-+-rr=o,  6c  tirant  la  racine  quarrée  , on  aurajt 

— ” x — r = o,  ou_y=fL  -t-  r qui  eft  un  lieu  à la  ligne  droite 
& on  trouvera  la  même  chofe  à l’égard  des  deux  autres  for- 
mules. 

Des  Lieux  au  Cercle. 


6 1.  Soit  l’équation xl — >dont  on  demande  que  le 
lieu  foit  conftruic  de  façon  que  l’angle  des  ordonnées  fait  avec  le 
diamètre  foit  droit. 

Dans  cette  équation,  les  deux  quarrés^1 , x1  ont  le  même 
figne  6c  n’ont  point  de  coefficient , ôc  le  plan  xy  ne  s’y  trouve 
pas  ; ainfi  le  lieu  cherché  eft  un  cercle  à caufe  de  l’angle  droit 
qtfon  demande,  je  prens  donc  la  formule  générale  du  Chapitre 
jfe.  (./V.  32.).  qui  eft 


jy1—  = 


r-y-rr  = 
— tt 
■—  X -+-SS 


& comparant  les  termes  de  cette  formule  avec  ceux  de  l’équa- 
tion , je  trouve.  i°.  Que  le  fécond  terme  ^jx  eft  nul  à caufe 
qu’il  n’y  en  a point  dans  la  propofée  avec  qui  on  puiffe  le  com- 
parer , ainfi  o , donc  » = o , ce  qui  rend  auffi  nuis  les  ter- 
mes — xx  6c  - x.  2°.  xx=  xx,  donc  ^=i,ou«=w 
OU  € = m , ce  qui  eft  vifible  d’ailleurs  par  la  Figure  p.  qui  cit  la 
conftruûion  de  cette  formule,  puifque  la  ligne  EB  = w deve- 
nant nulle,  la  ligne  AB=/w  doit  tomber  fur  AE  = e,  6c  lui 
être  égale.  j°.  Le  terme  — 2yr  eft  auffi  nul  de  même  que  le  ter- 
me  — x,  parce  qu’il  ne  s’en  trouve  point  dans  la  propofée 

avec  qui  on  puiffe  les  comparer  doncr  = o,  t = o,  6c  « = o 
6c  rr  = o.  — ,doncr==£ 

Delà  il  eft  vifible  que  dans  la  Figure  9 , la  ligne  HO  =r  en 
nulle , que  AB  ==  m 6c  A£=  c doivent  tomber  toutes  les  deux  fur 
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le  diamètre  1K , ôc  enfin  que  AH  = j étant  auifi  nulle , le  point 
A d’origine  doit  tomber  fur  le  centre  O. 

Pour  conftruire  cette  équation,  je  prens  une  droite  AH  =/" 

( Fiç.  40.  ) , ôc  du  centre  A je  décris  un  cercle  HBCD  , dont  le 
quart  de  circonférence  DH  cft  le  lieu  cherché  ; car  prenant  en- 
tre le  point  A & H un  point  quelconque  P , ôc  élevant  une  per- 
pendiculaire PO,  je  nomme  AP  = x & PO=^  ; or  par  la  pro- 
priété du  cercle  on  a PO=  CPxPH  , 6c  comme  la  ligne  CH 
cft  divifée  en  deux  également  en  A 6c  en  deux  inégalement  en 

O,  on  a auifi  CPxPH  = AH — AP;  donc  PO  = AH — AP  6c 
mettant  les  valeurs  de  ces  grandeurs,  on  aura yz—ff — xx  ou 
y-  -+-  x1  — ff = o qui  eft  l’équation  propofée. 

Il  eft  évident  que  le  quart  de  cercle  CD  eft  le  lieu  de  tous  lcs^ 

[lofitifs  corrcfpondans  aux  — x , que  le  quart  de  cercle  HB  eft 
e lieu  de  tous  les — y correfpondans  aux-+-.v,  ôc  que  le  quart 
de  cercle  CB  eft  le  lieu  de  tous  les — y correfpondans  aux — x. 

6 2.  Soit  l’équation  y1  -+- x1  — aex — , comparant 
les  termes  de  cette  équation  avec  ceux  de  la  formule,  je  trouve 
comme  ci-deflus  n — o,  r=o,  ôc  m — e ; les  termes  — 2sx  — 
— 2cx  donnent  c — i,  ôc  les  derniers  termes  donnent/==  r. 

Donc  dans  la  Fig.  p.  la  ligne  OH  = t eft  nulle,  ôc  les  lignes 
AB  = m , ôc  AE  = e doivent  tomber  l’une  ôc  l’autre  fur  le  dia- 
mètre IK. 

Pour  conftruire  cette  équation , je  mené  une  droite  indéfinie 
HI  ( Fig.  4t.  ) fur  laquelle  je  prens  de  H en  O la  partie  HO  = r; 
du  point  C ôc  d’un  rayon  OP  =/,  je  décris  un  cercle  PQRS, 
ôc  l’arc  PQ  eft  le  lieu  de  toutes  les  racines  pofitives  de  l’équation. 

Car  prenant  fur  HP  un  point  quelconque  T,  ôc  élevant  une 
perpendiculaire  TX , je  nomme  HT  = x ôc  TX  =_y , donc  fi  T 
eft  entre  O Ôc  P,  j'ai  OT=  HT — HO  = * — c,  ôcfiT  eft  entre 
Hôc  O,  j’ai  OT  = HO — HT-=c — x ; or  par  la  propriété  du 

% > r * a 

cercle  j’ai  TX  = OP  ou  OR  — OT  ; donc  on  a pour  l’un  ôc  l’au- 
tre cas  y'-  —ff — x*  •+■  2cx  — cc  ou_y*  -+-  x*  — 2 ex — ff -4-  cc  = o, 
qui  cft  l’équation  propofée. 

On  peut  aifément  prouver  que  l’arc  PS  eft  le  lieu  de  tous  les 
■ — y correfpondans  aux  -4-  x que  l’arc  RQ  eft  celui  des  -+-y  cor- 
refpondans  aux  — x,  Ôc  l’arc  RS  celui  des — y correfpondans 
aux  ■ — x. 

Ô3; 
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Soit  l'équation  y1  ■+■  ^yx-4-£~*x- 


J . xa& 

■idy-t-jy 


—H  ddz=  o 

-ff 


■ûxx 


■1J?y-*-xs 


Cette  équation  peut-être  à l'Ellipfe  pour  les  raifons  que  j’ai 
dites  (A'.  32.),  auquel  cas  il  faudrait  employer  la  formule  de  l’El- 
lipfe  au  lieu  de  celle  du  cercle  ; mais  s’y  on  eft alluré  quelle  foit 
au  cercle,  on  conftruira  de  cette  façon.  En  comparant  les  termes 

de  cette  équation  avec  ceux  de  la  formule,  je  trouve  i°.  -H-j 


= — faifanr  b=m,  j’ai  a=  — n.  2°.  ^ 
ôc  mettant  les  valeurs  de  ai  ^ -4-  ^ ^ 


15  _ “ 

bb  mm  mm  > 

"h  y qui  fe  réduit 


= 30.  2 d=  — 2 r&cd— — r.  40.  ôc  met- 

tant les  valeurs  de  e 6c  de  m , g—  — s.  40 — ff—  — « , ôc 
/='> 


Pour  conftruire  cette  équation , je  mene  une  ligne  indéfinie 
HI  ( Fig.  42.  ) , ôc  la  prolongeant  de  l’autre  côté  de  H , je  prens 
HA  =g  à caufe  de  g = — s , ainfi  HA  cft  pris  d’un  fens  oppofé 
à celui  de  la  Figure  9.  qui  me  fert  de  modèle  ; au  point  A j’éleve 
la  perpendiculaire  AO  — d,  ôc  du  côté  dcOà  caufe  de  d—  — r; 
du  point  O je  mene  NM  parallèle  à HI  ; je  prens  fur  cette  paral- 
lèle , la  droite  ON  = OM=/,  ôc  du  rayon  ON  je  décris  un 
cercle  NPMQ,  je  prens  fur  HI  la  partie  HC=r;  j’éleve  au 
point  C la  perpendiculaire  BC  = a , ôc  je  mene  HB  qui  par  con- 
séquent cft  égale  à b ; car  les  côtés  HC  , BC  du  triangle  reclan- 
gle  HBC  étant  entr’eux  comme  les  côtés  AE , EB  au  triangle 
reüanglc  AEB  de  la  Figure  9.  aufquels  nous  fuppofons  qu’ils 
font  égaux , Phypothénuie  HB  doit  être  égale  à l’hypothénufc 
AB;  ôc  il  n’y  a ae  différence  entre  ces  triangles  que  la pofition , 
ce  que  nous  avons  fait  à caufe  de  a — — »,  cela  fait  du  point  H 
je  mené  PQ  perpendiculaire  au  diamètre , ôc  je  dis  que  l’arc 
PZ  eft  le  lieu  des  racines  pofitives  de  l’équation. 

Car  d’un  point  R pris  fur  HB  entre  H ôc  B , menant  une  per- 
pendiculaire SV  au  diamètre,  je  nomme  HR==x,  RS  =y , les 
triangles  femblables  HBC  ; HRX  donnent  HB , HC  : : HR , 

HX,  donc  b , et:  x,-  = HX  = ET,  les  mêmes  triangles  don- 

O 
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ncntHB,BC::HR,  RX,  donc  b,  <*::x,“  = RX,  donc  AX 

= HX-t-AH  = £-i-g=OT,  & TS=RS-+-RX-+-XT==y 

■+■  " -f-  d ; or  par  la  propriété  du  cercle  nous  avons  ST  = OM 
» 

— OT,  mettant  donc  les  valeurs  de  ces  grandeurs , nous  aurons 


y 1 •+■  l‘xx-h  sdy  X -h  dd=ft  — Jb  XX 


& tranfpofant  tout  dans  le  premier  membre,  on  trouvera  que 
cette  équation  eft  la  même  que  la  propoféc. 

L’arc  QZ  eft  le  lieu  des  racines  négatives  ; car  la  droite  RV 
= — y , & par  conféquent  on  a TV  ==  RV  — RX  — XT  = 

— y — " — d,  dont  le  quarré  eft  le  même  que  celui  dey  -h" 
•+-  d. 

Si  l’on  prolonge  les  droites  HB , HC  de  l’autre  côté  de  la  cir- 
conférence en  L & en  K , l’arc  PL  fera  le  lieu  de  toutes  les 
racines  politives  correfpondantes  aux — x;  car  d’un  point  quel- 
conque q menant  hm  perpendiculaire  au  diamettre,  6c  nommant 
Hq  — — x,  &t  qh=y  les  triangles  femblables  HBC  , Hqp 
donnent  HB,  HC:  :H q , H/»,  donc  b , c : : — x , — f^  = H/i , 

6c  HB  , BC  ::  Hq,  qp , donc  b,a::  — x — y = qp  , donc  ht 
= hq  — qp  -4- pi  =_y  "1”  & O t=Hp  — AH=- — V — g , 

or  parla  propriété  du  cercle  on  a ht  = NO  — tO , donc  mettant 
les  valeurs  de  ces  grandeurs,  on  trouvera  jf*  ~yx,  Ôcc.  c’eft- 
à-dire  la  même  équation  que  ci-deflus. 

L’arc  LQ  eft  le  lieu  de  toutes  les  racines  négatives  correfpon- 
dantes aux  — x;  car  appellant  Hq  = — x 6c  qm  — — y , on  aura 

tm=qm-+-qp — ft=  — y — - — d;  ainfi  mettant  dans  tm  = NO 

— % 

— tO  les  valeurs  analytiques , on  trouvera  la  même  équation. 

Il  faut  remarquer  que  l’ordonnée  PE  qui  palfe  par  le  point  H 

'étant  y-\-dr  ôc  la  droite  OE  = g,  alors  on  a PE=oM — oE 
c’eft-a-dire,  y^-hidy-t-dd—ff — gg-,  ce  qui  n’cftplus  la  mê- 
me équation  ; mais  cela  doit  être  ainfi , car  le  point  H étant  le 
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partage  des -4- * aux  — x , la  grandeur  a;  en  ce  point  eft  égale  à 
zéro,  ôc  ne  doit  plus  paroître  dans  l’équation , 6c  par  la  même 

raifon  les  6c  les  ~ doivent  difparoître  ; mais  tous  les  autres  ter- 
mes doivent  s’y  trouver  encore , comme  en  effet  ils  y fout. 

Peur  abréger  dans  la  fuite , je  ne  m’arrêterai  plus  qu’à  ce  qui 
regarde  les  racines  pofttives  de  l'équation  dont  on  demande  le 
lieu. 


64.  Soit  l’équation  y 1 — jÿx  -+-£**  — ~ x — dd—o, 

les  quarrés^1 6c  jc‘  ont  tous  deux  le  ligne  plus  dans  cette  équation, 
6c  la  moitié  du  coefficient  du  plan  eil  moindre  que  la  racine 
du  coefficient  de  x1 , de  plus  les  termes  connus  — ff-h  dd  font 
des  quarrés  parfaits , ainli  l’équation  paroît  être  au  cercle;  mais 
elle  pourroit  être  à l’EUipfe,  parce  qu’on  pourroit  avoir  changé 
les  exprertions  de  quelques  termes  pour  abréger , cependant  fi 
on  eft  affuré  quelle  eft  au  cercle , voici  comme  on  fera. 

En  comparant  les  termes  de  cette  équation  avec  ceux  de  la 
formule  , je  trouve.  i°. — 7 yx— — — yx,  6c  faifant  b = m , j’ai 

0 ^ 


a—zn,6c\a  — n.  2°.^  = — -4-  — « ôc  mettant  les  valeurs  de 

7 x bb  mm  mm  1 

&i  aa  aa  rg  , _ xci  Xis  « 

de  ”»  îi ~ 5*"*" 5 ou  * aa—"'  3 • * = n t & 

mettant  la  valeur  de  m j’ai  c~  — s.  40. — ff-\ -dd= — tt 


-f- u,  ôc  mettant  la  valeur  de  s , ôc  tranfpofant , j’ai  •+■  ff—dd 

= tt ; les  termes  où  r fe  trouve  dans  la  formule  font  nuis  6c 
r=o. 


Pour  conftruire  cette  équation , je  fais  un  triangle  reftangle 
HBC  ( Fig.  34.),  dont  l’hypothenufe  HB  = b , 6c  l’un  des  côtés 
BC  , 6c  par  conféquent  l’autre  côté  HC  — e,  je  prens  fur 
HI  en  tirant  vers  I la  partie  HO=—  àcaufede  ~ =s6 ccom. 

nie  r = o,  6c  que  par  conféquent  dans  la  Figure  9.  la  droite  OH 
= r eft  nulle , je  prens  de  part  6c  d’autre  du  point  O les  parties 

OV,  OR  égales  chacune  à y ~r  f — ce  qul  fe  fait  en 

prenant  un  quarré  égal  aux  deux  c-~  -+-ff , ôc  faifant  enfuitc  un 
quarré  égal  à la  fomme  des  deux  moins  le  quarré  dd  -,  car  alors 
le  côté  de  ce  quarré  fera  égal  à la  ligne  OV  ou  OR  ; du  centre 

O ij 
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O & du  rayon  OV  je  décris  un  cercle  , ôc  du  point  H élevanr 
la  perpendiculaire  HT,  l’arc  TSZ , eft  le  lieu  cherché. 

Car  d'un  point  Q pris  fur  HB  élevant  une  perpendiculaire  QS 
fur  le  diamètre,  je  nomme  HQ  = *,  QS  ==y  , les  triangles  fem- 
fclables  HBC , HQP  donnent  HB,  HC::HQ,  HP,  doncé,  e 

• :*£=  HP,  & HB,BC::HQ,  QP,  donc  b,\a.-.  *"=QP, 

donc  PS=QS  — QP  —y — & lorfque  P eft  entre  O & R 

on  a OP  = HP  — HO  = y — mais  lorfque  P eft  entre  O & 

H,  on  a OP=HO — HP = y or  par  la  propriété  du 

cercle  PS  = OR  ou  O V — PO,  donc  dans  l’un  & l’autre  cas 
en  + 

& corrigeant  I’exprdfion,  puis  mettant  la  valeur  de  ee  qui  eft  -*■ 

aa,  & enfin  tranfpofant  nous  aurons  y1  — i yx-+-~  xx x 

dd  = o.  qui  eft  l’équation  propofée. 

Si  l’on  n’étoit  pas  alluré  que  l’équation  fut  au  cercle , il  fàu- 
droit  fe  fervir  de  la  formule  de  l’Ellipfe,  dont  nous  allons  par- 
ler, ce  que  l’on  doit  obferver  dans  toutes  les  équations  de  cette 
nature  où  le  plan  xy  fe  trouve. 

6 S-  Si  l’on  trouvoit  tt  égal  à une  grandeur  négative,  parexem- 
p e »==  — /l’équation  ne  pourrait  fe  conftruire  , ni  par  le  cer- 
cle , ni  d’aucune  autre  façon,  parce  quelle  renfermerait  une 
contradiction , n’y  ayant  point  de  grandeur  négative  qui  puiffe 
être  égale  à un  quarré..  r 

REMARQUE. 

66.  Quand  [l’angle  que  les  ordonnées  doivent  faire  avec  le 
diamètre  eft  droit,  la  formule  que  nous  venons  d’employer  eft 
toujours  infailliblement  au  cercle.  Mais  fi  l’angle  n’eft  pas  droit, 
cette  formule  fe  change  alors  en  une  équation  à l’EUipfe  , ce 
que  l'on  entendra  mieux  après  avoir  vû  la  Propoûtion  fuivante. 

67.  Une  Ellipfe  ABCD  (Fig.  44.)  étant  donnée  avec  fan  grand 
axe  BD , & f on  petit  axe  AC  , fi  fon  circonfcrit  le  reB  angle  FGHI 

S’  *fl  rcBangle  des  deux  axes  , & qu'on  mette  les  diagonales 

y GI.  Je  dis  1 Que  les  diamètres  OP  , QR  , qui  font  partie 
de  ces  diagonales , font  égaux  entr'eux . 20.  Que  fi p,,  joint  leurs  ex - 
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frémîtes  par  des  droites  OQ , &c.  ces  droites  feront  parallèles  aux 
axes.  j°.  Que  ces  deux  diamètres  feront  conjugués  emr’eux.  40.  Que 
leurs  paramétrés  leur  feront  égaux.  y°.  Que  les  quarrés  de  leurs  or- 
données feront  égaux  aux  retlanglcs  des  parties  quelles  coupent  fur 
leurs  diamètres. 

En  premier  lieu  le  reûangle  FABM  étant  égal  & femblable 
au  reûangle  BMCG , ôc  le  quart  d’EUiplè  ABM  égal  ôc  fembla- 
ble au  quart  d’Ellipfc  CBM  , fi  l’on  conçoit  que  le  reûangle 
FABM  foit  mis  fur  le  reûangle  BMCG,  enforte  que  FA  tom- 
be fur  CG  ôc  FB  fur  BG , la  diagonale  FM  tombera  fur  GM, 
& comme  le  quart  de  circonférence  AOB  tombera  fur  le  quart 
de  circonférence  CQB  , le  point  O tombera  fur  le  point  Q , & 
par  conféquent  on  aura  OM  = QM  ; mais  OP  eft  double  de 
OM,  ôc  QR  double  QM , donc  OP  = QR. 

En  fécond  lieu,  puifque  OM===QM,  6c  que  FM  = GMr 
donc  tirant  1a  droite  QO,  on  aura  OM,  FM  ::  QM , GM , 6c 
par  conféquent  OQ  fera  parallèle  à FG  ou  à AC , 6c  l’on  prou- 
vera de  même  que  la  droite  OR  eft  parallèle  à BD , 6c  ainfi  des 
autres. 

En  troifiéme  lieu  des  points  O , Q,  je  mene  les  tangentes  hm  , 
hn  , jufqu a ce  quelles  coupent  les  deux  axes.  Ces  tangentes  fe 
rencontrent  en  h , 6c  font  égales , car  les  parties  Oh,  Qh , font 
égales  , à caufe  que  pour  avoir  le  point  h où  Oh  coupe  le  grand 
axe , il  faut  faire  : t MX MB  r MH  j ainfi  que  nous  l’avons  cn- 
feignéen  parlant  des  fcûions  conique  dans  notre  Théorie  & Prati- 
que du  Geometre  , ôc  que  pour  avoir  le  point  où  Q/t  coupe  le  mê- 
me axe,  il  faut  faire  la  même  proportion  ; par  Ta  même  raifoa 
les  parties  Om,  Qnfont  auffi  égales,  donc  hm=hn.  Mais  il  eft 
vifible  qu’en  faifant  la  même  chofe  aux  points  R , P,  on  aura 
aufli  rm  = rn  , ôc  que  rm  fera  parallèle  à hn  , de  même  que  rn 
à hm  , donc  les  quatre  tangentes  forment  un  parallelogamme 
circonfcrit , dont  les  quatre  côtés  font  égaux , cela  pofé. 

Par  les  propriétés  de  l’Ellipfe  que  nous  avons  démontrées 
dans  l’Ouvrage  que  nous  venons  de  citer , le  triangle  FM  B eft 
égal  au  triangle  OMA , 6c  le  triangle  FMA  égal  au  triangle  OMm  , 
mais  FMB  =FMA , donc  OM/;  = OMw  , donc  la  bafe  Oh  eft* 
égale  à la  bafe  Om,  à caufe  du  fommet  commun  M , 6c  par  con- 
féquent hm  eft  coupé  en  deux  parties  égales  par  le  diamètre  OP.. 
On  prouvera  de  la  même  façon  que  rn  eft  coupé  en  deux  parties 
égales  pat  le  même  diamètre , donc  OP  coupant  en  deux  éga- 
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lement  les  deux  côtés  parallèles  du  parallélogramme  mhrn  , cff 
par  conléquent  parallèle  à l’autre  côté  lin,  ou  à la  tangente  du 
diamètre  RQ.  Donc  ces  deux  diamètre  font  conjugue!. 

En  quatrième  lieu , pour  avoir  le  paramètre  de  OP  , il  faut  • 
prendre  une  troifiéme  proportionnelle  à OP  fit  à QR , mais  OP 
& QR  font  égaux;  donc  la  troifiéme  proportionnelle  où  le  para- 
métré de  OP  eft  égal  à OP  , ôc  par  la  même  railon  le  paramé- 
tré de  QR  eft  égal  a QR. 

En  cinquième  lieu  , fi  l’on  mené  une  ordonnée  au  diamètre 
OP,  on  aura  parla  propriété  de  l'Ellipfe  : le  quarré  de  l’ordon- 
née eft  au  reêlangle  des  parties  du  diamètre  qu’elle  coupe , com- 
me le  paramétré  du  diamètre  eft  à ce  diamètre  ; mais  le  paramé- 
tré de  OP  eft  égal  à OP , donc  le  quarré  de  l'ordonnée  eft  égal 
au  redangle  des  parties  du  diamètre , ôc  l’on  prouvera  la  même 
chofc  à l’égard  de  QR. 

68.  Il  fuit  de  là  , queli  le  diamètre  IK  (Fig.  47.)  d’une  demi- 
Ellipfe  IMK  eft  égal  à fon  conjugué  , ôc  qu’on  vienne  à con- 
ftruirc  , comme  nous  avons  fait  pour  la  Figure  $ , l’équation  fc 
trouvera  la  même  que  celle  du  cercle. 

Car  appellant  les  mêmes  lignes  des  mêmes  noms  les  trian- 
gles femblables  ABE  , APF  (Fig.  4j.)  , donneront  AB,  AE 
: : AP  : : AF,  donc  m,  e : : x,  = AF  ôc  AB  , BE  : : AP  , 

PF , donc  w PF , donc  MG  = PM— PF— FG 

—y  — ^ — r,  ôc  OG  = AF — AH  — s ; or  par  lapro- 

* 

propriété  de  l’Ellipfe  à l’égard  de  ce  diamètre,  onaMG  = GK 

* v » 

x GI  = OK — OG , mettant  donc  les  valeurs  de  ces  grandeurs , 
on  trouvera^1 — m y* mLx ’ ‘l11*  eft  précifement  la  mê- 

me équation  que  celle  du  cercle. 

69.  Il  peut  arriver  qu’en  voulant  conftruire  un  lieu  de  cette  na- 
ture les  deux  axes  de  l’Ellipfe  foient  inconnus  , ôc  comme  on 
pourroit  fe  trouver  embarraffé  à décrire  l’Ellipfe , voici  comment 
on  pourra  y parvenir. 

Soient  les  deux  diamètres  conjugués  AB,  CD  (Fig.  46.)  égaux 
entr’eux  , ôc  faifant  l’angle  donné  BOD,  je  mené  par  les  extré- 
mités du  premier  des  parallèles  au  fécond , ôc  par  celles  du  fé- 
cond des  parallèles  au  premier , ce  qui  me  donne  un  parallelo- 
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Samme  dont  les  deux  axes  que  je  cherche  étant  prolongés  font 
î diagonales , comme  on  a vu  ci-deflus.  Je  mene  ces  diagona- 
les , après  quoi  menant  la  droite  AC  , qui  fc  trouve  coupée  en  X 
par  la  diagonale  QS  ; je  prens  une  moyenne  proportionnelle  en- 
tre OX  6c  OQ , 6c  la  portant  de  O en  T , la  droite  OT  eft  la 
moitié  du  grand  axe,  puifque  j’ai  : : OX  , OT,  OQ.  Je  mene 
de  même  la  droite  AD  , qui  eft  coupée  en  Z par  Ta  diagonale 
PR , 6c  prenant  une  moyenne  proportionnelle  entre  OZ  6t  OP , 
}'e  la  porte  de  O en  V , 6c  la  droite  OV  eft  la  moitié  du  petit  axe 
a caufe  de  : : OZ  , OV  , OP  , car  on  fçait  que  fi  d’un  point  A 
d’une  Ellipfe  on  mené  une  ordonnée  AZ  à un  axe , 6c  que  du 
mêmepoint  A on  veuille  mener  une  tangente  , il  faut  faire  com- 
me OZ  eft  au  demi  axe  OV , ainfi  OV  eft  à OP  , ôcc.  les  deux 
axes  étant  trouvés , il  fera  facile  de  décrire  l’Ellipfe  6c  de  con- 
flruire  enfuite  le  lieu  requis. 

Des  Lieux  à f Ellipjè. 

70.  Soit  l’équation  y1-^~  \ x2  — ~x — ~ dd  = o ; les  deux 

quarrés  y1 , x*  ont  le  même  figne  -+-6c  le  dernier  terme  n’eftpas 
un  quarré  parfait  ; donc  l’équation  eft  à l’Ellipfe , ainfi  je  prens  la 
formule  générale  du  Chapitre  III.  ( N . 3 }.)j  qui  eft 


, an  , "n 

y1 yxH — x2 


itf 


sx- 


■rr  = 
.'Il 

Xi 

"t 


6c  comparant  les  rcrmes  de  cette  formule  avec  ceux  de  l’équa- 
tion propofée  , je  trouve  r°.  “ = 0 6c,  par  conféquent  n—o  , 
donc  e=m  % ” — 1 6c  - = 1 . a°.  f = -HL  = — , &c  faifant  a 

J mm  m b immt  U 

=p , j’aié  = 2r,  6c  \b  = t.  Au  refte  je  puis  faire  /=«* , parce 
que  l’Ellipfe  de  la  Figure  1 o , qui  eft  la  conftruâion  générale  , 
repréfente  une  Ellipfe  quelconque.  30.  oyr  = o , & r = 0.  40. 

‘I  — — 7 > & mettant  les  valeurs  de/  6c  de  r , j’ai  " = ^ 

— T;  doncc=aj,6c|r=r.  f%—jdd=  — y & 
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mettant  les  valeurs  de  p,  t,  x,  j’ai  — \dd=. — ^-H^,d’ou 

je  tire  dà-=~bb  — ~cc , fie  mettant  tt  au  lieu  de  fa  valeur  bb  , 
j’ai  dd  -+-  ~ cc  = tt. 

Ceci  me  fait  voir  que  dans  la  Figure  io  la  droite  EB=»,  doit 
être  nulle  , fie  que  AB  = m doit  tomber  fur  AE  = e fit  lui  être 
égale  ; que  la  droite  HO  — r doit  être  aullï  nulle,  fit  que  pat 
conféquent  la  droite  AE  doit  tomber  fur  le  diamètre  1K. 


Pour  conftruire  donc  la  propofée  , je  prens  fur  une  droite  in- 
déterminée HI  (Fig.  47.) , la  partie  HO  = ~ c , à caufe  de  s = {• 
c ; du  point  O je  prens  de  part  fit  d’autre  les  droites  OA  , OB 
égales  chacune  à j b , à caufe  de  ; = ~ b , fit  prenant  AB  pour 
le  diamètre  d’une  Ellipfe  , dont  le  paramétré  eft  égal  à a , je 
décris  l’Ellipfe  ARBQ , fit  menant  du  point  H une  ordonnée  au 
diamètre , h le  point  H tombe  en  dedans  de  l’Ellipfe , l’arc  NB 
eft  le  lieu  de  l’équation  propofée. 

Car  d’un  point  quelconque  P pris  entre  H fit  B , menant  une 
ordonnée  PR  , je  nomme  HP  = x,  PR=_y  ; donc  OP=* 

— ~ c t fi  P , eft  entre  O fie  B , fit  OP  ÿ c — x , fi  P eft  entre  H 

fit  O.  Or  par  la  propriété  de  l’Ellipfe,  j'ai  PR,  OB  ou  OA, 

— OP  : : a y AB,  donc^s , ~bb  — — ±cc  : : a,  b , fie 

mettant  au  lieu  de  \bb — , fa  valeur  dd , j’ai  y1  , — xl  -+-  ex 

-\-dd::  a , b \ donc  byl  = — ax1  -+-  aex  -I-  add , fit  y1—  — j 


x3  -4-  j x — f-  j dd,  fit  tranfpofent,j’ai  y3~+-  jxl  — ~‘x  — ~dd—o, 
qui  eft  l’équation  propofée. 

Soit  l’équation  y1  j-juf-4--  — ff—  o,  dont  l’angle  des  or- 

données avec  le  diamètre  n’eftpas  droit.  Comparant  cette  équa- 


tion avec  la  formule  générale,  je  trouve  i°.  j= — ~ , fie  faifant 


b~m  , j’ai a = — 2 n , fie  ~a= — n.  20.  - = — H — — , fie 

7 7 c mm  immt  7 

mettant  les  valeurs  de  n fie  de  m , j’ai  ~ — “ -f-  — , ou  - — —. 

3 ’ c iU  i bbt  3 c 4 bb 

= 51,  » ûc  divifant  par  ce , puis  multipliant  par  bb , j'ai  ~ — ~ 

P \ • • 8 bbât  — xaact 

i7>  dou  Ie  tIre ZTC =P, ou 


p 4 bbà  — tac 

-OU 


etc  +tc 
^bbit—aact 


4 etc 


— p.  30.  2yr  = 0,  doncr  = o,  rr=c.  40.  ^?x=o  , donc  x 
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s=o,  Scss  — o.  j ôc  mettant  la  valeur  de  ~ , ff  — 


Abbdu — aaett 
4 etc  > 


d’où  je  tire  -ttj"— - = rr,  ôc 

' +bbi  — iuc  7 


V1 ««f 

4WJ  — m< 


Ceci  me  fait  voir  que  dans  la  Figure  10,  quieft  la  conftruc- 
tion  de  la  formule , la  ligne  OH  = r eft  nulle  , de  même  que  la 
ligne  AH  = j , & par  conféquent  la  ligne  AE  doit  tomber  fur 
le  diamètre  IK , & que  le  point  A d’origine  doit  être  au  centre 
O , enfin  que  le  triangle  AEB  doit  être  tourné  du  côté  de  M, 
à caufe  de  £ a—  — w. 


Pour  conflruire  cette  équation  {Fig.  48.) , je  mené  une  ligne 
MN  indéfinie  de  part  & d’autre  , & a l’un  de  fes  points , je  fais 
un  angle  CBM  égal  à l’angle  des  ordonnées  avec  le  diametre  ; 
je  fais  BC  = du  point  C pris  pour  centre  ôc  d’un  intervalle 
égal  à b , je  décris  un  atc  qui  coupe  MN  en  O ; & dans  le  triangle 
OBC  ayant  BC  =~a , CO  ==b  , 6c  l’angle  CBO  égal  à l’angle 
donné,  le  troifiéme  côtéBO  eft  par  conféquent  =e , ainfi  OC 
eft  la  ligne  des  abfcifles  x.  Je  prens  de  part  6c  d’autre  du  point 
O fur  la  droite  MN  les  parties  OQ  , OX  égales  chacune  à 

, ce  qui  fe  fait  en  reduifant  la  fraction  en  une  frac- 
tion firnplc, comme  il  a été  enfeigné  plus  haut;puis  faifant  un  plan 
bf , égal  à cette  fraction  , 6c  enfin  prenant  une  moyenne  pro- 

portionnelle  / entre  bief;  car  alors  on  aura  l — y/ïïf—  ^ 

Je  prens  QO  pour  le  demi-diametre  d’une  EUipfe  dont  le  para- 
mètre eft=  ü . ou  bien  en  mettant  la  valeur  de  t , 

^ x.  ^ auc  > enfin  du  point  O je  mene  OT  parallèle 
a BC  Ôc  l’arc  T SX  eft  le  lieu  cherché. 

Car  d’un  point  P pris  entre  O 6c  X , menant  une  droite  PS 
parallèle  à BC  , je  nomme  OR  = x,  RS  =30  Les  triangles 
femblables  OBC  , OPR  donnent  OC , OB  : : OR , OP,  donc 

b ,e  : : x/‘  = OP  , les  mêmes  triangles  donnent  OC , CB  : : 
OR , RP , donc  b , a a : x , ^ = RP  , 6c  par  conféquent  PS 
=RS  RP  —y  -i-  “b.  Or  la  propriété  de  l’Ellipfe  donne 

SP,  OX  — ÔP::  p,  zt,  donc  .y1 -+- £ S 

’ P 


n4  Le  Calcul  Différentiel, 

- a * ■■■■  - b“  - ’wëE»  . * “»•  ■'  P- 

duit  des  extrêmes  6c  celui  des  moyens,  j’ai 


«1.4.1  vv-^-—  ** 2 v'— i^CT 

✓ * +hb  ‘ ' 4 Uld  «—  J4t  4 bbJ  — a«c 

4bi>u  — v"  ce  qUj  fe  rC(]uit  ^ 

iffc  4 bbd—AAC*  * 


66 


x*x 4 


2f« 


* 

on 


, , « . «d  _ 4 veeff  tt 

V H~ ryx  H rrXX  X 2 = -r—-^ ,, 

■'  b 466  466kl 4 jc  66  

-H  ^ St  divifant  de  pan  & d’autre  par  a , puis  tranfpofant , 

au  ray  -+-  jyx  -+-  ~ xx — ff—o  , qui  eft  l’équation  propofée. 
J’ai  mis  ici  le  calcul  tout  au  long , afin  que  les  Commenqans 
ne  s’y  trouvent  point  embarafles  , mais  dans  la  fuite  nous  abrége- 
rons pour  rendre  ce  volume  moins  gros. 

Soit  l'équation }y-^r~yx  -¥-xx -+-dy  -+-<■* — hf—o,  en  com- 
parant les  termes  de  cette  équation  avec  ceux  de  la  formule  gé- 
nérale, je  trouve  t°.  j= — St  faifant£=»>,  j’ai«  = — an- 
& ia=—n.  a».  J3-  = “ Î2.  ;donc  t - ~ 

mm  i mmt  4 66  xbbt 1 466 

= , St  multipliant  par  bb , puis  divifant  par  te , j’ai  ^ — ~ 

P 4 bb  — aa  p j»  % • • Ibbt  — 144/  4 66/  — aa/ 

= - °u  — - — = f-,  d ou  je  tire  —P  y ou  

it  4<t  1 1 7 * 4 et  * 7 z/e 


3».  d—  — 2 r , donc  -j  d = — r.  40.  c—  — — 
ôc  mettant  les  valeurs  den,  »a,  r,  f.  J’air  = ^ — 

9 9 7 Xt  26  4r£ 


OU  f=  ~r 


xt 

466/  -f-  ggj  mde  466/  -f*  44/  J»  v • • 1/6/ 

~ * = *7i  “ ~ J,  ~ » d 0U  l0  tlfe 


= — s.  y°  — rr  — St  mettant  les  valeurs  derr  St 

de  t,  j’ai  — bf=  i dd—  -+- «“"-JS ; donc  — hf 

—i.AA= ■ jonc  _ 

4ff  7 466 — 44 


4r*  4e*  44 

+i^^»-=„_„.donc„-H!ÿS^;=  „ s 

JJ  ■+■  — t ; je  ne  mets  point  la  valeur  de  ji  pour 

abréger,  mais  on  doit  la  mettre  pour  trouver  la  valeur  du  dia- 
mètre. 

Ceci  me  fait  voir  t°.  Que  dans  la  Figure  10.  la  ligne  OH 
— r,  doit  être  prife  de  l’autre  côté  du  diamètre , à caufc  de  { d 
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= — r , ôc  que  par  conféquent  la  ligne  AE  = t doit  être  aulfi  de 
l’autre  côté.  20.  Que  le  triangle  AÈB  doit  être  dans  une  pofition 
oppofée , à caufe  de  7 a = — n.  j°.  Que  la  ligne  AH  doit  être 
prifc  du  fens  oppofé,  fi  dans  = — s , il  fe  trouve  que 

abc  foit  plus  grand  que  ad , car  s’il  ne  l’étoit  pas , il  faudroic  pren- 
dre AH  au  même  côté. 

Pour  conftruire  cette  équation  je  fais  de  même  que  pour  l’é- 

2 nation  précédente  un  triangle  HBC  (Fig.  49.) , dont  l’angle 
1BC  foit  égal  à l’angle  que  les  ordonnées  doivent  faire  avec  le 
diamètre , ôc  dont  le  côté  BC  a &c  le  côté  HC  = b,  ôc  le 
tournant  du  fens  oppofé,  la  ligne  HC  eftla  ligne  des  abfcilfes. 

Je  prolonge  HB  de  l’autre  côté  vers  V,  ôc  je  fais  H V = r-^~ 

— — s , car  jefuppofe  que  abc  eft  plus  grand  que  ad.  Du  point 
Vje  meneV  O parallèle  à BC , ôc  égal  à { d , mais  de  l’autre  côté 
de  BC,  à caufe  de  \d= — r.  par  le  point  O je  mene  une  pa- 
rallèle à la  droite  HB , & je  prens  de  part  & d’autre  les  parties 

OA  , OE  égales  chacune  à ^ ss  , 6c  fur  AE  comme 

diamètre  , & avec  un  paramétré  = 

x ^ ss~b~  îe  décris  une  Ellipfe  ; enfin  menant  du  point 

H la  droite  MN  parallèle  à BC  , l’arc  NSL  eftle  lieu  cherché. 

Car  d’un  point  quelconque  pris  entre  H & L menant  SP  pa- 
rallèle à BC,  je  nomme  HR  = x , RS— y,  les  triangles  HBC, 

HQR  donnent  HC , HB  : : HR , HQ , donc  b,e::x,  ~=HQ; 
les  mêmes  triangles  donnent  HC,  CB::  HR,  QR,  donc  b , 
ia:-.x,  ~ = RQ,  donc  PS  = RS -+- RQ -+- QP  ou  \rO=y 

-H  ‘l  -\-\d,  ôc  OP  = VH HQ — r-4-  j.  Or  la  propriété 


de  l’ Ellipfe  donne  PS , OE  — OP  : : p ,at , donc  PS  x at=  OE 
xp  — OP  xv,  ôc  PS  = - ÔE  — -^OP.  Mettant  donc  les  va- 

* r Xt  Xt 

leurs  de  ces  grandeurs , j’ai 


■\yx~Jr^b  x-hidd=tt—ss+- -- 


eexx 
* bb 


4« 


ôc  mettant  au  lieu  de  n — ss  fa  valeur  — jf***"—.  & au  lieu  de  — s 

4M  — < U r 

r 1 xtbe  — aie  •»  • 

la  valeur  —77 • 1 ai 


Pij 


ii 6 Le  Calcul  Différentiel, 


— x *-  ■ ce  qui  fc  réduit  en  faifant  la  multiplication 
indiquée  dans  le  fécond  membre  à 

y1  *+■  f yx~*~  ÿï  ** -+-  dy~+'  * -H  V -h^dj—cx  -h^x 

— x tranfpofant  ôc  corrigeant  l'cxprelTion  on  aura 

1 équation  propofée. 

Lorfque  dans  une  équation  qui  par  elle-même  paroît  être  à 
l’Ellipfè,  on  trouve  £=i,  ce  qui  donne  p = at,  c’eft-à-dire, 

le  paramétré  égal  au  diamètre,  & que  l’angle  des  ordonnées  eft 
droir,  alors  l’équation  devient  au  cercle;  & comme  cela  peut 
arriver  dans  deux  cas  différens  , qui  font  l’un  lorfque  le  plan  xy 
fe  trouve  dans  l’équation , & l’autre  lorfque  le  plan  xy  ne  s'y 
trouvant  pas  l’un  des  quarrés_y* , x ! a cependant  un  coefficient; 
voilà  pourquoi  j’ai  dit  ci-deffus  que  lorfqu’une  équation  fe  trou- 
voir  dans  l’un  ou  l’autre  de  ces  deux  cas  , il  falloit  employer 
la  formule  de  l’Ellipfe , & non  pas  celle  du  cercle  ; car  en  em- 
ployant celle  du  cercle  , on  ne  pourroit  pas  fe  tirer  du  doute 
qu’on  peut  avoir  fi  l’équation  eft  a l’Ellipfe,  au  lieu  qu’en  em- 
ployant celle  de  l’Ellipfe , on  trouve  infailliblement  fi  elle  eft  au 
cercle. 

Des  Lieux  à l'Hyperbole  par  rapport  à fes  diamètres. 


71.  Soit  l’équation^»1 — x = o , les  deux  quarrés  y*  > 

**  font  ici  fous  différens  lignes  ; donc  l’équation  eft  à l’hyperbole 
par  rapport  à fes  diamètres  : c’eft  pourquoi  je  prens  la  formule 
générale  du  Chapitre  3.  ( N.  34.  ) qui  eft 


y- y* H x-  — 2yrH — rx  rr  — o 

m mm  J m 


eep 


z tps 


/JL 

it 

ssp 


Dans  cette  formule , le  terme  a le  ligne  -+-  quand  les  or- 
données font  rapportées  au  premier  diamètre  , & le  ligne  moins 
quand  elles  font  rapportées  au  fécond. 
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En  comparant  les  termes  de  la  propofée  à ceux  de  la  for- 
mule , je  trouve -—o,  donc»  = o , 6c  m — e.  2°.?=— - = -* 
d’où  je  tire/?  = ~,  }°.  2yr  — o,  doncr=o. 

6c  mettant  la  valeur  de  ~ , j’ai  ~c  = ~ f d’où  je  tire  jf=x.  y°. 

s±  — — — = 0 , douent  — ouzt  tt=.~ccy  6c  comme 
le  diamètre  doit  toujours  être  pofitif,  je  vois  que  tt  doit  avoir  le 
figne  -f-,  car  autrement  on  auroit  j cc  = — «;  donc  les  ordon- 
nées doivent  être  rapportées  au  premier  diamètre. 

Or  ceci  me  fait  voir  que  dans  la  Figure  1 1.  qui  eft  la  con- 
ftruQion  delà  formule  pour  le  cas  prefent  la  ligne  EB  = » = o, 
que  par  conféqucnt  AB  = rw  doit  tomber  fur  AE  = e,  Ôc  que 
la  ligne  HO  = r étant  nulle  , la  ligne  AE  doit  tomber  fur  le  dia- 
mètre RG. 

Pour  conflruîre  l'équation , je  mené  une  ligne  indéfinie  HI 
( Fig.  y o ) , fur  laquelle  je  prens  HO  = x c cn  allant  de  H vers 
I à caufc  de  -j  c=  x ; du  point  O je  prens  de  part  6c  d’autre  les 
parties  ON,  OB  égales  chacune  à -j  c , à caufe  de  4 c — t , 6c 
prenant  NB  pour  un  premier  diamètre , dont  le  paramétré  eft 
ou  ~b  , je  décris  une  hyperbole  MBS , 6c  fa  partie  indéfinie 
BRS  eft  le  lieu  cherché. 

Car  d’un  point  P pris  fur  le  diametre  NB  prolongé  menant 
une  ordonnée  PR,  je  nomme  HP=.v,PR==y,  doncOP=HP 

. . M a 

— HO=*  — !<■;  or  par  la  propriété  de  l’hyperbole  on  a PR, 

S * » 

OP  — O B::p  ,2t;  donc^1,  xz — rx-4-ice — ±cc::  j ,r,& c par 
conféquent  cyz  = x1  ■ — ~ * ; 6c  divifant  par  c,  puis  tranfpofànt 
j’ai — ~ xz-k-j  x=o  qui  eft  la  propofée. 

Soit  l ‘équation y1  -+■  y*~i-^b  xx -h- 2cy — 2gx  — jf  = o , dans 
cette  équation  les  quarrés y1 , xz  fe  trouvent  avec  les  mêmes 
fignes  ; mais  le  quarré  ~ de  la  moitié  du  coefficient  du  plan  yx  eft 
plus  grand  que  le  coefficient  ~ du  quarré  xx , donc  l’équation 

eft  à l’hyperbole,  comparant  donc  ces  termes  avec  ceux  de  la  for- 
mule générale , je  trouve. 

P iij 
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— — , & faifant  b — m,  j'ai  a = — n.  20. 

km’  1 • 4 bb  nn 

- —L  & mettant  les  valeurs  de  » & de  m,  j’ai  ^ = 7^  — "r- 

îmim  ' ' 4 t/b  bb 


xbbi 


OU 


S - = î donc  & S—/-  *-■  " =— > donc 


4« 


C= — r.  4°.  — 2 g=~^  + -L-y  ÔC  mettant  les  valeurs  de  n , tw  , 

tass 


uc 


11  •*  ■ _ » . »“•*  . 1 OC  oiia/  _ • . 

a^='+-T-+-13-ou  2--+-  T = — 1S>  & multi- 
pliant par  , puis  divifant  par  j’ai  — — s.  50. — ff 


6,tu 


3-4 


= rr  -+  — — — & mettant  les  valeurs  de  rr  & de  - . i’ai fF 

~ xt  %$  w it  * ‘ JJ 


}tt04 

4« 


multi- 


pliant par -j-ff,  puis  divifant  par  jaa,  j’ai — 


— ss , & enfin  «- 


4trf—  itecc 
î" 


= -+-« 


= :±  tt , & comme  il  faut  que 


K fuit  toujours  pofitif,  on  prendra  le  fignc-+-/r  lorfque  « fera 


plus  grand  que 


4if|f-t-4  rtee 

3 <34 


, parce  qu’alors  le  premier  terme  fera 


pofitif,  & le  ligne — tt  lorfque  ss  fera  moindre  que  lafraûion, 
& dans  le  premier  cas  les  ordonnées  feront  rapportées  au  pre- 
mier diamètre , & dans  le  fécond  elles  feront  rapportées  au 
diamètre  conjugué. 


Ceci  me  fait  voir  que  dans  la  Figure  11.  qui  eft  la  conftru- 
ûion  de  la  formule  générale , la  ligne  OH  = r doit  être  de  l’au- 
tre côté  du  diamètre  RG  à caufe  de  c= — r,  que  le  triangle 
AEB  doit  par  conféquent  être  aufii  de  l’autre  côté  & mis  dans 
un  fens  oppofé  à caufe  de  a = — n que  AH  —s  doit  être  pris  à 
gauche  du  point  A à caufe  de  — — s , & on  peut  faire 

les  mêmes  remarques  fur  la  Figure  12.  qui  eft  la  conftruction  de 
la  formule  lorfqu’il  y a — tt. 

Pour  ccnflruire  cette  équation  dans  le  cas  de-f-rr  ; je  prens 
fur  une  droite  indéfinie  HB  ( Fig.  y 1.  ) un  point  B où  je  fais  un 
angle  CBH  égal  à l’angle  que  les  ordonnées  doivent  faire  avec 
le  diamètre  ; je  fais  BC=*  à caufe  de  a= — n;  du  point 
C pris  pour  centre  & d’un  intervale  = b , je  décris  un  arc  qui 
coupe  B H au  point  V où  je  mené  CV,  & dans  le  triangle  VBC 
l’angle  VBC  étant  égal  à l’angle  donné,  le  côté  BC  = <t,  ôc  le 
côté  CV  = i> , le  croifiéme  VB  eft  par  conféquent =e;  ainfi 
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VC  eft  la  ligne  des  x , je  prens  de  V en  H la  partie  VH 
_ 4'tg-^4jçt  ^ caupe  *clg^"ct  = — j ; du  point  H je  mène  de 

l’autre  côté  de  HB  une  droite  HO  parallèle  à BC,  &=e,  à 
caufe  de  r = — r , par  le  point  O je  mène  une  ligne  EA  pa- 
rallèle à HC,  & de  part  6c  d'autre  de  O , je  prens  OE , OA 

égales  chacune  à ^ ss — — — J fur  le  diamètre  EA,  & 


avec  un  paramétré  égal  à je  décris  une  hyperbole  AS , & du 
point  V menant  VT  parallèle  à BC , la  partie  indéfinie  TZ  de 
l'hyperbole  eft  le  lieu  cherché. 

Car  du  point  R pris  fur  VC  menant  SP  parallèle  à BC,  je 
nomme  VR  = x , RS  —y  ; les  triangles  femblables  VBC , VQR 

donnent  VC , VB  : : VR  , VQ  ; donc  b ,e::x,  'f=V Q ; les  mê- 
mes triangles  donnent  V C , CB  : : VR , RQ  , donc  b ,a::x 
~ =RQ  , & par  conféqucnt  PS=RS-J-RQ-h-QP  ou  HO 
—y-*-  jH-c&OP=HQ=HV-»-VQ= — or  par 
la  propriété  de  l'hyperbole  on  a PS  =OP  — OA  x - mettant 


donc  les  valeurs  de  ces  grandeurs , j’aijj*  •4-^.)'*-+-^*"*  -+■  açy 


-+-T  *-+-«•=«■+-  Tx-hü *>  — ss-\ — — x <„,« 

corrigeant  l’exprefiion  , & mettant  la  valeur  de  — s qui  eft 

4 etg- 


3-a 


■>  J ai 


. 24  .<!<».  2 4C  . 8 ttbg- 

y T yx+ü  x -*~2cy~*~  x-*rcc— — — 


- 8 mte 


1S31 * 

-+- x^,&  faifant  la  multiplication  indiquée  dans  le 
fécond  membre , j’ai 

yl-h^yx-b^xt-i-2(y-+-Y  x+cc=2gx’+-t~x 
-+-cr , ôc  tranfpofant  tout  dans  le  premier  membre  , j’ai  y1 


yx- f-  ~^b  x1  ■+•  2cy — igx—jf—o,  qui  eft  l’équation  propoféc. 

Pour  conftruire  b même  équation  dans  le  cas  de — tr , c’eft- 
à-dire  lorfquc  ss  eft  moindre  que  , alors  pour  rendre  r» 

pofitif,  il  faut  faire  — ss—  je  fais  un  triangle  BC  V 
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(Fig.  j 2.)  de  môme  que  dans  la  conftru&ien  précédente;  je  fais  H V 
— 4C^ 4J_;du  point  H je  mene  de  l’autre  côté  de  HB  la  droite  HO 
=<•;  parle  pointOjemeuc  une  parallèle  à HB,  6c  je  prens  de  part 
& d’autre  les  parties  OE , OA  égales  chacune  à v — ss  ; 

fur  EA  pris  pour  fécond  diamètre , ôc  avec  un  parametre=  — 

je  décris  une  hyperbole  , & du  point  V menant  TV  parallèle  à 
BC  la  partie  indéfinie  TZ  de  l’hyperbole  cft  le  lieu  requis. 

Car  d’un  point  quelconque  pris  fur  VC  menant  PS  parallèle  à 
BC,je nomme  VR=.t  ôc  RS==y,  les  triangles  femblables  VBC , 

V QR  donnent  VQ  = j ôc  QR  = p donc  PS=SR-t-RQ-f-QP 
ou  HO  =y  •+-  j •+*  c 3 ôc  OP  = VQ  -+-  H V = — s-,  or  la  pro- 
priété de  l’hyperbole  donne  PS  = OP  -+-  OA  x donc  on  a 

y i y*-*~Tb  * -'~2Cy-*-T  x ■+■  ee—a  x — r *-+-« 
^j4-— — «x£,  ôc  corrigeant  l’expreffion , ôc  mettant 
la  valeur  de — s , ôc  faifant  la  multiplication  indiquée  on  a 

y1  + r y* -+- U x'--+-^y-i-  J ***** =*Tb  **+***■+■  x 


ce , ôc  tranfpofant  on  a enfin  y1  jyx  -f-  xx  -t -2cy 
— 2 gx — ff  — o qui  eft  la  propofée. 


R E MA  R £U  E. 

72.  Lorfqu’on  trouve  tt  — o, l’hyperbole  ne  peut fe conftruire ; 
mais  alors  l’équation  peut  s’abbaiffer  d’un  dégré , ôc  devenir  par 
conféquent  une  équation  à la  ligne  droite  ; car  fi  dans  la  formule 
générale  on  efface  le  terme  où  » fe  trouve , le  refte  fera 

, in  , »n  , * xn 

y — — x1  — 2yr-f-  - r x -4- rr  =*=  o 

xmm  tmt  xt 


Ôc  en  tranfpofant  on  aura 

. , . nn  s fi  , eet  , 1 epf  sjp 

y1 — -p+  — a:1  — ayr  -t- — rx-t-rr  — — <—  x — x-»-  — 

•'  m<  mm  J n xmmt  tmt  tt 

êc  tirant  la  racine  quarrée  de  partôc  d’autre,  on  aurait — ~x 
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— r—  — x — j x ^ l ou  s—  - xc  ^ £ ; ce  qui  donne  y = " x-4-r 

m u mzt  1 m 

-4-  £ x — s xv  l ou  y = - .y  -4-  r -4-  f — -xx^,  qui  eft 
un  lieu  à la  ligne  droite,  & dans  cette  équation  la  feule  difficulté 
confifte  à trouver  une  ligne  égale  à ce  qui  fc  fait  en  fuppd- 

fant  que  le  numérateur  ôc  le  dénominateur  font  multipliés  l’un 
& l’autre  par  une  ligne  arbitraire  prife  pour  l'unité,  comme  par 

exemple  par  m,  ce  qui  donnera  ~ ; & prenant  une  moyenne 
proportionnelle  a entre  m&c  p,  on  aura  mm  ,aa::m,p,  & com- 
me m — i , on  aura  mm  — î , donc  aa—p  6c  v' aa=*/p;  pre- 
nant de  même  une  moyenne  proportionnelle  b entre  m ôc  2 1, 

on  aura  bb—  2 mi  ôc  v bb=Ÿ  2>nr=y  2t , donc  - — ^ ~ . 6c  l’é- 
quation  fera  = y = - x -+>  r -+- .‘l-  *• — 7 s ou  y = - *-4-r-4-r  s 

m bm  0 s m b 

ae 

Pour  appliquer  cette  remarque  au  dernier  lieu  précédent  y 1 
•+■  j _y*-4-^£  xx  "+■  2cy — 2gx — ff—  o , on  a vû  qu’en  compa- 
rant les  termes  de  cette  équation  avec  ceux  de  la  formule , nous 
femmes  parvenus  à cette  équation 


. . w , aa  , , . tac  . za  ce 

y ■+■  iyx  m xl+icy  + 7^  «•=  «— t * -+■  s x —ss 


-4-  *£?*"“  x 3“  ; or  dans  cette  équation— « = 

3 aa  4M  , 1 544 

— *r,  de  forte  que  fi — «eft  égal  à on  aura — ff 

= o , 6c  par  conféqucnt  l’équation  fc  réduira  a 


*'+2cy+  ~ x+cc=s-—^x -4-  X ; 


ôc  tirant  la  racine  quarrée  on  aura^-+-£- y-4-c  = £ x — s x 
, 6c  mettant  la  valeur  de — s qui  eft  4f-,H£4—  , on  aura  y 


-+-Fx-hc-. 


*rh 


}ja 


*ace  c a j 

h~tx  x7v/t  ou  y 


4-j-rX  t/-’-  qui  fe  réduit  àj  : 


b 3 a 

-xxv'i—^x- 


}• 


*2  I * 
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= o , qui  eft  un  lieu  à la  ligne  droite. 

Et  dans  cette  équation  prenant  la  ligne  a pour  l’unité , ’on  a 

v/a=  = & prenant  une  moyenne  proportionnelle  h 

entre  & a , on  a A=  v jj-j;  prenant  de  même  une  moyen- 
ne proportionnelle  l entre  40  &n,  on  a /='/4«a,  donc  on  a 
aufli  ^ = , & par  conféquent  l’équation  fc  réduit  à y 

__  uh  — •x  — c — 0-  & on  peut  la  conftruirc  aifé- 

}*t  U b 1 

ment  en  fuivant  les  régies  données  ci-deflus. 

Des  Lieux  à ï hyperbole  entre  Jes  afymptotes. 

73.  Soit  l’équation  xy  — ^ xx — ry  = o;  il  n’y  a ici  que  le 

quarté  xv  d’une  inconnue,  fit  le  plan  xy  s’y  trouve  ; donc  l’é- 
quariôn  eft  à l'hyperbole  entre  Tes  afymptotes  : c’eft  pourquoi  je 

[>rcns  dans  le  Chapitre  ( N.  3 y.) la  première  des  deux  iorrnu- 
es  que  nous  avons  trouvées  pour  l’hyperbole  entre  fes  afympro- 
tes , parce  que  c’eft  dans  celle-là  que  le  quarré  xx  fc  trouve,  & 
cette  formule  eft 


n mt  . m . mir 

*y-^*x- Ty-'-j*-*-  t 


— rx  — mp 

& comparant  les  termes  de  cette  formule  avec  ceux  de  la  pro- 
pofée , je  trouve.  t°.  ~ = -,  & faifant  b—m  j’ai  a=  rt.  20.  — c 

— — “ ouf-f  =r  ou  ~=s.  3°.~—r=  o , donc  "=r, & met- 

tant  les  valeurs  de  n & s , j'ai  ~ = r.  40.  7^  — mp  = o , ou 

— mp.  Si.  mettant  les  valeurs  de  s , r , j’ai^  ~p- 

Comme  toutes  les  grandeurs  font  ici  pofirives , je  vois  que 
te  dois  conftruire  de  même  que  dans  la  Figure  13.  qui  eft  la  con- 
ft  ru  dion  de  la  formule  générale. 

Je  fais  donc  fiir  un  point  d’une  droite  indéfinie HI(  Fig . n>) 
un  angle  QPI  égal  à l’angle  que  les  afymptotes  doivent  faire 
entr  elles;  je  fais  PQ  = a;  du  point  Q ôc  d’un  intervalle  — b , 
je  décris  un  arc  du  côté  de  H'  qui  coupe  l’indéfinie  HI  en  H , 

& dans  le  triangle  HPQ  j’ai  IIP  = e ; je  prens  de  H vers  I la 

\ 


la; 
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partie  HO  ; du  point  O je  mene  OD  parallèle  à PQ , & je 

prens  fur  OD  la  partie  OA  = - ; je  mene  AB  parallèle  ôc  égale  à 
HP=r;dupointBjemeneBCparaIleleà  PQôcégalcà  i6  ; en- 
fin du  point  C je  décris  entre  les  afymptotes  AD  , AB  1 hyper- 
bole ZX , ainfi  qu’il  a été  enfeigné  dans  la  rroifiéme  partie  de 
notre  Théorie  & pratique  du  Geometre , fit  cette  hyperbole  cft  le 
lieu  cherché. 

Car  d’un  point  pris  entre  O ôc  I menant  RV  parallèle  a PQ , 
je  nomme  HR  = *,RV=jy;  les  triangles  femblables  HPQ, 

HRS  donnent  HQ , HP  : : H R , HS , donc  b,  e : : x , " = HS  ; 
les  mêmes  triangles  donnent  HQ , PQ  : : HR , RS , donc  b , a 
" = RS,  donc  TV  =RV — RS — ST  ou  AO=ji — " 

fie  ÀT=  OS  = HS—  HO  = J — ~ ; or  par  la  proprié- 
té  de  l’hyperbole  on  a AB  x BC  = Al  x T\  , donc  -jj-  — -j  y 

- H Il  * + lf  <3ui  fe  réduit  J — il x% 

y = o , fie  divifant  tout  par  on  a xy — g xl—cy  — o qui 

eft  l’équation  propoféc.  " 

Soit  l’équation  xy  -4-  \yy~  fy — gh  — o;  c eft  le  quarré  yy 
qui  fc  trouve  dans  cette  équation , c cft  pourquoi  je  prens  la 
leconde  formule  du  Chapitre  J.  ( A/i  3 y.)  qui  eft 


yx—^yy—  -*  "*“;** 

— ry  — 


mtr 


mp 


fie  comparant  les  termes  de  cette  formule  avec  ceux  de  la  pro“ 
poféc , je  trouve.  t°.  j = — l & faifant*  = m,  j’ai  a =—n. 
2o. _ o , donc  t ==  o.  3°.  — d=  — r , donc  d = r.  40.  —gL 
——mp  où  gh  = mp  , fie  mettant  la  valeur  de  m j'ai  gh^bp  ôc 


1 =?•  j 

Ceci  me  fait  voir  que  dansla  Figure  14-  qui  eft  la  conftrudion 
de  cette  fécondé  formule,  la  droite  CR=j  eft  nulle  , fit  que 
par  conféquent  AP  doit  tomber  fur  l’afymptote  R I , fie  que  Iç 

' Q 
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triangle  ABE  doit  être  dans  un  fens  different. 

Je  fais  donc  à un  point  B ( Fig.  54.  ) d une  droite  indéfinie 
IIS  un  angle  DBS  égala  l’angle  quelesafytnptotes  doivent  faire, 
je  prens  BD  = a;  du  point  Dpris  pour  centre,  & d’une  inter- 
vaie  = i je  décris  un  arc  du  coté  de  H qui  coupe  la  droite  SH 
en  H , 6c  dans  le  triangle  BDH  j’ai  HB  = e,  du  point  H je  rnene 
une  droite  indéfinie  H AI  parallèle  à BD  lur  laquelle  je  prens  IIA 
=d;  du  point  A je  mené  AQ  parallèle  ôc  égale  à BH=f  ; du 

point  Q je  mené  QR  parallèle  à AI  & égale  à ~ enfin  du  point  R 

je  décris  entre  les  afymptotes  DA , AI  une  hyperbole  ZX  qui 
eft  le  lieu  cherché. 

Car  d’un  point  quelconque  P pris  entre  II  ôc  I menant  PK 
parallèle  à HD,  je  nomme  HP  = .x,  PK=^;  du  point  K je  mène 
KM  parallèle  à HI,  & par  conféqucnt  KM=HP  = jf  & HM 
= PK  = y ; les  triangles  femblables  HBD , HMN  donnent  HD, 

HB::HM,  NH,donc£,e::^,  j = HN,  les  mêmes  triangles 
donnent  HD  , DB  : : HM  , NM,  b , a-.-.y,  — NM , donc  OK 
= KM -t-  NM— NO  ou  H A = * -t- d,  AO  = HN  = ? , or 
par  la  propriété  de  l’hyperbole  on  a AQ  x QR  = AO  x OK , donc 
= ’ ’’  -+-  — 'j  ; fit  multipliant  par  b , puis  di  vifant  par  r , & 

enfin  faifant  tout  paffer  dans  le  fécond  membre  on  aura 

y x -P-  *-yy — dy — gh  — o,  qui  eft  l’équation  propofée. 

Soit  l’équation  xy  — ~ y-\-  cx~+~  df—  o ; il  ne  fc  trouve  ici  que 

le  plan  .vy  fans  aucun  desquarrés  x1 , y’-  ; c’eft  pourquoi  je  prens 
l’une  ou  l’autre  des  deux  formules  ci-deffus,  par  exemple  la  pre- 
mière, & comparant  les  termes,  je  trouve. 

J*  • .wj  fl  m a a 

1°.  - = 0,  donc  h — O Oirn  = C,  2 ‘ = 7 OU  - J = rOUr 
m e b m b b 

*=j.  30.  ex—  — rx  , donc  r—  — r.  40.  df=  — mp  = sr 
— »ip,&  mettant  les  valeurs  de  m,  s , r,  j’ai  df— — ^ — ep  , 
d’où  je  tire  df-+-  = — ep  ou  -f-  fe  — — p > je  faism=«,  & 

par  conféquent  a — e , ce  qui  donne  ^-+-  ^ = — p. 
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Or  ceci  me  fait  voir  que  dans  la  Figure  tj.  qui  eft  la  con- 
ftrudion  de  la  formule  , la  droite  AE=  n doit  être  nulle , 6c  que 
AB  — m doit  tomber  fur  A E = e.  2°.  Que  la  droite  CR  = r doit 
être  menée  de  l’autre  côté  de  AE  à caufe  dcr= — r.  }°.  Que 

la  droite  TV  doit  être  menée  de  l’autre  côté  à caufe  de 

= —p-  . ‘ . . 

Pour  conftruirc  cette  équation  je  mene  une  ligne  droite  HI 

— a(Fig.  jf.) , fur  laquelle  je  prens  de  H vers  1 la  partie  HB 

= £ , au  point  B je  fais  l’angle  SBH  égal  à l’angle  que  doivent 
faire  les  afymptotes  ; je  fais  BO=r,  du  point  O je  mené  Or , OT 
parallèles  ôc  égales  chacune  à HI  = <j  ; aux  points  t , T,  je  mene 

tu  y TV  parallèles  à OB , & égales  chacune  à ? mais  TV 
eft  dans  un  fens  oppofé  ; enfin  du  point  u je  décris  entre  les  afymp- 
totes SO , Or  une  hyperbole  iiz  , 6c  du  point  m où  elle  coupe  HB , 
menant  mn  parallèle  à BO, l’arc  indéfini  wieli  le  lieu  de  l’équation. 

Car  d’un  point  quelconque  p pris  entre  m ôc  B menant  rq  pa- 
rallèle à BO  , je  nomme  H p = x ,pq  —y,  donc  rO  = Bp=BH 

— Hp=~  — Xy&L  rq=qp-+-pr—y-k-c,  or  parla  propriété  de  l'hy- 
perbole j’ai  Orxrq—Otxtu  ou  OTxTV,donc  j — yx  -+-  j — ex 

— df  -i-j  , ôc  tranfpofant  tout  dans  le  fécond  membre , on  aura 
yx  — £ y-y-çx-y-  df = o , qui  eft  l’équation  propofée. 

REMARQUE  I. 

74*  Si  on  rrouvoitp  = o l’hyperbole  ne  pourroit  pas  fe  con- 
ftruire , mais  alors  l’équation  deviendroit  un  lieu  à la  ligne  droite  ; 
car  fi  dans  la  première  formule , par  exemple , on  efiàce  le  terme 

— mp,  le  refte  fera  xy — £ xx — ~y  -t-  ~x — rx -+-  —r  =o  -,  6c 
multipliant  par  e,  ôc  divifantpar  m , onaura  £ *y — ££  xx  — sy 
+ "•* — -x-+-rr=o,  6c  divifant  par  - x — s,  on  aura  y — 
^ .v — r—  o , qui  eft  une  équation  à la  ligne  droite. 
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REMARQUE  II. 

Touchant  les  Lieux  en  général. 

7j.  Toute  équation  indéterminée  du  fécond  genre  a pour  lieu 
quelque  fection  conique.  Car  i°.  Si  l’équation  ne  contient  que 
l’un  des  deux  quarrés  _yl , xl  fans  le  plan  .vy , le  lieu  elt  une  pa- 
rabole. Si  les  deux  quarrés y% , xi  s’y  trouvent  avec  le  plan 
xy , & que  le  quarré  de  la  moitié  du  coefficient  de  ce  plan  foit 
égal  à la  fraction  qui  multiplie  l’un  des  deux  quarrés  y1 , xl , le 
lieu  fera  encore  une  parabole.  5°.  Si  les  deux  quarrés^1 , xl  ont 
le  même  ligne  fans  le  plan  xy  , le  lieu  fera  une  Ellipfc  ou  un  cer- 
cle. Si  les  deux  quarrés^* , x*  ayant  le  môme  ligne , le  plan 
xy  s’y  trouve  , & que  le  quarré  de  la  moitié  du  coefficient  ac.yy 
foit  moindre  que  le  coefficient  de  l’un  des  quarrés  y'~,xl , le  lieu 
fera  encore  une  Ellipfe  ou  un  cercle,  y0.  Si  les  deux  quarrés  y*, 
a:1  fe  trouvent  fous  différens  lignes , fans  le  plan  xy , le  lieu  fera 
une  hyperbole  ou  deux  hyperboles  oppofées  rapportées  à leurs 
diamètres.  6°.  Ce  fera  encore  la  même  chofe  fi  les  deux  quarrés^*, 
xl  ayant  les  mêmes  ou  différens  lignes , le  quarré  de  la  moitié  du 
coefficient  de  xy  elt  plus  grand  que  le  coefficient  de  l'un  des 
quarrés  y1 , xl.  70.  Enfin  fi  le  plan  xy  s’y  trouve  fans  les  quarrés 
y1 , xz , ou  avec  un  fcul  de  ces  quartes , le  lieu  fera  une  hyper- 
bole entre  fes  afymptotes.  Or  on  ne  fauroit  imaginer  d’équation 
du  fécond  degré  qui  n’aye  quelqu’une  de  ces  conditions.  Donc 

R E MA  R QU  E III. 

7 6.  Si  à l’imitation  des  formules  du  Chapitre  III.  & des  con- 
ft  ru  étions  qui  leur  repondent , on  en  faifoit  pour  les  feitions  coni- 
ques du  fécond  genre , du  rroiliérae,  du  quatrième , &c.  ces  for- 
mules lcrviroicnt  à trouver  les  lieux  des  équations  indéterminées 
du  troifiéme  degré  , du  quatrième  , ôcc.  de  la  même  maniéré 
que  nous  avons  trouvé  ceux  des  équations  du  fécond  degré  ; c'cil 
pourquoi  il  feroit  inutile  de  nous  y arrêter  plus  long-tems. 
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CHAPITRE  VI- 

De  la  manière  de  conjlruire  les  Problèmes  indéterminés. 

7 7- TT'  N général  la  meilleure  façon  de  refoudre  un  Problème 
l' i clt  dcfuppoferla  chofe  faite  , de  marquer  les  grandeurs 
connues  des  premières  lettres  de  l’Alphabet , a , b , c , d , ôcc. 
les  inconnues  des  dernières  lettres  x,y  , z,  ôcc.  de  remplir  tou- 
tes les  conditions  du  Problème  en  failant  autant  d'équations,  & 
enfin  de  comparer  ces  équations  enrr  elles  de  façon  que  s’il  fe 

{ieut , il  ne  s’y  trouve  plus  qu’une  inconue.  Lorfque  cela  arrive , 
e Problème  s’appelle  déterminé , ôc  on  le  confinait  ainfi  qu’il 
fera  dit  plus  bas  ; mais  lorfqu’on  ne  peut  pas  réduire  le  nombre 
des  inconnues  à une  feule  , le  Problème  s’appelle  indéterminé. 
Or  en  ce  cas , fi  l’équation  eft  du  premier  degré  , fon  lieu  fera 
une  ligne  droite , fi  elle  eft  du  fécond , fon  lieu  fera  une  feclion 
conique  du  premier  genre  , & ainfi  de  fuite.  Nous  allons  en 
donner  quelques  exemples. 

78.  Deux  lignes  droites  AB  , CD  , parallèles  entr'el/es  étant 
données  (Fig.  56.),  & une  droite  AC  fai  faut  avec  elles  un  angle 
donné } trouver  une  ligne  EF  parallèle  à AC  , qui  tombe  fur  AB, 
er  qui  foit  de  telle  nature  , que  fi  on  la  prolonge  jufqu'à  ce  qu'elle 
rencontre  CD  en  G , le  quart  é de  EF  foit  égal  à b abfcijfe  CG  mul- 
tipliée par  une  ligne  qui  foit  à CG  , comme  la  ligne  donnée  LII  ejl 
à la  ligne  donnée  LM. 

Pour  refoudre  ce  Problème  je  fuppofe  la  chofe  faite,  & je 
nomme  CG  = x,  EF==y ,Hl—a,  LM  — b,  parla  condi- 
tion du  Problème  la  droire  qui  doit  multiplier  CG  doit  être  à CG 

comme  a eft  à b , donc  b,  a : : * , “ , & par  conféquent  - eft  la 
droite  qui  doit  multiplier  CG , donc  }àyy*=-p  » & tirant  la 
racine  quarréc  , j’ai^=*  v î-  ; & toutes  les  conditions  du  Pro- 
blème étant  remplies  , il  me  refte  deux  inconnues  ; donc  l’équa- 
tion eft  indéterminée  , 6c  comme  elle  eft  du  premier  degré  , fon 
lieu  eft  une  ligne  droite. 

Pour  conftruire  cette  équation  , je  prens  fur  CD  une  partie 
CG  à diferetion , 6c  quoi  quelle  me  foit  connue,  je  l’appelle  .v; 
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du  point  G je  mene  l'indéfinie  GE  parallèle  à AC;  je  prensune 
quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes  LM , H 1 , CG  , la- 
quelle eft  par  confisquent  7.  Je  prens  une  moyenne  proportion- 
nelle entre  x & " , 6c  l’appellant^ , je  la  porte  de  F en  E , du 

point  E je  mené  la  droite  AZ  , ôc  je  dis  que  AZ  efl  le  lieu  de 
i équation  , c’e(l-à-dire  que  fi  d’un  point  quelconque  P de  cette 
droite  on  mène  PQ  parallèle  à AC , le  quarré  de  PR  fera  égal 
à CQ  multiplié  par  une  ligne  qui  foit  à CQ  comme  a e(l  à b. 

Car  parla  conftruction  j’ai yysss-" , donc^  = .r'/^  , ainfi 
FE=j'  fatisfait  déjà  au  Problème.  Or  anpcüant  CQ=  z , PR 
=« , les  triangles  femblablcs  AFE , Ail  P donnent  EF  , RP  : : 
AF  ou  CG  , A R ou  CQ , donc  y , u : : .y,  2 , êc  par  conféquent 
y1 , uz  : : xx , z1 , 6c  multipliant  les  deux  derniers  termes  par  la 

même  grandeur  on  aura  y 1 , ul  : : £ xl>  * z- ; mais  y1  — gx1, 
donc  u1  = j z* , ou  a‘=tx“, 

79.  Deux  /ignés  droites  AB  , CD  (Fig.  77.)  étant  données , cou- 
per A B en  un  point  P , cr  trouver  une  autre  ligne , laquelle  étant  mul- 
tipliée par  CD  foit  égale  au  reilangle  AP  x PB. 

Ce  Problème  eft  facile  à refoudre  par  la  fimple  Geometrie,  6c 
je  ne  le  refous  autrement,  que  pour  faire  voit  l’application  que 
l’on  peut  faire  des  lieux  géométriques  dans  les  cas  que  la  fim- 
ple Geometrie  ne  peut  refoudre. 

Suppofant  la  chofe faite  , je  nomme  AB  = a,  CD  = ê,  AP 
= .v,  ôt  l’inconnue  que  je  cherche  —y,  donc  PB  = a — ar,ÔC 
par  la  condition  du  Problème  j’ai  AP  xPB=yxCD  , 6c  pat 
conféquent  ax — xx—yb , ou  xx — ax  -+-yb  — o , ôe  toutes  les 
conditions  du  Problème  étant  remplies  , il  me  refte  deux  incon- 
nues j donc  le  Problème  eft  indéterminé. 

Pour  le  refoudre  , j'obferve  qu’il  n’y  a dans  l’équation  que  le 
quatré  xx  fans  le  plan  xy  , ainfi  l’cquation  eft  à la  parabole;  c’eft 
pourquoi  je  prens  dans  le  Chapitre  III  (N.  30.)  la  formule  a;* 

— m xy  °“  k quarrd  **  fc  trouve  fans  fraèlion  ; 

6c  comparant  les  termes  de  l’équation  avec  ceux  de  la  formule  , 
je  trouve 

— ®,  donc  » = o,  6c»j  = c,6c  failànt  m — a,  j’ai  a 
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= m = f.  2°.  — ax  = — 2rx  , donc  a = 2r , & \a  = r.  3°.by 
= — y = — py , donc  è = — p.  y°rr-t~sp=o,  ou  rr  = — sp, 
6c  mettant  les  valeurs  de  r 6c  de  — p , j’ai  ± aa  = bs  — s. 

Et  ceci  me  fait  voir  que  dans  la  Figure  7 , qui  eft  la  conftruc- 
tion  de  la  formule  , la  parabole  doit  tourner  fa  concavité  du  côté 
de  AP , à caufe  de  b = — p. 

Pour  conftruire  l’équation  je  prens  fur  AB  de  A vers  B la  par- 
tie AO  —~a  -,  du  point  O je  mené  la  droite  OH  = --  faifant 
avec  AB  un  angle  quelconque  , fi  cet  angle  n’eft  pas  donné  ; fur 
le  diamètre  OH  avec  le  paramétré  CD  = HI  = b je  décris  une 
parabole  AHB  du  côté  de  AB.  i°.  La  droite  AB  eft  une  double 
ordonnée  au  diamètre  OH , car  par  la  propriété  de  la  parabole  on 

a HO x HI  = OB  , donc  4^xb  = ~ doit  être  égal  à OB , 6c  en 

effet  OB  ={  a 6c  OB  = 2°.  Si  d’un  point  quelconque  P de 

la  droite  AB  on  mene  la  droite  PN  parallèle  à HO  , on  aura  tou- 
jours PN  x HI  ou  PN  x CD  =APx  PB,  6c  par  conféquent  le 
Problème  eft  refolu  8c  la  courbe  AHP  en  eft  le  lieu. 

Car  du  point  N menant  l’ordonnée  MN  6c  appellant  AP=v, 
PN— ^ , on  aura  MN=*  — ôc  PB  = <*  — x , 6c  MH  = HO 

— MO=  HO — NP  = "~b  — y ; par  la  propriété  de  la  parabole 

nous  avons  OB , MN  : : OH , HM , ou  OB , OP  : : OH , MH , 
6c  divifant  ÔB,ÔB  — ÔP  : : OH , OH  — HM  : : OH , NP  , 

a s 

6c  multipliant  les  deux  derniers  termes  par  HI  = CD  ; OB  , OB 
— ÔP::  OHxHI,  NPx  HI.  OrÔB  = OH  x HI , donc  ÔB 

B 

• — OP  = NP  x HI  ; mais  AB  étant  di  vifée  en  deux  également  en 

* a 

O,  6c  en  deux  inégalement  en  P,  on  a AP  x PB  ==  OB — OP, 
donc  APxPB  = NPxHI,  ôc  mettant  les  valeurs  de  ces  lignes 
on  a ax  — xx  = by,  ou  xx — ax  -y-by—o,  qui  eft  la  même  équa- 
tion que  nous  avons  à conftruire. 

REMARQUE. 

80.  Il  ne  fera  pas  hors  de  propos  d’obfcrver  ici , que  la  refolu- 
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lion  d’un  Problème  fait  fouvent  découvrir  des  Theorcmcs  & 
d’autres  Problèmes  , auxquels  on  n’auroit  peut-être  jamais  fait 
attention.  Par  exemple,  de  ce  que  nous  avons  trouvé  ax — xv 
= by  , il  s’enfuit  le  Theoreme  fuivant. 

• Deux  doubles  ordonnées  RN , AB , à un  diamètre  tf  une  parabole 
étant  données , fi  de  F extrémité  de  la  moindre  on  mene  fur  la  plus 
grande  une  droite  NP  parallèle  au  diamètre , le  reclangle  APxPB 
des  parties  de  la  grande , que  cette  droite  coupe , fera  égal  au  reel an- 
gle NP  x HI  de  cette  droite  par  le  paramétré , ou  au  rectangle  MO 
x H 1,  de  la  partie  du  diamètre  interceptée  entre  les  deux  ordonnées , 
multipliée  par  le  paramétré , 

Et  de  là  on  tire  la  maniéré  de  refoudre  le  Problème  fuivant, 

La  direction  des  diamètres  d'une  parabole  étant  donnée , & trois 
points  j N,  R,  B,  étant  aujfi  donnés  , faire  pajfer  la  parabole  par  ces 
trois  points. 

J e joins  les  points  NR  par  une  ligne  droite , ainfi  NR  fera  une 
ordonnée  à quelque  diamètre.  Je  divife  NR  en  deux  également 
en  M,  & fuppofant  qu’on  demande  que  les  diamètres  (oient  pa- 
rallèles à la  ligne  TV,  je  mene  par  le  point  M la  droite  indéfi- 
nie OH  , qui  fera  par  conféqucnt  le  diamètre  de  NR  , du  point 
donné  B je  mené  BA  parallèle  à RN , & je  fais  OA  ==  OB  , ainfi 
AB  cft  auffi  ordonnée  au  même  diamètre.  Du  point  N je  mene 
fur  AB  la  droite  NP  parallèle  au  diamètre  , & par  conféqucnt 
APxPB  = NPx/>,  & NP,  AP:  : PB , p , donc  pour  trouver  le 
paramétré  p je  prens  une  quatrième  proportionnelle  CD  aux  trois 

lignes  NP , AP,  PB.  De  même  MN  =px  HM  donc  : : p , MN, 
HN,  ainfi  prenant  une  troifiéme  proportionnelle  au  paramétré p 
= CD  & à l’ordonnée  MN  cette  troifiéme  proportionnelle  fera 
égale  à la  diflance  HM  du  fommet  à l’ordonnée  NR.  Décrivant 
donc  la  parabole  au  fommet  H elle  paflera  par  les  trois  points 
R,  H,  B. 

8 I . Une  ligne  droite  AB  (Fig.  y 8.)  étant  donnée  , la  couper  en  deux 
points  C , D , en  forte  que  U reclangle  de  la  première  partie  AC , par 
la  troifiéme  DB  foit  égal  au  quatre  de  la  moitié  de  la  fécondé  CD. 

Suppofant  la  choie  faite  , je  nomme  AB  = <j,  AC— y,  CD 
= * > doncBD  = AB  — AC  — CD=<j — y — x.  Or  par  la  con- 
dition du  Problème,  j’ai  AC  x DB  = f CD,  donc  ay  — yy — yx 
~\xx,  & tranfpofant , j’ai -+-_yx ^ — ày=o, & comme 

toutes  les  conditions  du  Problème  lbnt  remplies , & qu’il  me  rc- 
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fie  deux  inconnues , la  queftion  eft  indéterminée.  Or  dans  cette 
équation  les  quarrésj^  ,x- , fe  trouvent  avec  les  mêmes  lignes , 
& le  quarré  - de  la  moitié  du  coefficient  du  plan  yx  eft  égal  au 
coefficient  j du  quarré  xl , donc  l’équation  eft  à la  parabole. 

Comparant  donc  les  termes  de  cette  équation  avec  ceux  de  la 
première  formule  du  Chapitre  III.  (N.  3 1.)  ou  le  quarré  y1-  fe 
trouve  fans  fraction , je  trouve 

i°-  — m = 1 »^onc — zn=m , fie  faifant  m=3,j’ai  — in—a, 
& — ».  20.  ir  ■=  a y donc  a=r.  30.  ~ — ? = °>  donc 

~ = ~ , ou  2nr  — cp,  6c  menant  les  valeurs  de  n fie  de  r , j’ai 

— 7 —‘Pi  ou  — 7 —p,  ou  “= — p.  4°.  rr-+-ip—o  , donc 
n=  . — sp , fit  mettant  les  valeurs  de  r fie  de  — p , j’ai  $aa  — 
d’où  je  tire  = j* 

Or  ceci  me  fait  voir  que  dans  la  Figure  6,  qui  eft  la  conftruc- 
tion  de  la  formule , le  triangle  AEB  doit  avoir  une  polition  op- 
pofée  à caufe  de  7»  = — »,  fie  que  la  parabole  doit  tourner  fa 
concavité  du  côté  de  D , au  lieu  de  la  tourner  du  côté  de  G à 
caufe  de  — = — p. 

Pour  conftruirc  l'équation  (F/>.  y 8.) , je  fais  un  triangle  rec- 
tangle HFE  dont  l'hypotenufe  HE  ==  a , fit  le  côté  EF  = i a , 
ainlij  ai  H F — e ; je  mets  ce  triangle  dans  une  pofition  oppc  fée 
àcclle  de  la  Figure  6 , à caufe  de  7»  = — » ; je  prens  fur  HF 
la  partie  HO— -j-e;  du  point  O je  mene  OP  parallèle  fit  égale  à, 
FE  ; par  le  point  P je  mene  ZE  parallèle  à HF,  fie  fur  le 

diamètre  PZ  avec  un  paramètre  = *7»  je  décris  laparabolcHPV 

qui  tourne  fa  concavité  du  côté  de  H , fit  je  dis  que  la  partie 
HPV  comprife  entre  le  fommctP  fit  la  droite  HV  parallèle  à BE 
eft  le  lieu  ae  l’équation. 

Car  d’un  point  quelconque  S pris  entre  H fit  N , menant  YR 
parallèle  à FE,  je  nomme  HS  = *,SY  ouST  = y;  les  triangles 
femblables  HEF , HSR,  donnent  HE  , EF  : : HS,  SR  ; donc 
a-+-ja::  x , 7*,  donc  SR =-4-7*;  les  mêmes  triangles  don. 

nent  HE,HF  : : I1S,  HR,  donc  a , e : : x,  ™ — HR  , donc  YX 

= SY 4- SR — XR  ou  OP , =y  -+-j x— , ou  XT  = XR 

R iij 
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— RS — TS  = i« — ~x — ôc  XP=HO — RH=xf — ", 

1 a 

or  par  la  propriété  de  la  parabole  nous  avons  XY  ou  XT=  XP 
x p ; mettant  donc  les  valeurs  de  ces  grandeurs  , nous  aurons  y1 
-4-_y*  —H  — xx — ay — ax  -+- aa  = i aa — ~ ax  , ôc  corrigeant 
l’expreflion  nous  aurons^1  -+-yx  -+•  ^ xx — ay  — o , qui  eft  l’équa- 
tion que  nous  avions  à conftruire. 

a 

La  parabole  HP  V paffe  par  le  point  H , car  alors  ZP  x p =ZH , 
maisZPx/>=|f  x - = ^ aa  , donc  ZH  doit  être  = J aa , ce  qui 

eft  effectivement  vrai  puifque  ZH  = EF  = -j<j,  à caufcdes  pa- 
rallèles. 

Quand  le  point  S tombe  en  H , alors  HV  = HZ  -t-ZV  =j- 
a-+-~a=a,  ôc  par  conféquent^  = <j , ÔC  *=o;  or  il  faut  re- 
marquer que  tous  les^  compris  entre  HV  ôc  PN , vont  en  dimi- 
nuant jufqu’au  dernier  PN  qui  eft=^o  , à caufe  que  dans  les 
triangles  femblablcs  HEF,  HNO , on  a HF,  EF  : : HO,  ON, 
ou;,;j  : : \e,  -j  " = ^a=NO  = NP,  & tous  les  x corref 
pondans  à tous  ces  y vont  en  augmentant  ; mais  lorfque  les^t  de- 
viennent moindres  que  ^ a , tels  que  font  TS  & tous  ceux  qui 
font  compris  entre  la  courbe  DH  Ôc  la  droite  HN , alors  tous  les 
x correfpondans  vont  en  diminuant.  Ainfi  la  courbe  VP  eft  le 
lieu  de  tous  les^  plus  grands  que  (j  a , ôc  la  courbe  PH  le  lieu  de 
tous  les  y moindre  que-ja. 

82.  Une  ligne  AC  (Fig.  f j>.)  étant  donnée  , conflruire  fur  cette  li- 
gne un  triangle  ABC  dont  les  quarrés  des  cStés  AB  , BC  , foient  en- 
’ tr’eux  comme  les  deux  lignes  c , d. 

Suppofant  la  chofc  faite , j’abaiffe  du  fommet  B la  perpendi- 
culaire BP  fur  la  donnée  AC , & j’appelle  AP  = x , ôc  PB==y , 
AC  = a,  6c  PC  = a — x.  Dans  le  triangle  retlangle  ABP,  j’ai 

AB  = AP  -+-  PB  H-y* , 6c  dans  le  triangle  reélangle  ABC, 

a * * 

j’ai  BC  = PC-+-PB  = rt* — 2ax  ■+■  xx  -i~yx.  mais  par  la  condi- 
tion du  Problème  jr'H-y*  , a1  — 2 ax  -i-  xx  -{-yy  : : c , d , donc 
dxx  -4-  dy1  = ca-  — iacx  -+-  exx  -+-  cyy , 6c  retranchant  c*1 6c  cyx 
départ  6c d’autre,  j’aidy* — cyl-\-dxl — cxl=cax  — 2 aex;  ôc 

divifantpard — c,  j’aij/1  -4—  x1—  “ ~ **"  y ouy1  -f-  xx  -+- 

— — o , 6c  toutes  les  condidons  du  Problème  étant  remplies , 

il  me  relie  deux  inconnues. 
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Or  dans  1 équation  que  je  viens  de  trouver  les  deux  quartés  j"1 , 
**>  font  tous  deux  pofitifs  Ôc  fans  coefficient,  & le  plan  xy  ne 
s’y  trouve  point,  donc  cette  équation  eft  au  cercle.  C'eft  pour- 
quoi comparant  ces  termes  avec  ceux  de  la  formule  générale  du 
Chapitre  III.  [N.  32.)  , je  trouve , 

,0-  — = 0 > donc  » = o,m=e,  & faifant  a = m , j’ai  a — m 


= e.  2" 


■-=— ax,  donc  -îi-  = 

m ’ J — c 


■ s.  s°.2yr  = o, 
donc  r—o,  & rr  = o.  40. — = — tt-f-rx,  ou  -+-  ss 

= ff , & mettant  la  valeur  de  xx,  j’ai  = u ou 

de  a * — - c ea  » -f-  cca 1 , ica*  ^ y/  Jca* 

Or  ceci  me  faitvoir  que  dans  la  Figure  p , qui  ell  la  conftruc- 
tion  delà  formule  pour  le  cercle,  la  droite  EB=»=o,  que 
AB  =w=AE=t,  que  OH=r=o,  & que  par  conféquent 
AB  ou  AE  doit  tomber  fur  IK , enfin  que  AH  = x doit  être  de 
l’autre  côté  de  A.  , 


Pour  conftruire  l'équation  je  prolonge  la  droite  donnée  AB 
[Fig.  yp.)  du  côté  de  A,  & je  fais  AO=  j—  ; du  point  O pris 

pour  centre , & d’un  rayon  OS , ou  OR=  V ' , je  décris  un 

d—ç 

cercle  BRS  , & du  point  A je  mene  QX  parallèle  à BP , & l’arc 
QS  eft  le  lieu  de  l’équation , c’eft-à-dire , que  fi  d'un  point  quel- 
conque B de  cet  arc  on  mène  les  droites  BA  , BC  le  triangle 
ABC  aura  les  qualités  requifes. 

Car  du  point  B menant  BP  perpendiculaire  fur  RP,  on  aura 
par  la  propriété  du  cercle  BP  = OS  — OP  ; or  OP  = AP  OA 

= * i ainfi onay'  = — *z — ^ — =7 , ou  y * 

H- ** •+■  T-— ==-; — =o,  Ce  divifitnt  le  numérateur  & le 

" f u C 

dénominateur  de  la  dernière  fraôlion  par  d — c , on  aura  y1  -h*1 
"4-  f~x  — 7Z7£  =o , qui  eft  l’équation  que  nous  avions  à con- 
flruire. 


L’arc  RB  eftlelieu  de  tous  lesjt  correfpondans  aux  — * , car 
fi  d’un  point  T on  abailfe  TV  perpendiculaire  fur  RP , on  aura 

Riij 
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AV  = — x , VT  —y  , donc  VO  fera  — x — ou  -f_  « 
félon  que  le  point  V tombera  en  delà  ou  en  deçà  du  centre , 6c 

a a 

comme  la  propriété  du  cercle  donnera  toujours  TV  — OR  ou 

* * ea*d 

OS  — O V , on  aura  pour  l’un  6c  l’autre  cas^1  =»  - — , — x1 
• — - — — qui  fe  réduira  de  meme  que  ci-dellus  a yl-y-x- 


On  prouvera  de  la  même  façon  que  l’arc  RX  eft  le  lieu  de  tous 
les  — y correfpondans  aux  — x , 6c  l’arc  XS  le  lieu  de  tous  les 
—y  correfpondans  aux  ■+■  x , de  façon  que  fi  d’un  point  quelcon- 
que de  la  circonférence  du  cercle  on  mene  des  droites  aux  points 
À , C , on  aura  toujours  un  triangle  qui  refoudra  le  Problème. 

85.  Une  ligne  droite  AB  (Fig.  60.)  étant  donnée , à~  un  point  fixe 
C hors  de  cette  ligne  , élever  fur  AB  une  perpendiculaire  PM  , enforte 
que  fi  de  (on  extrémité  M on  mene  au  point  C la  droite  AIC  , la  rai- 
fort de  P M ù MC  foit  égale  à la  raifon  a , b , des  deux  droites  don- 
nées a,  b. 

Il  peut  fe  faire  que  a foit  plus  grand  , ou  moindre  , ou  égal  à 
b , ce  qui  fait  trois  cas  que  nous  allons  chercher  féparcmcnt. 

Si  a eft  plus  grand  que  b , je  fuppofe  la  chofe  faite  , 6c  menant 
du  point  C la  droite  CQ  perpendiculaire  à AB  , je  nomme  CQ 
=£  ,PQ  = .v,  PM  = y.  Du  point  M je  mene  MR  parallèle  à AP 
6c  qui  coupe  QC  prolongé  s’il  le  faut  en  L ; donc  ML=PQ 
= x , 6c  yL  ==  MP=y  , doncCL=QL — QC  =y — c ; fi  le 
point  L tomboit  entre  Q 6c  C on  autoit  CL=c — y,  ce  qui  eft 

* X 

évident.  Or  dans  le  triangle  reflangle  MCL  on  a MC  = ML 
» 

-f-  CL , donc  foit  que  le  point  L tombe  en  delà  de  C ou  en  deçà, 

X 

on  aura  MC  = x*-4-^1 — icy-y-cc-,  mais  par  la  condition  du 

J X 

Problème  on  a MP  , MC  : : a , b , donc  MP , MC  : : aa  , bb, 
donc_y_y,  x1  — 2 cy-\-cc::  aa,  bb , ôc  par  conféquent  Ibyy 
= aax1  -f-  aay1  — laacy  -f-  aacc , 6c  tranfpofànt  tout  dans  le  fé- 
cond membre, on  a aay'-—bbyy-y-aaxl — aaacy -y- aacc— o , 6c 

divifant  par  aa — üjonay1-*-  — - - — — "Il  -t — & 
comme  il  refte  deux  inconnues , la  queftion  eft  indéterminée. 

Or  dans  cette  équation  les  quartés^1 , x1  ont  le  même  ligne , 


Jigitizëd 
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& le  plan  xy  ne  s’y  trouve  point  ; donc  cette  équation  cfl  à 1 El- 
lipfc.  C’eft  pourquoi  comparant  fes  termes  avec  ceux  de  la  for- 
mule générale  du  Chapitre  III  (A'  33.),  je  trouve 

1 °.  - s=  o , donc  n—  o , m — e,  & faifant  a — m,  j’ai  a — e 


= m.  z* 


=J!L.  = t , donc 

aa—~bb  xmmt  '* 


xact 

an — bt> 


=P-  y 


=2f. 


donc  tf~=r.  40.  r = o.  y°.  ~\L  =rr  — mettant  les 

valeurs  de  rr  & de  g » j’ai 


aacc 
3J— bb 
4 ait 


4 *cc  **ir  r 

— . . 1 -,oc  partranl- 

44 i>0  44 r 


4af 


44fc  aacc  «w  , « " 

pofiuon  - ;-r.  = ^ i donc  —_«=«,  eu 


*1 SS 

• Ucc 

« — SS 

<îucnt  zïËbzk  =P 


bhef 


-bb 

xaa 


a*—bb * 

ztt , Sc^  Hrr  = t , & par  confé- 

„ »/  bbcc 


an  — SS  I’  aa  — SS  — Si* 

Ceci  me  fait  voir  que  dans  la  Figure  10.  qui  efl  la  conftru- 
élion  de  la  formule  générale,  la  droite  EB=n==o,  que  la  droite 
AB=  jn  doit  tomber  fut  la  droite  AE  — e , que  la  croite  AH  s 
= 0,  & que  par  conféquent  le  point  A doit  tomber  fur  le  point  H. 

Pour  conftruirc  l’équation  ( Fig.  60.  ) , je  prolonge  QL  indé- 
finiment, & je  prens  QO  =-  » du  point  O je  mène  1 indéfi- 

nie XZ  parallèle  à AB  fur  laquelle  je  prens  de  part  & d autre  les 
parties  OV,  O Y égales  chacune  à V -£zïl  » & fur  lc  diamctrc 
VY  avec  uh  paramètre  égal  à x ^ aa—û  ’ îc  décris  une 

Ellipfc  qui  eft  le  lieu  de  l’équation. 

Car  d’un  point  quelconque  M menant  MP  perpendiculaire  fur 
AB , MR  parallèle  à AB,  & la  droite  MC  ; je  nomme  PQ  = ML 
s=x,  & nous  auronscomtne  ci-deffus  LC  =y — roue — -y  félon 
que  le  point  L fera  ou  en  delà  ou  en  deçà  du  point  C , je  pro- 
longe PM  en  T , & j’ai  TM  = PT  ou  QO  — LQ  = 

— y , & TO  = ML  = PQ  = x ; or  par  la  propriété  de  l’Ellipfe 

on  a TM  ,ŸO—  TO::/>,  af;  donc  TM  = ŸO  — TOx£,ôc 
mettant  la  valeur  — — _ de  - , & celles  des  autres  grandeurs , 

44 L'P  u 7 


on  aura 


a+cc 


aabbtc 


xaacy 


— . +yy  — ~ _ -J^r  ou  y * 

hb  44 44  — bk  J 


44  — bb 


-bb 


a*cc  — aabbtc 

yC  — - bb  * 


; o ; ôc  divifant  le  numera- 


s 
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tcur  8c  le  dénominateur  de  la  derniere  fraction  par  aa  — bb , on 

aura  y1  -4 — — _j ==  o qui  eft  l’équation  que 

nous  avions  à conftruire. 

Si  la  droite, a eft  moindre  que  la  droite  b (Fie.  Ci.),  je  mene  de 
môme  que  dans  le  cas  précédent  la  perpendiculaire  CQ,  6c  la 
droite  ML  parallèle  à AB , ôt  nommant  les  mêmes  grandeurs 

des  mêmes  lettres, le  triangle  reétanglc  LCM  donne  MC=*‘ 
-f -yx — acy-Hc*  , 6c  comme  par  la  condition  du  problème  on 

a PM , MC  : : a,  b,  donc  PM , MC  : : a1 , b1  ou_y* , ar1  -t-^2  — 2 cy 
~i- cl  a1  , b'~ , donc  blyl=  a'x1-i-a1yl  — %a,lcy  -+-  a1  cl , & 
tranfpofant  tout  dans  le  premier  membre , on  a b'y-  — axy'-  — a1*1 

-4-  2a-cy — fllfi=o , 6t  divifant  par  b1 — a 2 on  auta_y2 — 

. ia*cy  a*c* 

_4_  - = o. 

00 44  et  — * 44 


Or  dans  cette  équation  les  quarrés^1 , a;1  ont  différens  lignes, 
donc  fon  lieu  cft  une  ou  deux  hyperboles  oppofées  rapportées  à 
leur  diamètre  ; comparant  donc  fes  termes  avec  ceux  de  la  for- 
mule du  Chapitre  3.  ( Ai  34.  ),  je  trouve 

1 °.  ^ =0 , donc  n — o,m—e,  ôc  faifant  a=m  j’ai  a — e = m. 


r = o. 


i-— ,6c  met- 
il  7 


tant  la  valeur  de  rr  6c  de  - , j’ai — t—— 

1 t*  * bo i 


a*cc 
' bb 4 


OU 


a*cc 


— îÿ=z-sr-^?  = ^bb—r.>  d’où  je  tire  — r2  - 


bbcc  -f-  aacc- — aacc  _ 
~É>b  — i 


bbcc  , 1»  v • 

d ou  je  vois 


a%tt 

bb— Tu* 
bb—  aa 


— Zt  tt  y OU  • 

que  pour  rendre  rr  pofitif , il  faut  prendre  le  figne  — tt , puifqu’a- 
lors  on  aura — r,1'1  = — rr,ou  rrb“-  — tt  ; ainfi  t doit  être 

bb  — «4  * bb  — aa  1 

un  fécond  diamètre , 8c  mettant  la  valeur  de  t = ^ -----  dans 


U-« — P>1zltï~ZZ 


v v'  tr., 


TT- 


Ceci  me  faic  voir  que  dans  la  Figure  12.  qui  eft  la  conftru- 
£lion  de  la  formule  pour  le  cas  prefent  la  droite  EB  = n — o , 
que  la  droite  AB=  m doit  tomber  fur  AE  = r , 6c  que  la  droite 
HO  = r doit  être  de  l’autre  côté  par  rapport  à la  droite  AE  6c 
que  AH  = s = o.  Pour 
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Pour  conftruire  l’équation  (Fig.  61.),  je  prolonge  la  perpendi- 
culaire CQ  indéfiniment  de  l’autre  côté  par  rapport  à AB.  Je  prens 
la  partie  QO  égale  à ,j~^.  Du  point  O je  meneune  droite  pa- 
rallèle à AB , & je  prens  fur  cette  droite  de  pan  ôc  d’autre  du 
point  Oies  parties  OV,  O Y égales  chacune  à , ôc  fur 

le  diamètre  VY  pris  pour  fécond  diamètre  ôc  avec  un  paramètre 
égal  à ^ — ~ y je  décris  deux  hyperboles  oppofées  qui 

font  le  lieu  de  l’équation. 


Car  d’un  point  quelconque  P de  la  droite  AB  menant  MN  pa- 
rallèle à QC , ôc  ML  parallèle  à AB , je  nomme  QP  =x,  PM 

=_y , donc  MT  = MT  -+-  PT  ou  QO  = y -+-  • Or  par  la 

* » -1 

propriété  de  l’hyperbole  on  a TM , O Y -4-  OT  : :p , 2 1 , dono 


TM  = OY  — OT  x t- , ôc  mettant  la  valeur  rr~~  de  F , ôc  cel- 

Xt  7 PD xt  ' 

les  des  autres  grandeurs  on  a y1  ■+■  bh ~ty  -+- 


a+cc 


bbccaa 


bb — jj  * bb~— a*  * 


aaxx  xax  ~ za  c 

*+•  & tranfpofant , on  a _y>—  -1- 

— ~ 0 ’ ^ ^ivifant  1e  numérareur  ôc  le  dénomina- 

teur de  la  dernière  fra&ion  par  bb — aa , on  aura  enfin 

y1 


. la'cy o4cc 0 ^ qUj  eft  l’équation  que  nous 


• 


bb^—aa  bh aa 

avions  à conllruire. 


bb — aa~ 


Si  les  lignes  a , b font  égales  ( Fig.  6 2.  ) il  eft  vifible  que  PM 
fera  égale  à MC , ôc  que  par  conféquent  la  courbe  qui  fera  le 
lieu  de  tous  les  PM  fera  une  parabole  dont  le  point  C fera  le 
foyer,  ôc  la  ligne  AB  fera  la  direarice,  donc  tirant  du  point 
C la  perpendiculaire  CQ , ôc  la  divifant  en  deux  également  en  S , 
le  point  S fera  le  fommet  de  la  parabole , le  quadruple  de  CS  en 
fera  le  paramètre , ôc  par  conféquent  on  pourra  la  décrire  ÔC 
réfoudre  le  problème  fans  avoir  recours  au  calcul. 

Dans  le  premier  cas , c’eft-à-dire  lorfque  a eft  plus  grand  que 
b , le  lieu  étant  une  EUipfe  ( Fig.  60.  ) on  a comme  le  fécond 

diamètre  V Y eft  à fon  paramétré , ainfi  le  quarré  O Y eft  au  quarré 

OS;  or  le  rapport  du  fécond  diamètre  à fon  paramétré  eft  aa  — bb, 
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aa  ; puifque  t = ^ - _Jji>  2 1-- 


l o_  „ 


% • . iV'ïbcc 

d ou  ;e  ure  2t  ,p:  : ^T^Ib 


v'-ÏÏTT 


aa 

44C 

M* — bb 
aac 
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* 44  — *■  itfc  A 44  — W 

abb  ,2  aa::  aa — ü , 40 , donc  aa  — W , aa  : : hb , 

; = ÔS,  donc  OS  — ^ , mais  OC  = OQ  — QC 
— c , donc  OS  -+-  OC  = KO  -4-  OC  = KC  = ^ ^ 

atc  aac  ***c  , bbc  abc-^-hbç 

aa  — bb 


xa—bb 

bc 

i—b  * 


aa  — — bb 

CS  = OS  — oc  — 


4$f  — 444  -f-  44C  — Mf  4^C  — bb>C 


-i==î?  - donc  KC  x CS=^, 

mais  ÔV  = , donc  KC  x CS  = OV , & parconféquent 

le  point  C eft  le  foyer  de  l’Ellipfe. 

On  prouvera  de  la  même  façon  que  dans  la  Figure  6 1 le  point 
C eft  le  foyer  de  l’hyperbole  ; or  appellant  dans  les  trois  cas  ci- 
deflus  la  ligne  AB  dtreéhtce , il  fera  facile  de  refoudre  le  problè- 
me fuivant. 

Le  foyer  C d"  une fiélion  conique  (Fig.  60.  6 t. 62.)  étant  donné ,avec 
la  direélrice  AP  & un  point  M de  la  courbe , décrire  cette  fiélion. 

Pour  cela,  il  faut  mener  du  point  M la  perpendiculaire  MP 
fur  AB  , & la  droite  MC  au  foyer  , puis  appellant  MP=a, 
MC  —b,  il  faut  décrire  le  lieu  de  tous  les  points  M tels  que  MP 
foit  toujours  à MF  comme  a eft  à b. 

Dans  le  premier  & le  fécond  cas,  nous  avons  trouvé  OS 
==  lk , en  mettant  dans  l’hyperbole  bb  — aa  au  lieu  de 

aa—bb&t  CS  = 'h ~-§;  ; orCS=OS— OC,  donc  OC 

==  -~Tb î ceIa  Pofé  » ü eft  évident  que  ~Th> « — M:: ZT=U  > 
■^~hrc  - . donc :: OC,  OS,  OQ  ; c’eft-à-dire  que 

dans  l'Ellipfe  Ôç  l’hyperbole  les  diftances  du  centre  au  foyer , 
du  centre  au  fommet , du  centre  à la  direélrice  font  en  propor- 
tion continue. 

Une  J cil  ion  conique  étartt  donnée  ( Fig.  63.  ) avec  fa  direélrice 
DE  & fin  foyer  O , fi  P on  joint  deux  points  C,  L par  une  droite 
CL  , laquelle  étant  prolongée  coupe  la  direélrice  ea  D , & que  du 


rïT 

— bbcc 
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foyer  on  mene  les  droites  OC , OL  , OD  , la  droite  OD  coupera 
en  deux  également  F angle  AOL  complément  à deux  droits  de  l'an- 
gle LOC  fi  la  feàhon  eft  une  parabole  , une  Ellipfe,  ou  une  hyper- 
bele  ; mais  fi  ce  font  deux  hyperboles  oppojèes  ( Fig.  6 y.  ) cette  droite 
OD  coupera  en  deux  également  F angle  LOC. 

Du  point  L menés  LR  parallèle  à CO , 6c  des  points , L , 
C les  perpendiculaires  LH  , CE  fur  la  directrice  ; les  triangles 
feniblables  CDE,  LDH  donnent  CE,  LH:: CD,  LD,ôt  les 
triangles  feniblables  CDO  , LDR  donnent  CD  , DL  : : CO , 
RL,  donc  CE,  HL::  CO,  RL;  mais  par  la  propriété  de  la 
directrice  on  a CE,  HL  ;:  CO,  LO,  donc  RL  = LO,  6c  par 
conféquent  le  triangle  RLO  étant  ifofeele , l’angle  LRO  eft  égal 
à l'angle  LOR  ; mais  à caufe  des  parallèles  , l’angle  LRO  eft 
égal  fon  alterne  ROA  ; donc  l’angle  ROA  eft  égal  à l’angle 
LOR  , 6c  l’angle  LOA  eft  divifé  en  deux  parties  égales,  6c 
delà  on  tire  les  deux  problèmes  fuivans. 

Décrire  une  parabole , une  Ellipfe , ou  une  hyperbole  qui  pajfe  par 
trois  points  donnez  T,  S , R & qui  ait  pour  foyer  un  point  donné 
O.  (Fig.  tfy.  ) 

Je  mene  par  les  points  T,  S la  droite  TD  , ôc  par  le  foyer 
O les  droites  OS,  NOT,  je  divife  en  deux  également  l’angle 
NOS  complément  à deux  droits  de  l’angle  SOT , 6c  menant  la 
droite  OD  le  point  D où  elle  rencontre  TS  prolongée  eft  un 

[»oint  de  la  directrice  ; de  même  par  les  points  R , S je  mene 
a droite  RE , 6c  du  foyer  la  droite  RV , je  divife  en  deux  parties 
égales  l’angle  SOV  complément  à deux  droits  de  l’angle  SOR, 
6c  menant  Ta  droite  OE , le  point  E où  elle  rencontre  RS  pro- 
longée eft  un  autre  point  de  la  direétrice , je  mene  donc  la  droite 
DE  qui  eft  la  direétrice  cherchée,  après  quoi  avec  la  droits  DE  6c 
le  foyer  O , je  décris  le  lieu  de  tous  les  points  M tel  que  tous  les 
MP  foient  aux  MO  comme  la  perpendiculaire  TX  à la  droite  T O. 

Décrire  deux  hyperboles  oppofées , dont  le  point  O ( Fig.  66.  ) foit 
Pun  des  foyers , ér  dont  F une  pajfe  par  deux  points  donnez , T,  S , 
& F autre  par  un  point  L. 

Je  mené  la  ligne  TS , 6c  du  foyer  O les  droites  OS , NT , 6c 
comme  les  points  T,  S doivent  être  fur  la  même  hyperbole, 
je  divife  en  deux  parties  égales  l’angle  NOS  complément  à deux 
droits  de  l’angle  SOT,  6c  menant  la  ligne  OD  le  point  D où 
elle  rencontre  TS  prolongée  eft  un  point  de  la  direétrice , je 
tire  la  ligne  TL , ôc  du  foyer  la  droite  OL , ôc  comme  les 

Sij 
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points  T , L doivent  être  fur  les  hyperboles  oppofées  , je  divifc 
en  deux  également  l’angle TOL,  6c  menant  la  ligne  OR,  le 
point  E où  elle  coupe  la  droite  TL  eft  un  autre  point  de 
directrice  , je  mène  donc  la  directrice  DE , & j’achevc  le  rcftc 
comine  cy-deflus. 

REMARQUE. 

84.  Il  arrive  fouvent  qu’un  problème  eft  énoncé  de  façon 
qu’il  ne  feroit  pas  poflible  de  le  réfoudre  fi  on  n’y  introduifoit 
des  grandeurs  connues  conformément  à l’état  de  la  queftion  ; 
or  comme  cela  demande  beaucoup  de  reflexion , je  vais  en  don- 
ner un  exemple  tiré  du  huitième  livre  des  feCtions  coniques  de 
Monfieur  le  Marquis  de  l’Hôpital , ôt  je  ferai  voir  en  même- 
tems  quelles  font  les  démarches  que  ce  grand  Geometre  a du 
faire  pour  parvenir  à la  confhuction  qu’il  propofe,  ôc  dont  il 
n’eft  pas  facile  de  découvrir  la  raifon. 

8 j.  Une  droite  KH  (Fig.  67.)  étant  donnée  de  poftion  avec  deux 
points  fixes  A , B , hors  d'elle  , & au  tour  defquels  tournent  deux 
angles  obtus  mobiles  KAM  , KBM , en  forte  que  le  point  K de  con- 
cours de  leur  jambes  KA  , KB  foit  toujours  fur  la  ligne  KA , trou- 
ver la  courbe  décrite  par  les  points  de  concours  M de  deux  autres 
jambes  AAI , BM  prolongées  s’il  le  faut  au-delà  de  A,  & de  B vers 
D & I. 

Dans  l’énoncé  de  ce  problème  nous  n’avons  d’autres  grandeurs 
connues  que  les  deux  angles  mobiles  que  l’on  peut  mefurer  \ 
car  il  eft  évident  que  pendant  le  mouvement  de  ces  angles  au- 
tour des  points  A & B , la  longueur  de  leurs  jambes  variera  tou- 
jours; c’eft  pourquoi  fi  nous  voulons  le  réfoudre  il  nous  faut  au- 
paravant chercher.  i°.  Une  droite  à qui  nous  puiflions  commo- 
dément rapporter  tous  les  points  de  la  courbe , 6c  qui  fe  trouve 
par  conféquent  renfermée  dans  la  Figure.  20.  D’autres  droites 
connues,  6c  furtout  des  triangles  femblables  par  le  moyen  def- 
quels nous  puiflions  découvrir  le  lieu  ou  l’équation  que  nous 
cherchons. 

Pour  cela,  j’examine  d’abord  que  fi  je  mets  les  jambes  AM* 
BM  des  deux  angles  donnez  dans  une  pofition  parallèle , com- 
me par  exemple  en  BQ , AP , les  deux  autres  formeront  un  angle 
BDÀ  qui  fera  leur  complément  à quatre  droits  ; car  menant 
la  droite  BA  les  angles  QBA,  PAB  vaudront  deux  droits  à cau- 
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fe  des  parallèles  BQ , PA,  & les  trois  angles  BD  A , B AD , DBA , 
du  triangle  DBA  vaudront  deux  droits , donc  les  cinq  angles 
enfemble  vaudront  quatre  droits,  6c  par  confcquent  BDA  fera 
le  complément  à quatre  droits  , des  quatre  autres  angles  ; c’elt- 
à-dire  des  deux  angles  donnez  K AM , KBM  égaux  enfemble 
aux  deux  DAP , DBQ. 

J’examine  enfuite  que  fi  je  laide  les  quatre  lignes  BD,  DA  , 
AP,  BQ  dans  une  pofition  fixe,  6c  que  je  prenne  la  ligne  AP 
pour  la  droite  à laquelle  je  dois  rapporter  tous  les  points  de  con- 
cours M produits  par  le  mouvement  des  angles  donnez  autour 
de  A 6c  B , les  droites  BD , DA  étant  confiantes  feront  connues  , 
ôc  je  pourrai  par  leur  moyen , 6c  par  les  triangles  femblables  que 
je  pourrai  former , foit  en  prolongeant  les  lignes  BD , DA  , foie 
en  menant  d’autres  lignes  comme  on  verra  bientôt , je  pourrai , 
dis-je,  découvrir  les  rapports  des*  6c  de  y pris  fur  la  ligne  AP  , 
dont  l’origine  fera  en  A ; mais  comme  lorlqu’il  s’agit  de  rappor- 
ter les  points  d’une  courbe  fur  une  ligne  droite,  l’angle  droit  eft 
le  plus  commode  , 6c  que  les  triangles  reSangles  femblables  font 

fireférables  à ceux  qui  ne  fontjpas  reQangles  ; je  décris  autour  de 
a corde  BA  un  arc  de  cercle  BDA  capable  d’un  angle  BDA  égal 
au  complément  à quatre  droits  des  deux  angles  donnez  K. AM,. 
KBM  , j’acheve  le  cercle , 6c  du  centre  C menant  EF  perpen- 
diculaire fur  KH  je  tire  parle  point  D , les  droites  BD,  DA , ôt 
je  fais  en  A l’angle  DAr  égal  à l’angle  KAM,  6c  en  B l’angle 
DBQ  égala  l’angle  KBM. 

Cela  fait,  il  peut  arriver  que  le  cercle  DAEB  ne  coupe  ni 
ne  touche  la  ligne  KH  , ou  qu’il  la  coupe , ou  enfin  qu’il  la 
touche. 

Dans  le  premier  cas  , je  prolonge  les  lignes  DB,  DA  jufqu’à 
ce  qu’elles  coupent  KH  en  H 6c  en  G , je  mené  les  cordes  BE , 
AE  , du  point  M je  tire  MPQ  perpendiculaire  fur  AP  ôc  fut 
BQ , 6c  au  point  K la  perpendiculaire  KR  fur  DA  prolongé,  ôc 
la  perpendiculaire  KS  fur  BD  , 6c  enfin  du  point  A la  perpendi- 
culaire AI  fur  QI. 

Cette  conftruûion  faite , il  eft  évident  que  les  AP  feront  les 
x ) 6c  les  PM  feront  lesji , ôc  que  j’aurai  des  triangles  reflangles 
femblables  FHD , DBË  ; GFD , D AE , ôcc.  nommant  donc  les. 

frandeurs  confiantes  FE  = a , FD  — b , BI  — c , AI  = d , 
G=g  ; FH  = h , DG  = m , DH  n , 6c  la  changeante 
FK  = z,  j’ai  GK  = z — g -,  mais  au  lieu-  de  n’avoir  que  deux: 
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inconnues  xyy  , j’en  ai  trois  x,y  , zy  c’ell  pourquoi  je  cherche 
d'abord  deux  valeurs  de  la  demicre  z afin  de  pouvoir  la  faire 
évanouir  par  la  comparaifon  de  ces  valeurs. 

Et  pour  cet  effet,  les  triangles  feinblables  GDF,GKR  don- 
nent GD,  GF::  GK,  GR,  donc  myg\  : z — g , — GR  i 

les  mêmes  triangles  donnent  GD  , DF::  G K,  KR,donc»»,£ 
: : z — g , = KR  ; or  les  triangles  reélangles  GDF,  EDA 

donnent  GD,  DF  : : ED,  DA , donc  myb:.a—b,  = D A , 

& par  conféqucnt  AD  -+-  DG  = AG  = — M-t-mm  ^ ^ A G 
-+-GR  = AR=  - — kl’  ”'m  . & retranchant  mm  ôc 

m 9 


— W — gg,  parce  que  dans  le  triangle  retlangle  DFG  on  a DG 

r— * ——  » 

= mm  *=  DF  -4-  h G — bb-i-gg  , on  aura  A R = 


zb-hgz  , 


or  les 


triangles  reSangles  ARK  , APM  font  femblables  ; car  l’angle 
RAF  étant  égal  à l’angle  K AM  fi  on  retranche  de  l’un  A de  l’au- 
tre l’angle  commun  KAP,  l’angle  aigu  reliant  RAK  fera  égal 
à l’angle  aigu  reliant  PAM  ; donc  on  a AR,  RK  : : AP,  PM  ou 


lz tg  _ 


donc 


afry  <4 - gxy — bgx 


ou  aby  -+-  bgx 


:bzx- 


-gzy,  d’où  je  tire  z = première  valeur  de 


Pour  trouver  la  fécondé,  les  triangles  HDF,  HKS  donnent 
DH , FH  : : HK , HS , donc  n , h : : 2 -+-  h ,ht  = HS  ; les  mê- 

mes triangles  donnent  DH , DF  : : HK , KS , donc  n , b : : z -+-  h , 
■*  ~^th—  KS  i or  les  triangles  femblables  HFD  , EBD  donnent 
DH, DF ::DE,  DB,  donc  n,b::a — b,  = DB,&  par 

conféquentDB-t-DH=g  BH «=  ^ ^ n\  & BH— HS=BS 

= ~~'4'  & effaçant  nn  — bb  — hh  à caulê  que 

dans  le  triangle  reÛangle  DFH  on  a nn  = bb-i-  hh , on  aura  BS 
x=tb~  or  les  triangles  reflanglcs  BSK , BQM  font  fembla- 
bles ; car  les  angles  KBM  , DBQ  érant  égaux  fi  on  retranche 
de  chacun  d’eux  l’angle  commun  DBM  , il  reliera  l’angle  aigu 
KBS  égal  à l’angle  aigu  MBQ  ; donc  BS , SK  : : BQ , QM , ou 


et  il  Calcul  Intégral,  Livre  I.  14? 
— ***  — c ~-!'e^  Q\xaty’+-abd—b/uc-^mbhc=>bzx-i-hzy 

. . • „ . . . «iy  — M*  ■+•  bkc  -h  obi  r . 

-4-  Azd— Jrz;  dou  je  tirez=  - *T+~m~>  fccondc  va' 

leur  de  z. 

Et  comparant  la  première  valeur  avec  la  féconde , on  aura 
£4;  M,.+Myy-M<y+*UJy 

•+-  bbçxx-t-  bhgyx — bbgcx  -4-  bdhgx  — abbyx  — bbhxx-t-  bbhcx 
-t- abbdx — abgyy -t- bghyx — iç/z<ry — abdgy  , ce  qui  fe  réduit  à 
abhyy  -+-  abgyy  -+-  abhdy  ■+■  bghey  — abbey  -+-  abdgy  -t-  bbhxx 
-4- bbgxx  —bbhcx  — bbgcx — abbdx  -+- bdhgx =o,6c  faifant  pour 
abréger  f = h -b-  g , on  aura  abfyy  -+-  abdjÿ  -+-  bghey  — abbey 
-+-  bbfxx  — bbcfx  — abbdx -\-bdghx  = 0 , & divifant  par  ahf  on 
aura  enfin 


. . , * *« 

J5X-»-  ty-\-jxx—,~ 

,ghc  M 

-7 

. àgh 

-jy  ./ 


T * 


J’avertis  en  paflant  que  dans  l’endroit  des  ferions  coniques  où 
M.  le  Marquis  de  l’Hôpital  traite  de  ce  Problème  , il  y a une 
faute  d’imprdfion,  & qu’au  lieu  de/=£-4-  b qui  s’y  trouve  , il 
faut  lire  f—g~b~  b , comme  il  paroît  par  le  calcul  que  je  viens 
de  faire. 

Or  dans  l’équation  que  nous  venons  de  trouver , les  deux  quar- 
tésyy  j xx } ont  le  même  figne  , & le  plan  xy  ne  s’y  trouve  point, 
donc  cette  équation  eft  à l’Ellipfc  , & par  conféquent  la  courbe 
décrite  par  les  points  M eft  une  Ellipfe  dont  le  rapport  du  para- 
métré au  diamètre  eft  ~ ; car  en  comparant  cette  équation  avec 

la  formule  du  Chapitre  III.  on  trouvera^  =£.  De  plus  le  plan 

xy  n’étant  point  dans  l’équation , on  aura  ^ — o , donc  » =0 , ôc 
par  conféquent  la  droite  AP  eft  parallèle  au  diamètre , & ce  dia- 
metrq  eft  l’axe  de  l’Ellipfe  , à caufe  de  l’angle  droit  que  les  or- 
données feront  avec  lui. 

On  pourra  donc  conftruire  cette  équation  de  la  meme  façon 
que  nous  avons  fait  jufqu’ici , mais  fi  on  veut  la  conftruire  fans 
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aucun  calcul  nous  en  enfeignerons  bientôt  le  moyen. 

Si  la  ligne  KL  coupe  le  cercle  DAEB  (Fig.  68.) , onconfîrui- 
ra  de  la  même  façon  , & donnant  les  mêmes  noms  aux  mêmes 
grandeurs,  les  triangles  femblablcs  GDF,  GKR,  donneront /», 
^.:z+g,lî±«==GRJ&»,1i::Z+g,^e=KR;ot 

Jes  triangles  femblables  GDF , EDA  donnent  m,  b : : a-+-b , 
ba  + bb  ...  ' 


= AD , donc  AD  — DG  = AG  = 


bd  bb r 


& AG 


m 


in 

-+•  GR  = A R = — "l~  **.— -+-gg  & effacant  bb 

— mm,  à caufe  que  dans  le  triangle  redanglc  GDF  on  a mm 
=bb-+-gg  , on  aura  AR  = — — ' ; mais  les  triangles  fembla- 
bles ARK,  APM  donnent t^::x  , y , donc  bay 
~Fgzy  — bzx -î- bgx , ou  bay—bgx=bzx — gzy , d’où  l’on  tire 

bd,  — bgx 


bx — g, — I ■ wv. 

Pour  avoir  la  fécondé  , les  triangles  rectangles  HDF,  HKS 


— c’eft  la  première  valeur  de». 


donnent»,  h : : z — b , — HS,  &»,*::  a — h , 

— K S.  Or  les  triangles  rectangles  femblables  HFD , EBD  don- 
nent»,*:: a+b,  = BD  , donc  BD — DH  = BH 

= ±±^=yi  6cBS  = BH  — HS  = -»*  -*• hh  , & 

effaçant  bb-\-hh  — »»  , à caufe  que  dans  le  triangle  reêtangle 
HDF  en  a nn  = bb-\-hh , on  aura  BS  = — ~ ^ ; mais  les  trian- 
gles femblables  BSK  , BQM  donnent  Bs",  SK::  BQ,  QM 
donc — -~9  - : : * — c ,y-\-d,  & par  confisquent  aby 

-4-  abd — dhz  — bzx — bhx — cbz  -4-  bhc  , ou  aby  bhx 
bhc  abd  = bzx  -f-  dhz  -4-  hyz  — bez  , d’où  l’on  tire  z 

‘h  ~b-  bhx  — bhc -b-  abd  r < i i 

bx+iy—U+dk'  fcconde  valeur  de z. 

Et  comparant  ces  deux  valeurs  de  z , ainfi  que  nous  avons  fait 
ci-deffus  , & mettant  enfuite  pour  abréger/"  au  lieu  de  h -j-g , fie 
fntin  divifantpar  abf  on  trouvera 

yy-i-dy  — 7 "t-  7 x~° 



7 Et 


be 

-jy 

ghe 

-%y 
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Et  dans  cette  équation  les  quarrés_y* , xl  ayant  différens  (ignés, 
& le  plan  xy  ne  s’y  trouvant  point  fon  lieu  eft  deux  hyperboles  rap- 
portées à un  axe  dont  le  rapport  au  paramétré  eft  * , & on  pourra 

la  conftruire  félon  la  méthode  ct-dcflus  ou  bien  comme  il  fera 
bientôt  dit. 

Si  la  ligne  KL  touche  le  cercle  DABE  (Fig.  69.)  alors  les 
triangles  1)FH,  DFG  s’évanouiflent  , c’eft  pourquoi  on  appel- 
lera les  confiantes  AE=«,  EB  = b , AF=g,  BF  = /»  , EF 
— m,  BI=r,  AI  = d,  ôt  les  changeantes  FK=  z,  AP  = x, 
&.  PM  =y.  Les  triangles  re&angles  FKR , EFA  font  femblables , 
car  l’angle  aigu  KFR  eft  égal  à l’angle  LFA  du  fegment  FA , ôc 
celui-ci  eft  égal  à l’anglo  FEA  dont  le  fommet  eft  à la  circonfé- 
rence, & qui  s’appuye  fur  le  même  arc  FA.  Donc  FE , EA  : : 

FK,  FR,  ou»w,d::z,  jjj  = FR,  & EF,  FA::  FK,  KR,  ou»», 
g : : = KR.  Or  les  triangles  femblables  ARK , APM  don- 

nent  AR  ou  AF  -4-  FR , RK  : ; AP , PM  ou  ~ ::  *,.y, 

j -+•  pw» y zxz  ft  s • fwj 

donc  - — = oii  gmy  ==  gzx — azy  d ou  on  tire  z = gx—ly 

première  valeur  de  z. 

De  même  les  triangles  femblables  EFB , FKS , donnent  FE , 
EB  : : FK , FS  , donc  m , *::z£  = FS;  & FE  , BF  : : FK  , 

KS,  donc  m , h : :z , ■*  = KS  ; or  les  triangles  femblables  BSK  , 
BQM  , donnent  BS  ou  BF  — r FS,  SK  : : BQ,  QM,  donc 
~~-~t  k*  '■  • x — c ,y  -4-  d , & par  conféquent  hmy — bzy  -+-  hmd 
• — bdz  — hzx — chz  , ou  hmy  -4-  hmd  = hxz  -4-  byz  -4-  bdz — chz  , 
d’où  je  tirez  = ; — — . fécondé  valeur  de  z. 

Et  comparant  ces  deux  valeurs  de  z , on  iJ~ 1 » 

& ôtant  les  fractions  bgmyx-hbgmyy  -4-  bdgmy — chgmy=  hmgyx 
-4 -hmdgx — ahmyy — ahmdy , & divifant  tout  par  m,  & transpo- 
fant , on  a bgyy  -4-  ahyy  -4-  bgdy  -4-  ahdy — chgy — hgdx  =0 , & 
divifant  par  bg+ah,  on  ajy-4-  dy—  *=  0 

Or  dans  cette  équation  il  ne  fe  trouve  que  le  quarré  devylàns 
le  plan  xy , donc  fon  lieu  eft  à la  parabole , & comme  en  la 

comparant  avec  la  formule  du  Chapitre  III,  on  trouve  - = 0 ,ôc 

T. 
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n—  o,  il  s’enfuit  que  l’axe  de  cette  parabole  fera  parallèle  à la 
droite  AP,  & on  pourra  aifémentconftruire  cette  équation  félon 
les  réglés  données  ci-delfus. 

Quand  le  côté  AM  de  l'angle  mobile  KAM  eft  parvenu  en 
B , alors  le  côté  BM  de  l’angle  mobile  KBM  eft  tangente  de  la 
courbe , car  à mefure  que  AM  s’avance  de  M vers  B , BM  re- 
cule Scfe  trouve  rout-à-fait  hors  de  la  courbe,  & fon  prolonge- 
ment BI  en  eft  aulïi  dehors , parce  qu’à  mefure  que  AB  s’avance 
du  B vers  F , BI  avance  auffi  du  même  côté  , de  forte  que  le 
point  Md’inrerfeclion  fe  trouve  plus  près  de  F , & de  là  on  trou- 
ve le  moyen  de  décrire  les  trois  léchons  que  nous  venons  de  trou- 
ver fims  employer  aucun  calcul. 

Soit  donc  la  ligne  LK  {Ftp.  70.) , les  points  fixes  A ôc  B ôc  les 
angles  mobiles  K AM,  KBM,  je  fuppofe  que  la  jambe  AM  foit 

Kirvenue  en  B , & je  fais  au  point  A l’angle  BAL  égal  à l’angle 
AM.  Du  point  L où  la  jambe  AL  coupe  la  droite  KL,  je  me- 
né LB  , & je'fais  en  B l’angle  LBQ  égal  à l’angle  KBM  ; donc 
BQ  eft  tangente  de  la  courbe  que  je  dois  décrire.  Du  point  A je 
mené  Al  parallèle  à BQ  , Ôc  je  fais  l’angle  IAF  égal  à l’angle 
KAM:  du  point  F où  la  jambe  AF  coupe  la  droite  KL,  je  mene 
FB  en  faifant  l’angle  FBI  égal  à l’angle  KBM  , le  point  I ou  la 
jambe  BI  coupe  la  jambe  AI , eft  un  point  de  la  courbe  ; donc 
la  droite  AI  parallèle  à la  tangente  BQ  fera  ordonnée  au  diamè- 
tre qui  palfera  par  le  point  d’attouchement  B.  Je  coupe  AI  en 
deux  parties  égales  en  O , ôc  je  mene  BOS  qui  eft  la  pofition  de 
ce  diamètre;  maintenant  pour  le  déterminer  je  fais  en  B l’angle 
OBT  égal  à l’angle  KBM , par  le  point  T où  la  jambe  TB  cou- 
pe KL,  je  mene  TA  & je  fais  au  point  A l’angle  TAS  égal  à l’an- 
gle KAM , Ôc  le  point  S où  fa  jambe  AS  coupe  la  jambe  BS  eft 
un  point  de  la  courbe  ; ainfi  BS  eft  un  diamètre  déterminé,  ôc 

}>ar  conféquent  je  puis  par  la  connoifïancc  de  ce  diamètre  ôc  de 
bn  ordonnée  décrire  la  courbe,  ainfi  qu’il  eft  enfeigné  dans  les 
fetlions  coniques,  en  fuppofant  neanmoins  que  je  fâche  aupara- 
vant fi  c’eft  une  parabole  ou  une  Eliipfe  ou  une  hyperbole , ce 
que  l’on  peut  ailément  découvrir  en  décrivant  autour  de  BA  un 
fegment  de  cercle  capable  d’un  angle  qui  foit  le  complément  des 
deux  angles  mobiles  a quatre  droits  ; car  fi  cet  arc  ne  touche  ni 
ne  coupe  la  droire  KL  , la  feélion  fera  une  Eliipfe , s’il  la  coupe 
•elle  fera  une  hyperbole,  ôc  s’il  la  touche  ce  fera  une  parabole. 

Si  l’on  ne  pouvoir  point  trouver  d’interfeüion  qui  déterminât 
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la  droite  AS,  la  fection  feroitune  parabole. 

On  peut  encore  par  le  moyen  de  ce  Problème  refoudre  les 
deux  Problèmes  fuivans. 

Faire  pajjer  une  fetfion  conique  d’une  efpece  déterminée  par  quatre 
points  donnés  A , M, B , C , (Fig.  71.) 

Je  joints  trois  de  ces  points  par  des  droites  BC , B A , AC , je 
prolonge  BA  en  L & BC  en  Q , je  regarde  les  deux  points  B , 
A , comme  les  deux  points  fixes  autour  defquels  tournent  les 
deux  angles  LAC , LBQ , que  je  prens  pour  les  angles  mobi- 
les dont  les  jambes  décrivent  la  feaion  ; du  quatrième  point  M, 
je  mene  les  droites  MB , MA , & je  fais  en  A l’angle  M AK  égal 
à l’angle  LAC , & en  B l'angle  MBKégalà  l’angle  LBQ.  Cela 
fait  je  décris  fur  la  corde  B A un  arc  BD  A égal  au  complément , 
à quatre  droits  des  deux  angles  mobiles  LAC , LBQ  , & fi  la 
fedion  demandée  eft  une  Ellipfe  dont  le  paramétré  du  grand  axe 
foit  à cet  axe  comme  une  ligne  droite  b eft  à une  ligne  droite  a. 
J’acheve  le  cercle  BDA , & prenant  une  quatrième  proportion- 
nelle aux  deux  lignes  a — b , b , & au  diamètre  ED  du  cercle , je 
porte  cette  quatrième  proportionnelle  de  D en  F , & par  confé- 
quentfi  on  appelle  EF  — a,  on  auraDF=é.  Du  centre  O pat 
le  point  F je  décris  un  autre  cercle,  & du  point  de  concours  K 
je  mene  KFL  tangente  à ce  fécond  cercle , & je  dis  que  fi  le  point 
de  concours  K des  deux  jambes  K. A , KB  des  angles  mobiles  , 
eft  toujours  fur  KL , l’autre  point  de  concours  M décrira  l’Ellip- 
fe  demandée , laquelle  paflera  par  les  quatre  points  donnés  ; car 
par  la  conftrudion  elle  pafiera  par  les  deux  points  fixes  A , B , 
& par  le  point  M ; & comme  l’angle  LAC  eft  égal  à l’un  des 
angles  mobiles , & l’angle  LBQ  égal  à l’autre  , ôt  que  la  jam- 
be CA  du  premier  rencontre  en  C la  jambe  BQ  prolongée  du 
fécond  , il  eft  encore  évident  que  l’EUipfe  paflera  par  le  point  C , 
de  plus  le  paramétré  du  grand  axe  de  cet  Ellipfe  fera  à cet  axe 
comme  FD , FE , ainfi  qu’on  a vu  ci-deflus  » c’eft-à-dire , com- 
me b , eft  a. 

Si  la  fedion  doit  être  une  hyperbole , dont  le  paramétré  du 
grand  axe  foit  au  grand  axe  comme  b eft  à a.  Je  prens  une  qua- 
trième proportionnelle  aux  deux  lignes  a A , b , ôc  au  diamè- 
tre DE , & la  portant  de  O en  H , je  décris  du  centre  O fie  du 
rayon  OH  un  autre  cercle  , ainfi  fi  l’on  appelle  DE ~ a-t-  £ » 
on  aura  HE  — a,  & HD*=£.  Du  point  de  concours  Kje  mè- 
nerai enfuite  une  tangente  au  cercle  du  rayon  OH , & cette  tan- 
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gente  fera  la  ligne  lur  laquelle  le  point  de  concours  K doit  tou- 
jours être  , fit  l’auire  point  de  concours  M décrira  l'hyperbole 
demandée. 

Mais  !i  la  fedion  étoit  une  parabole  , je  menerois  du  point  de 
concours  au  cercle  du  rayon  OD  une  tangente  laquelle  lcroir  la 
ligne  fur  laquelle  le  point  de  concours  K devroit  toujours  être. 

Faire  pajjer  une  fethon  conique  par  cinq  points  donnés  A , M , N , 

B,  C , (Fig.  72O  . 

Je  joints  trois  de  ces  points  par  les  droites  BC,  BA,  CA , je 
regarde  les  deux  points  A , B , comme  les  points  fixes  autour 
defquellcs  doivent  tourner  les  deux  angles  mobiles  LAC , LBQ. 
Du  point  M je  mené  MB,  MA  , je  fais  en  A l’angle  MAK  égal 
à l’angle  mobile  LAC , & en  B l’angle  MBK  égal  à l’angle  mo- 
bile LBQ.  ainfi  le  point  de  concours  K eft  un  point  de  la  ligne 
fur  laquelle  K doit  toujours  être.  Du  point  N je  mene  NA,  NB  , 
& faifant  en  A l’angle NAH  égal  à 1 angle  mobile  LAC,  fie  en 
B l’angle  NBH  égal  à l’angle  mobile  LBQ  , le  point  H cft  un 
autre  point  de  la  ligne  fur  laquelle  K doir  toujours  être  , je  mène 
donc:  KHL  , puis  fur  la  corde  B A je  décris  un  fegmenr  de  cercle 
capable  d’un  angle  égal  au  complément  des  deux  angles  mobi- 
les à quatre  droits  , fit  fi  ce  fegment  ne  coupe  ni  ne  touche  la 
droite  KH , la  fedion  fera  une  ElÜpfe , s’il  la  coupe  ce  fera  une 
hyperbole  fit  s’il  la  touche  ce  fera  une  parabole  , fit  ces  feclions 
étant  décrites  , comme  il  a été  dit , il  cft  évident  quelles  paffe- 
ront  par  les  cinq  points  donnés. 

Je  pourrois  ajouter  ici  grand  nombre  d’autres  exemples  de 
Problèmes  indéterminés  , mais  ce  que  j’en  ai  dit  fuffir  pour  en 
faire  comprendre  la  méthode. 


CHAPITRE  VII 

De  la  conjlrullion  des  Equations  déterminées. 

UN  e équation  eft  déterminée  lorfquelle  ne  renferme  qu’une 
inconnue  ; fit  l’on  dit  quelle  eft  du  premier  degré  quand 
l’inconnue  eft  au  premier  degré  ; du  fécond  quand  l’inconnue  eft 
du  fécond , du  troiiîéme,  quatrième,  ôcc.  quand  l’inconnue  eft 
nu  fécond , troifiéme , quatrième , ficç. 
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De  la  conjlruflion  des  Equations  déterminées  du 
premier  degré. 

86.  Toutes  les  équations  de  ce  degré  peuvent  fe  refoudre  par 
la  méthode  que  nous  avons  enfeignée  (A.  44 , 4 y , 45,  y 1.), 
mais  quelquefois  on  peut  abréger , ainfi  qu’on  va  voir  dans  les 
exemples  fuivans. 

Pour  conflruire  x=  ~ on  prend  une  quatrième  proportionnelle 
aux  trois  lignes  c , a , b , fie  cette  troifiémc  proportionnelle  étant 
égale  à ™ eft  par  conféquent  égale  à x. 

Pour  conflruire  * = 7*+"J  , on  prend  une  quatrième  pro- 
portionnelle aux  trois  lignes  c,  a , b , & une  quatrième  propor- 
tionnelle aux  trois/,  d,  c , & la  fomme  de  ces  deux  proportion- 
nelle eft  égale  à a-  , & ainfi  des  autres. 

Pour  conflruire  x—  ^-on  prend  pour  l’unité  l’une  des  deux  li- 
gnes a,  b , par  exemple  la  ligne  a & fuppofant  que  le  numéra- 
teur a foit  multiplié  par  cette  ligne  , onax  = “,&  par  confé- 
quent  la  troifiémc  proportionnelle  aux  deux  lignes  b , a , eft=*. 

Pour  conflruire  x=~,  on  prendrai  pour  l’unité,  & fuppo- 
fant que  le  numérateur  aa  foit  multiplié  par  a , on  aura  * 
= , c’eft  pourquoi  on  prendra  une  quatrième  proportionnelle 

m aux  trois  lignes  b , a , a,  ce  qui  donnera  m=j,  & met- 
tant cette  valeur  de  dans  x=~ , on  aura  x = y , ainfi  pre- 
nant une  quatrième  proportionnelle  n aux  trois  lignes  b >m , a, 
on.  aura  ™—n  — x. 

Pour  conflruire  x=\/'âb  on  prendra  une  moyenne  propor- 
tionnelle m entre  a 6t  b , 6c  l’on  aura  mm  = ab , donc  m = Vab 

Pour  conflruire  A-s^^jon  prendra  la  ligne  a pour  l'unité , ôc 
fuppofant  que  le  numérateur  6c  le  dénominateur  foient  multipliés 
jpar  a,  on  aura  x = ^ , on  prendra  la  racine  de  aa  qui  eft  a , 

Tüj 
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& une  moyenne  proportionnelle  m entre  a ôc  b , 6c  1 on  aura 

• v'i „ 

» B I ' _ _____ 

Pour  conftruire  * — Vaa  -t-  bb , on  fera  un  triangle  rectangle 
dont  l’un  des  côtés  fera  = a , 6c  l'autre  = b , 6c  appellent  l’hy- 
pothenufe  rn  on  aura  mm—aa-^rbb , donc  m = V da-h  bb—x. 

Pour  conftruire  x = Vaa — bb , on  fera  un  triangle  reâangle 
dont  l’hypothenufe  fera  = a 6c  l’un  des  côtés  = b , 6c  appellant 
l’autre  côté  won  aura  mm  — aa — bb , donc  m — v'aa — bb—x. 

Pour  conftruire  x = V ab  -î-cd,  on  prendra  une  moyenne  pro- 
portionnelle m entre  a 6c  b 6c  l’on  aura  mm  = ab , on  prendra  de 
même  une  moyenne  proportionnelle  n entre  c , 6c  d , 6c  l’on  aura 
nn=cd , donc  mm-hnn  = ab-hcd  6c  V mm-\-nrt—  Vab-+-cd 
= x ; faifant  donc  un  triangle  re£l angle  dont  l’un  des  côtés  = m, 
6c  l’autre  = n , l'hypothenufe  étant  appcllée p , on  aura  pp  — mm 
-t-nn,  6c  p — \Smm-\-nn  = v'ab-j-cd—x. 

Pour  conftruire  x — ^ aa  -4-  h/f  ‘ , on  diviferale  dénomi- 

if  «a  # 


nateur  ac — bd  par  a , ce  qui  donnera  c — — ; on  cherchera  une 
ligne  w=  c — tj! , 6c  multipliant  par  a on  aura  am=ac — bd , 

6c  mettant  cette  valeur  dans  l’équation  on  aura  x=ÿ  aa  ) 

on  cherchera  une  quatrième  proportionnelle  n aux  trois  lignes  a, 
b , c , ce  qui  donnera  n — — donc  — = — , 6c  cherchant  une  ' 
troifiéme  proportionnelle  q aux  trois  m,  n , d,  on  aura  ~ t 
donc  — — ai.  On  cherchera  de  même  une  ligne  r—  — ôc  l’on 

m 1 o am 

aura  r/=  , 6c  mettant  ces  valeurs  dans  l’équation  on  aura  x 

= v'aa-t-qi — rl , 6c  prenant  une  moyenne  proportionnelle  r 
entre  q 6c  » , 6c  une  proportionnelle  t entre  r Ôc  / , on  aura  x 
= Vaa  -+*tt — « , on  fera  un  triangle  re&angle  dont  l’un  des 
côtés  = » ôc  l’autre  —s , 6t  appellant  l’hypothenufe»  on  aura 
uu  = aa-\~  is , doncx=v'«« — rr,  enfin  faifant  un  triangle  rec- 
tangle dont  l’hypotenufe  = « , ôc  l’un  des  côtés  = , t 6c  appel- 
lant l’autre  côté  z,  on  aura  zzsr=nu — tt,  donc  x — v'zz  Ôc  x 
—z.,  6c  ainfides  autres. 
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Delà  conjiruâion  des  Equations  déterminées  du  fécond  Degré. 

87.  Les  équations  du  fécond  degré  peuvent  ou  n’avoir  point 
de  fécond  terme , ou  n’avoir  point  de  troifiéme  terme , ou  avoir 
tous  leurs  termes. 

Quand  l'équation  n’a  point  de  fécond  terme  comme  .v1  — aa 
= o , on  fait  paffer  le  troifiéme  terme  dans  le  fécond  membre  ; 
ce  qui  donne  xl  = aa,  après  quoi  tirant  la  racine  quarrée  on  a 
x — a,  de  même  pour  conftruirc  x* — ab  = o , on  fait  xl=ab, 
& x = ^ ab,  ôc  prenant  une  moyenne  proportionnelle  m entre 
a Sab,  ona  x—m,  & ainli  des  autres;  mais  fi  en  avoit  xl  -f-  aa 
= o , faifant  xl  == — aa,  on  auroit  x = v' — aa,  & parconfé- 
quent  la  racine  x feroit  imaginaire , puifqu’elle  feroit  égale  à la 
racine  d’un  quarré  négatif  qui  eft  une  racine  imaginaire. 

Si  l'équation  n’a  point  de  troifiéme  terme  comme  xx — ax 
= o > on  divife  par  l’inconnue  x,  ce  qui  donne  x — a—o,Cx. 
faifant  paffer  a dans  le  fécond  membre  ,onar  = ii,6c  ainfides 
autres. 

Si  l’équation  a tous  fes  termes  prenant  a égale  au  coefficient 
du  fécond  terme , ôc  un  quarré  bb  égal  au  dernier  terme , on 
trouvera  quelle  peut  avoir  ces  quatre  formes  xx-hax  -+-  bb  — o , 
xx -{-ax — bb=  o,  xx — <jx-4-  bb  — o,  xx  — ax — bb  — o , 6t 
voici  de  quelle  maniéré  on  peut  conftruire  ces  differens  cas. 

Soit  l’équation  xx-+-  ex  ■+■  dx  -+-fg= — o ; je  prens  une  ligne  a 
égale  au  coefficient  c- 4-d  du  fécond  terme,  & une  moyenne 

froportionnelle  b entre/ ôc  g , ce  qui  me  donne  bb=^fg  ; donc 
équation  fe  change  en  xx-+-  ax  bb—  o , qui  eft  la  première 
forme. 

Je  fais  paffer  bb  dans  le  fécond  membre,  & j’ai  xx <jx 
=l=  — bb  ; j’ajoute  de  pan  & d’autre  - aa-,  c’eft-à-  dire  le  quarré 
delà  moitié  du  coefficient  du  fécond  terme,  afin  que  le  pre- 
mier membre  de  l’équation  devienne  un  quarré  parfait , & j’ai 
xx  -4-  ax  -+-  J .aa  aa  — bb  ; je  tire  la  racine  quarrée,  ce  qui 

donne  x -+-1  a = ^^aa — bb,  oux-f-^a — vO.  aa  — bb  = o , 
& divifant  la  propofée  xx  -4-  ax  ■+-  bb  = o , par  x -4-  - a 
— v'iaa — bb=  o,  le  quotient  eft  x -4-  y a-h^jaa — bb—  o » 
ainfi  les  deux  racines  de  l’équation  font  x — ^Jaa  — bb — \a} 
& x = — ^ ^ aa  - bb  — | a ; 6c  fi  bb  eft  plus  grand  qne  -J  aa , ces 
deux  racines  font  imaginaires;  mais  fi  Weft  moindre que^  aa. 
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elles  font  toutes  deux  négatives.  . 

Pour  conftruire  ces  deux  racines 9 je  fais  un  triangle  ABC 
( Fig.  7j.  ) dont  l’hypothenufe  AC=-j a,  & le  côté  Ali  = &;  du 
point  A pris  pour  centre,  & de  1 intervalle  AC  je  décris  un  cer- 
cle dont  je  tire  le  rayon  AD  parallèle  a BC;  je  prolonge  BC  de 
part  & d’antre  , ôt  par  le  point  D je  mène  DE  parallèle  à AB  , 
doncBE  = AD  = AC=T"  & à caufe  du  triangle  re&anglc 
ABC,  j'ai  BC  = — bb-,  donc  CE  = EB  — BC  = | a 

y/ L aa  — bb  ; prenant  donc  de  l’autre  côté  du  point  E la  partie 

EQ  = CE , la  droite  CE  qui  va  de  E en  B étant  pofitive  , la 
droite  EQ  qui  va  du  fens  oppofé  fera  négative  , & par  conféquent 
EQ  -Vi-an — bb — t a fera  la  première  racine  de  la  propofée. 

De  même  la  corde  FC  étant  coupée  en  deux  également  en  B 
on  a FB==B C—^~aa—bb,  donc  EF  ==  EB  -+-  BF  ==  \ a 
►f-  FiiI4 — bb  ; prenant  donc  de  l’autre  côté  de  E la  droite  EP 

— EF , on  aura  EP  = — | a — v'i  aa  — bb  qui  fera  la  fécondé 
racine  de  lequation. 

Soit  l’équation  xx  -+-  ax  — bb  — o ; donc  xx -+-  ax  — bb , & xx 
+ « + + & tirant  la  racine  quarrée  *-t-v a 

— V^au-y-bb,oux-\-ia  — v'a.  aa  -J-  bb  — o ; 6c  divifant  ia  pro- 
poféc  par  certe  racine , le  quotient  fera  x ■+■  ± a -4-  vl aa -+•  bb 
c=o,  donc  les  deux  racines  feront  *=  ^ \aa-\-bb — ±a,&.x 
= — i a — v'I aa-Ç-bb , dont  la  première  cft  pofitive,6c  la  fécon- 
dé cft  négative. 

Pour  conftruire  ces  racines , je  fais  un  triangle  re&angle  ABC 
( Fig.  74-  ) , dont  le  côté  AC  — \ a,  & le  côté  BC  — b ; du  point 
A pris  pour  centre,  6c  du  rayon  AC  je  décris  un  cercle  CDP 
qui  coupe  l’hypotenufe  BA  en  P,  j’ai  donc  BA  — v'±aa-t-bb> 
6c  par  conféquent  à caufe  de  PA=AC  = Ÿa,  j’ai  BP  = BA 

— PA  = v ~ aa-^-bb  — \ a , St  c’eft  la  racine  pofitive. 

Or  prolongeant  BA  en  D , j’ai  BD  = BA  -f-  AD  = -■  a 
-+- y/ \aa-\-bh  ; donc  prenant  de  l’autre  côté  de  B la  droite  BF 
e=BD , j’aurai  BF  = — ~a  — ^^aa-t-Tb  qui  eft  la  racine  né- 
gative. 

Soit  l’équation  xx — ax-+~bb  = o ; donc  xx — ax= — bb,  6c 
ajoutant  de  part  & d’autre  -aa,  on  a xx  — ax-\-  \aa  = ± aa — bb , 
6c  tirant  la  racine  quarrée  x — ~ a = C-s  aa—bb  , ou  x — ? a 


Oîgiïized 


et  le  Calcul  Intégral,  Livre  I.  iyj 

— ^aa — bb  — o;  & divifant  la  propofée  pat  cette  racine , le 

quotient  fera  x — 7 a -4-  — Tb  = o ; ainfi  les  deux  racines 

feront  x — ±a-+-*'±aa — bb,  ôcx=\a — ^\aa — bb  , fie  fi  bb 
eft  plus  grand  que  ~ aa  les  deux  racines  feront  imaginaires  ; mais 
fi  bb  eft  moindre  que  7 aa , elles  feront  toutes  deux  pofitives. 

Pour  conftruirc  ces  deux  racines  , je  fais  un  triangle  rectangle 
ABC(F/ç.  73.),  dont  l’hypotenufe  AC  = 7<j,  ôc  le  côté  AB 

— b , ôc  achevant  la  conftruétion  de  cette  Figure  de  même  que 
ci-delTus , j’ai  BF  = BC  = v'  ^aa — bb,  Ôc  EB  = AD  = AC  = 7 
a , ôc  par  conféqucnt  EF  = EB  BF  = 7 a -+-  v'-j  aa  — bb  , 
donc  ÉF  , eft  la  première  racine,  ôc  la  féconde  eft  EC  = EB 
. — BC  = ~ a — ^ ~ aa — bb. 

Soit  enfin  l’équation  xx  — ax — bb  — o ; donc  xx  — ax  = bb  ; 
xx  — ax  \ aa  — \ aa  bb , & par  conféquent  * — 7 a 
= V^aa-\rbb , ou  x — 7 a — v'^  aa-b-bb  =*  o,  Ôc  divifant  la  pro- 
pofée  par  cette  racine  , le  quotient  fera  x — \ a v' ^ aa bb 

— o,  donc  les  deux  racines  font  x=7<J- t-v^  aa-\-bb,  ôc  x=±a 

— ✓ ^ aa-+-bb , ôc  la  première  fera  pofitive , ôc  la  féconde  né- 
gative. 

Pour  les  conftruirc,  je  fais  un  triangle  reftangle  ABC(F/>.  74.), 
donc  le  côté  AC  = - a Ôc  le  côté  BC  =b,  ôc  j’acheve  la  con- 
ftruüion  de  cette  Figure  comme  ci-deflus  , donc  AD  = AC  = 7 
a,ôc  BD  = DA-4-AB  = |a-+-v'ifl«-+-W,  ÔC  par  conféquent 
BD  eft  la  première  racine. 

Pour  avoir  la  fécondé  je  prens  fur  AB  prolongé  au-delà  de  B 
la  partie  BQ  égale  à BP,  ôc  BQ  eft  la  féconde  racine;  car  BP 
= ✓ï  aa  -+-  bb  — ~a;  or  BP  étant  pofitive , fon  égale  QB  eft  né- 
gative à caufe  qu  elle  eft  de  l’autre  côté  du  point  B,  donc  BQ 
= 7<j  — aa  ■+■  bF. 

R E MA  R QU  E. 

88.  Les  équations  du  quatrième  dégré  dans  les  termes  def- 
quelles  l’inconnue  fc  trouve  toujours  dans  un  degré  pair , peu- 
vent fe  réfoudre  de  la  même  façon. 

Soit  par  exemple  l’équation  x4 — aaxx-\-  ccdd=  o ; je  prens 
une  autre  inconnue  y,  ôc  je  fuppofe  que  le  produit  ay  de  cette 
inconnue  par  la  connue  a eft  égal  à x1  ; je  mets  cette  valeur  de 
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x1  dans  l’équation,  ce  qui  me  donne  a'y1 — «3J-+-  ccdd=  o , 
ou^1 — ay-y-“  =o,  je  cherche  & je  conftruis  les  racines 
de  cette  nouvelle  équation  qui  n’eft  plus  que  du  fécond  dégré  , 
& ces  racines  font  y = t a -+-  aa  — ‘ééL  y = i a 

— aa  — îlü  ; or  à caufc  de  xz  — ay  les  racines  x de  la  pro- 

i>ofée  font  moyennes  proportionnelles  entre  a 6c  les  racinesj»  de 
a transformée  ; c’eft  pourquoi  prenant  des  moyennes  propor- 
tionnelles entre  a ôc  chacune  des  racines  y , j'aurai  les  racines 
de  la  propoféc , ôc  ainfi  des  autres. 

De  la  couftruflion  des  Equations  déterminées  des  degrés 
troisième  £7*  quatrième. 

8p.  Pour  conftruire  ces  fortes  d’équations  , on  y introduit  une 
nouvelle  inconnue  par  le  moyen  de  laquelle  on  en  tire  d’autres 
équations  qui  prifes  deux  à deux  , contiennent  non -feulement 
les  deux  inconnues,  mais  encore  toutes  les  grandeurs  connues 
de  la  propoféc  : on  conftruitféparément  le  lieu  de  ces  deux  équa- 
tions , après  quoi  combinant  enfemble  ces  deux  lieux  , les  points 
d interfedion  donnent  les  racines  de  la  propofée,les  exemples 
fuivans  rendront  ceci  plus  clair. 

po.  Soit  la  propofe  cyi-i-aby — aac  = o,  je  fais  palier  le  ter- 
me tout  connu  dans  le  fécond  membre  , ôc  j ai_y ï -+-  aèy  — aac , 
d’où  je  tite  a, y : ab,  ac  ; or  pour  introduire  une  nouvelle 

inconnue  x , je  fuppofe  a,y::y,x,  donc  ax=yy  , ÔC  cette 
équation  ax  =yy  eft  à la  parabole. 

Je  mets  <jx-  au  lieu  de  y1 , dans  la  proportion  a ,y  : :y'-  •+■  ab  , 
ac,  ôc  j’ai , a ,y  : : ax  -4-  ab  , ac  ; mais  par  la  fuppofition  a ,y:  :y  , 
x , donc_y , x : : ax  -j-  ab  , ac , ôc  divifant  les  deux  derniers  termes 
para,  j’ai  y,  x::  x-y-b,  c , donc  x1 -y-  xb=  cy  cette  derniere 
équation  eft  encore  à la  parabole. 

J’ajoute  l’équation  ax—yy  à l’équation  xl~\-xb  = cy  , ôc  la 
fomme  ax  -+-  x1  ■+■  xb  —yy  -+-  cy  oujy1  — x1  -+■  cy  — ax — bx=o 
eft  une  équation  à l’hyperbole  équilatére  à caufe  que  les  deux 
quarrés  x1  ,y*  font  fous  différons  lignes  ôc  fans  coefficient. 

Je  retranche  de  1 équation  ax  =yy , l’équation  x1  -y-xb=-  cy , ôc 
le  refte  ax  — x1 — xb  —yy  — cy  ou  x1  -j -yx — ax -y-  xb — cy = o 
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cil  une  équation  au  cercle  à caufe  que  les  deux  quarrés^1  ,xl  ont 
le  même  ligne,  6c  n’ont  point  de  coefficient.  Puifque  ax=  yy , 
donc  x—,~ , ôc  mettant  cette  valeur  de  * dans  l’équation  a:1  -+-  xb 

— cy , j’ai  **-4-  î-  — cy,  6c  multipliant  par  a ôc  divifant  pari, 

j’ai  y-  — ~£  ou_y*  -4-  *■—  — "^  = o,quie(l  une  équation 
àl’Ellipfe,  à caufe  que  les  quarrez^1 , xl  ont  le  même  ligne,  6c 
que  le  fécond  a on  coefficient  quoique  le  plan  x y ne  s’y  trouve 
point. 

Je  divife  la  propofée  y^^-aby  — aac  par  a , ce  qui  donne 
~ -4-  by  = ac-,6c  mettant  au  lieu  de  L fa  valeur  x,  )'ai  yx  -y-  by 

=ac , ou  yx-hby — ac  = o,  qui  ell  une  équation  à l'hyperbole 
entre  fes  afymptotes  à caufe  que  le  plan  xy  s’y  trouve  fans  aucun 
des  quarrés_y*,  xl. 

J’ai  donc  les  équations  locales  fuivantes. 

Ie.  ax — yy=  o à la  parabole. 

IIe.  xl  -4-  bx — cyr=  o a la  parabole. 

IIIe.  y1 — -cy — bx= o à l’hyperbole  par  rapport  aux  diamètres. 
— ax 

IVe. y1  -y- x1 — cy- 4-  bx—  o au  cercle. 

— ax 

Ve.  y'  -4-  ‘-J  — “y  = o à l’Ellipfc. 

VIe.  xy  -4-  by — ac  — o l’hyperbole  entre  fes  afymptotes. 

6c  il  feroit  facile  de  trouver  d’autres  équations  locales  en  com- 
binant celles-ci , en  obfervant  cependant  qu  elles  ne  fuffent  pas 
d’un  degré  plus  élevé  que  le  fécond. 

Or  entre  ces  équations  j’en  choifis  deux  qui  renferment  non- 
feulement  les  deux  inconnues,  mais  encore  toutes  les  quantités 
connues  de  l’équation,  6c  l’une  des  deux  doit  toujours  être  l’é- 
quation au  cercle , parce  que  cette  Figure  eft  plus  facile  à con- 
ftruire  que  les  autres,  je  prens  donc  la  première  ax — yy  — o, 
6c  la  quatrième  y,*  -4-  **  — cy-+-bx  — 0 , 6c  je  les  conllruis  d’a- 

— ax 

bord  féparément. 

Ainfi  je  fais  une  parabole  ABC  ( Fig.  7;.  ) avec  un  paramètre 

Y Ü 
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égal  à la  ligne  droite  a , & le  point  B eft  l’origine  des  x ou  des 

abfciffes. 

Pour  conftruire  l'équation  au  cercle  je  compare  fes  termes  avec 
ceux  de  la  formule  générale  du  Chapitre  jc.  & je  trouve 
i °.  ^ — o , donc  « = o,«J=f;  ôc  faifant  m — a , j’ai  a=e 

— m.  2°. cy  = — 2 ry  , donc  c = 2r  & 7 c = r.  3 bx — ax 

— — ~-y  donci — a— — 2 s&c^b — ~a  = — s,  en fuppofant 

b plus  grand  que  a.  40.  rr  — tt  jj  =0,  donc  rr  -f-  ss  = tt , & 
mettant  les  valeurs  de  rr  -4-  ss  , j’ai  7 cc  -+-  ~ b b — ^ ab  -+-  ~ aa 
s = « & V-cc-^-^bb  — 7 ab-\-\aa  = t. 

Delà  je  vois  que  dans  la  Figure  9.  qui  eft  la  conftruétion  de 
la  formule  générale  la  droite  EB  — n — o , que  par  conféquent 
AB  = m doit  tomber  fur  AE  = e,  & que  AH=i  doit  être  pris 
fur  le  prolongement  de  AE  au-delà  de  A,  à caufc  de-î^  — 7 a 

Je  mené  donc  une  droite  indéfinie  HI  ( Fig.  7 6.),  & la  pro- 
longeant de  l’autre  côté  de  H,  je  prens  HL={  b — ~a,  j’éleve 
au  point  L la  perpendiculaire  LO  = jf;  du  point  O je  mène 
une  parallèle  à Hl , & je  prens  de  part  & d’autre  du  point  O 
les  droites  VO,  OT  égales  chacune  à et Çbb — 7 ab  -+-  7 aa, 

je  décris  du  centre  O & du  rayon  OV  un  cercle  VXT , & du 

foint  H menant  HX  parallèle  à LO , l’arc  XTH  eft  le  lieu  de 
équation  du  cercle. 

Car  d’un  point  quelconque  de  cet  arc  menant  une  droite  PY 
perpendiculaire  fur  HI,  je  nomme  HP=.x,  PY=^,  donc 
QY  —y  — vc  1e  point  Y eft  en  delà  du  diamètre,  & QY 
= Tf — >fi  Y eft  entre  T & Hjenfin  OQ  = LP  — LH  -4- HP 

a * 

=7  b — f a -4-  x-,  or  par  la  propriété  du  cercle  on  a QY  = OT 

— OQ,  donc^y  — cy  -h±cc  = \cc-h±bb — -i  ab-h^aa — ^ 
bb-\-\ab — 7 aa — bx -i- ax — xx , & corrigeant  l’expreflion  , 
&.  tranfpofant  tout  dans  le  premier  membre  on  aura  yy  -+-  x*. 
— cy  -+- bx  —a  qui  eft  l’équation  au  cercle. 

— ax 

Nota.  Que  la  circonférence  du  cercle  paffe  par  le  point  H ; 
car  tirant  la  droite  HO  on  a dans  le  triangle  rectangle  OLH  f 

OL-t-LHj=ÔH  ou  ~cc~y-~bb  — ±ab-t~±aa  — Q H,  donc 
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OH=OT,  & par  conféquent  OH  = OT,  ainfi  OH  eft  rayon 
du  cercle  de  même  que  OT. 

Maintenant  je  combine  enfemble  ces  deux  Figures,  Ôc  com- 
me l’origine  des  x dans  la  Figure  du  cercle  eft  H , je  tranfporte 
HI  fur  BP  dans  la  Figure  de  la  parabole,  enforte  que  H tom- 
be fur  B,ainfi  HL  tombe  fur  BL,  ôc  le  cercle  ne  coupe  la  parabole 
hors  du  fommet  qu’en  un  feul  point  K;c’cft  pourquoi  du  point  K ab- 
baiftant  une  perpendiculaire  KZ  fur  BD,  je  dis  que  KZ  eft  la 
racine  vrayc  de  l’c'quation  propofée  yï  aby — aac=:o,  ôc  que 
les  deux  autres  font  imaginaires. 

Car  appellanr  BZ  = x , & ZK  =_y  on  a par  la  propriété  de  la 

- - l 

parabole  ZK  = ZB  xv  ou  yy  = ax , ôc  par  rapport  au  cercle  nous 
avons  FK  = ZK — ZF  ==y  — -j-c  , d’où  nous  avons  retrouvé 
l'équation  j'y  -+-  x*  — cy  -+-  bx  — o ; or  fi  nous  mettons  dans  cette 
— ax 

équation  la  valeur  2 de  x , prife  dans  l’équation  à la  parabole  , 
nous  aurons  _yy  -4-  — çy -H  y-  — o, ôc  corrigeant l’exprelfion , 

‘21 

a 

puis  multipliant  par  aa  , nous  aurons^4  -4— » i>yy  — aacy  = 0 , ÔC 
divifant  par  y , nous  aurons _y  3 -+-  aby — aac  = o qui  eft  l’équation 
propofée. 

Or  cette  équation  n’aura  d’autre  racine  vraye  que  celle  que 
nous  venons  de  trouver  , parce  que  de  routes  les  droites  qu’on 
peut  élever  perpendiculairement  fur  BP , il  n’y  a que  la  droite 
ZK  qui  puilfe  être  appellée_y  à l’égard  de  la  parabole  , de  même 
qu’à  l’égard  du  cercle. 

Si  a étoit  plus  grand  que  b on  auroit  ~ a — ~b=s , Ôc  par  con- 
féquent  on  prendroit  BL  du  côté  de  BD , ôcc. 

Et  fi  l’on  conftruifoic  de  la  même  faqon  deux  autres  équations 
locales,  prifes  parmi  les  fix  que  nous  avons  trouvées  ci-dcflus  , 
comme  la  féconde  avec  la  troifiéme,  ôcc.  on  trouveroit  toujours 
que  les  deux  courbes  conftruitcs  Ôc  combinées  enfemble , ainfi 
que  nous  venons  de  faire  , ne  s’entrecouperoicnt  qu’en  un  feul 
point  hors  du  fominct. 

Prcnonspar  exemple  la  quatrième  ôc  la  cinquième,  c’eft-à- 
dire  , le  cercle  ôc  l’Ellipfe.  Je  compare  les  termes  de  l’équation 
à l’Ellipfeavec  ceux  de  la  formule  générale  du  Chapitre  III.  ôc 
je  trouve  Y ii; 
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i°.^’  = o,  donc«  = o,8c  m = e-,  8c  faifant  m = a , j’ai<* 

« a cep  a p 11  x • • i at  _ ac 

= e = m.  20.  r = — — , ou  7-  = - , d ou  je  tire  -7  =P>  3° . r 

b immt  1 b u 7 * b * J b 

= 2r,donc  ^ — r,  j = o.  rr=^  , & mettant  les  valeurs 

& Î»}"5“T>  d»«  5-«. 


D’où  je  vois  que  dans  la  Figure  10  , qui  cft  la  conftru&ion  de 
la  formule  generale , la  droite  £B  = » = o,ôc  que  par  confis- 
quent AB—  m,  doit  tomber  fur  AE  = r , que  la  droite  AH 
s=î  = o,  & qu’ainli  le  point  d'origine  A doit  tombet  en  H. 

J’éievcdonc  fur  un  point  P d’une  droite  indéfinie  PZ(f ig.  77.) 
une  perpendiculaire  PA=-  par  le  point  A je  mené  une  pa- 
rallèle à PZ  , fur  laquelle  je  prens  dcpart^fic  d’autre  du  point  A 
les  parties  AB,  AC  égales  chacune  à ; & fur  la  droite  BC 

prife  pour  premier  axe  & avec  un  paramétré.  = ~b  x^  — , je  dé- 
cris une  Eilipfc  BECP  , & la  demi-Ellipfc  PCM  cft  le  lieu  de 
la  cinquième  équation. 

Car  d’un  point  quelconque  E abaiflant  une  perpendiculaire 
NE  fur  PZ  , je  nomme  PN  — a-  , NE==y  , donc  FE=y 
* — ~ , fi  le  point  E cft  au-delà  de  l’axe , & FE  = ^ — y , fi  le 
point  E eft  entre  l’axe  6t  la  droite  PZ.  Or  par  la  propriété  de  l’El- 
lipfe  on  a FE,  AC  — AF::/>,2f,  doncy1 — ~b  y 


fl»  c 


, a , ac  aacc  aacc  a « „ a 

* X - ou y>  — 7 y-y.—  = — - a:*,  &y»-h  j X' 


— 'î7e==0>  qui  la  cinquième  équation. 

Avant  de  combiner  cette  figure  avec  celle  du  cercle , il  eft 
bon  d’obferver  que  la  circonférence  de  l’EIlipfe  pafie  par  le  point 

P , car  le  grand  axe  de  l'Ellipfc  eft  3^  — , 8c  fon  paramètre  cft 

T x k pedtaxeeft  moyen  proportionnel  entre  le  grand 

axe  8c  le  paramétré  de  ce  grand  axe  , multipliant  donc  le  grand 
axe  par  fon  paramètre  6c  tirant  la  racine  quarrée  du  produit  nous 

aurons  — = j pour  b valeut  du  petit  axe  ; donc  fa  moitié  fera 


Digitized  by  Google 


et  le  Calcul  Intégral,  Livre  I.  i;p 
— ; mais  a~  = PA  par  la  conftruûion , donc  PA  eft  la  moitié  du 
petit  axe  , ôc  par  conféquent  l’Ellipfc  paflepar  le  point  P. 

Maintenant  puifque  le  point  P cft  l’origine  des  * pris  fur  PZ , 
& que  dans  la  figure  du  cercle  le  point  11  eft  l’origine  des  .v  pris 
fur  HI.  Je  tranfporte  la  figure  du  cercle  fur  celle  de  l’Ellipfe  en- 
forte  que  le  point  H tombe  furie  point  P,  & la  droite  Hlfurla 
droire  PZ , & le  cercle  ne  coupe  l'Ellipfc  hors  du  point  d’origi- 
ne P qu  en  un  feul  point  E ; c’eft  pourquoi  menant  de  ce  point 
une  perpendiculaire  ME  fur  PZ , je  dis  que  cette  droite  ME 
fera  l’unique  racine  vraie  delà  propofee  ^3 -+•  aby — aac—o. 

Car  en  rapportant  la  droite  EN  à l’Ellipfc  nous  avons  trouvé 
yz~+~ï  -V1 — Y y ==°,  6c  en  la  rapportant  au  cercle  nous  avons 
y1  -+-X1 — cy-\-bx — ax  = o.  Or  mettant  dans  l'un  ou  l’autre  de 
ces  équations  la  valeur  y-  de  x , nous  aurons  toujours  en  corrigeant 

lexpreffion^3-f-diy — aac=zo,  qui  eft  l’équation  propofée,  6c 
cette  équation  ne  peut  avoir  d’autres  racines  vrayesque  celle  que 
nous  venons  de  trouver , parce  qu’il  n’y  a que  la  droite  NE  qui 
puide  érre  également  nommécy , foit  qu’on  la  rapporte  au  cercle , 
foit  qu’on  la  rapporte  à l’Ellipfe.  Que  fi  cette  façon  de  démontrer 
ceci  ne  paroît  pas  fuffifante  a quelques  perfonnes  , nous  en  don- 
nerons un  autre  dans  l’exemple  fuivant , 6c  on  pourra  l'appliquer 
à ce  qui  vient  d’étre  dit. 

po.  Soit  la  propofée  yî  — aby  — aac  = o ; donc  — aby 
— aac , d’où  je  titc  a , y : :yl — ab , ac.  Pour  introduire  une 
nouvelle  inconnue  x,  je  fuppofe  a, y.  :y,  x , donc  ax—yy,  ôc 
cette  équation  eft  à la  parabole. 

Puifque  a,  y : :yl — ab , ac , ôcque  a,  y::  y,  x , donc^  ,x 
y1 — ab  , ac , 6c  mettant  ax  au  lieu  devy  qui  lui  cft  égal , j’a iy, 
x-.-.ax — -a  b,  ac,  donc  ayc=axl  — abx , 6c  divifant  par  a , puis 
tranfpofant,  j’ai  x 1 — bx — cy  — o,  ôc  cette  équation  cft  encore 
à la  parabole. 

Je  retranche  de  l’équation  ax=yy  l’équation  x * — bx  = cy  6c 
le  refte  ax — x1  -t- bx—yy — cy  , — cy — ax — bx 

— o eft  une  équation  au  cercle. 

J’ajoute  l’équation  ax—yy , à l’équation  x1 — bx  — cy  6c  la 
Tomme  ax-+-xl — bx—yy-y-cy,  ou  yy  — — ax-+-bx 

— o,  eft  une  équation  à l’hyperbole  équilatérale. 


i6o  Le  Calcul  Différentiel, 
Puifquctf.v=^y,donc*==^;  & mettant  cette  valeur  de  x ; 
dans  l’équation  .va- — bx — cy  = o , j’ai  xx  — ~ — cy = o , ou  \y 

— T •**"+■  %y==  ° > & cette  équation  eft  à l'hyperbole. 

Je  divife  la  propofée_yî  — aly  — aac  =o  par  a , ce  qui  donne 
— by  — ac  — o,  & mettante  au  lieu  de  — j’ai  yx — by — ac 

— 0 > qui  eft  une  équation  à l’hyperbole  entre  les  afymptotcs. 

J’ai  donc  les  llx  équations  fui  vantes. 

l*.yl — <i.v=oà  la  parabole. 

Dc.  .v* — bx — cy  — o à la  parabole. 

IIIe. y'- •+■  x1 — cy  — bx  — o au  cercle. 

— ax 

IVe.  y — x1  -t-  çy ta  = o à l’hyperbole  équilatere. 

— ax 

\e.y'~ — y = oà  l’hyperbole  fcalene. 

VP. j a — by — ac  = à l’hyperbole  entre  les  afymptotcs. 

Je  conftruis  la  première  & la  troifiéme , c’eft-à-dire  l’équation 
y1 — n.v=o à la  parabole,  & l'équation  au  cercle,  & pour  la 
première  je  mené  une  ligne  indéfinie  AH  (Fig.  78.) , ôt  avec  un 
paramerre  — a je  décris  lür  le  diamètre  AH  une  parabole  BAC, 
ainli  le  point  A eft  le  point  d’origine  des  x pris  fur  A1I. 

Pour  conftruire  l’equation  au  cercle,  je  compare  fes  termes 
avec  ceux  de  la  formule  générale  du  Chapitre  III.  & je  trouve. 
i°.  — =0,  donc  n = o,  m = e&c  — =1.  20. cy=2ry , donc 

ro  7 7 mm  J J 7 

c—2r,  & \c—r.  3°. — bx — ax  = — 2 sx,  donc  \b-\-\ a=s. 
4°.  rr — rr-j-rj  = o , donc  rr  -‘r  is—tt,  & mettant  les  valeurs  de 
rr,  ss,j'ai±cc-i-±bb-+-  jab-i- \aa=n  & cc •+- \bb-*r  {ab-+-~aa 

D’où  je  vois  que  dans  la  Figure  p,  qui  eft  la  conftruétion  de 
la  formule,  la  droite  EB=n  = o,  & que  AB  tombe  fur  AE. 

Je  prensdonc  fur  une  droite  indéfinie  PQ  (Fig.  75.)  la  partie 
PM  = ; j’éleve  fur  le  point  M la  perpendiculaire  MO 

-jr  ; je  mené  par  O une  droite  parallèle  à PQ  fur  laquelle  je 
prens  de  part  & d’autre  du  point  O les  parties  OV,  OT  égales 
chacune  à ab  , & du  centre  O & du 

rayon  O V je  décris  un  cercle , puis  du  point  P je  mené  PK.  pa- 
rallèle 


Digitized  by  Google 


et  le  Calcul  Intégral, Livre  I.  i<rt 

rallele  a AlO  , & 1 arc  KZ  eft  le  lieu  de  l’équation  au  cercle. 

Car  d un  point  quelconque  Y menant  une  perpendiculaire  YX 
je  nomme  PX  =* , YX—y , donc  YG  = YX — GX =y  — 

& lorfque  le  point  G tombe  entre  O 6c  T on  aOG  = PX — PM- 

— x — t b — r « ; mais  lorfque  G tombe  entre  O ôc  V , on  a OG 
= PAI — P X-~b-\-\a — x.  Or  par  la  propriété  du  cercle 

YG=ÔT  ou  UV, — OG , donc^1 — cy ^ cc  = \ cc-y-^bb 
<*b-\-\aa — x1-y-bx — -J- bb  — -Ç ab — ~ aa  -+-  ax ; ôc  corri- 
geant l’expredion , ôc  tranfpofant  tout  dans  le  premer  membre , 
011  aura^1  -1-  x1  — cy  — bx  — ax  = o , qui  eft  l’équation  au  cercle. 

Il  faut  obferver  que  la  circonférence  du  cercle  pafle  par  le  point 
P , cardans  le  triangle  POM  on  a PAI  = ~a-\-^b  , ôc  AlO  = -j 

c , mais  PO*  = MP  -t-  MO  , donc  PO—  jcc-hjbb  + ±ab  + ±aa 
ôc  nar  conféquent  PO  — ^jCc-*~~bb-t-~ab-t-  ±aa=OV. 

Pour  combiner  la  parabole  avec  le  cercle  je  rranfporte  la  Fi- 
gure du  cercle  fur  celle  de  la  parabole,  de  façon  que  le  point 
d’origine  P tombe  fur  le  point  d’origine  A ôc  la  droite  PQ  fur 
l’axe  AH , ôc  menant  par  les  trois  points  R , B , D où  le  cercle 
coupe  la  parabole  hors  du  fommet  A des  perpendiculaires  lue 
l’axe  AE  , je  dis  que  ER  fera  la  racine  vraye  de  l’équation  ôc  les 
deuxBI,  DF  feront  les  faulfcs  racines. 

a 

Car  ER  étant  rapporté  à la  la  parabole  on  a ER  = EA  xp  ou 
y1  = ax , 6c  la  même  ER  étant  rapportée  au  cercle  , nous  ve- 
nons de  voir  qu'on  a^-t-x1 — cy — bx — <ja-  = o;  or  mettant 
dans  cette  derniere  équation  la  valeur y-  de  x prife  dans  l’équa- 
tion de  la  parabole  nous  avons y1-*-—*  — O1  — “7  — yl—°i  Ôc 
corrigeant  l’exprellion , puis  multipliant  par  a'-  nous  aurons^4 

— azcy — aby'-—o,  ôc  divifant  pary  ; nous  auronsjJ — aby — aac 
= 0,  qui  eft  l'équation  propofée.  Or  comme  il  n’y  a que  la  feule 
ER  qui  puilTeêtrc  rapportée  tout  à la  fois  à la  parabole  ôc  au  cer- 
cle du  côté  de  C , il  s’enfuit  que  ER  eft  la  feule  racine  vraie  de 
l’équation , ôc  que  les  deux  autres  DF , BI  qui  font  de  l’autre  côté 
font  faufles. 

Si  l’on  veut  une  autre  dcmonftrationde  ceci , quoiqu’aflure- 
ment  celle  que  nous  venons  de  donner  foit  dans  toutes  les  réglés  ; 
menons  du  centre  O du  cercle  f ^.78.)  la  droite  OR,  nous  aurons 
QR  = V\cc-+'-bb  -*-~ab-+-±aa  puifque  OR  eft  rayon  du  cercle , 
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fie  à caufe  de  la  parabole  nous  aurons  AE  donc  OL  = AE 

— AM=  ? — 6cLR=EIl — EL=y  — - e.  Oc 

* 1 t 

le  triangle  OLR  étant  reétanglc , nous  avons  OL  -4-  LR=  OR , 
mettant  donc  les  valeurs  de  ces  quarrés  nous  aurons  L — tJ2. 

•4 — yy-+- t ab-b^aa-byy — ey-b-cc  = i cc-bj  M+j 
ab-b^aa,  fie  corrigeant  l’exprdfion , il  reliera^ — ^ — cy 

= o,  & multipliant  par  aa  puis  divifant  par^  , nous  aurons  en- 
fin y} — aby — aac=  o , qui  eft  lequation  propofée,  fie  par  con- 
féquent , la  droite  ER  que  nous  avons  appellée_y  eft  la  véritable 
racine  de  l’équation.  > 

pi.  Soit  la  propofée  *3  -+-  ax1 — abx — aac  — a , jefuppofe*, 
x : : x ,y , donc  ay—xx,  fie  cette  équation  eft  à la  parabole. 

Je  fubftiruc  ay  au  lieu  de  x 1 dans  la  propofée , fie  j’ai  ayx  -b  aay 

— abx — aac  = o,  fie  divifant  par  a j’ai yx-bay — bx — ac—o, 
qui  eft  une  équation  à l’hyperbole  entre  fes  afymptotes. 

Je  multiplie  cette dernicre  équation  par  * — a,  àcaufcquc  le 
dernier  terme  de  l’équation  a le  ligne  moins , 6c  j’ai  yxl  — ayx 
-4-  ayx — aay  — bx1-babx  — aex  -4-  aac  = o , ôc  corrigeant  l’ex- 
prellion  , j’ai^*1  — bx*  — aay -b  abx — aex  -4-  aac =o , fit  mét- 
rant ay  au  lieu  de  fa  valeur  x 1 , j’ai  ay1  — aby  — aay  -4-  abx  — aex 
-4- aac=o,  6c  divifant  par  a j’ai  y*  — by — ay-bbx — cx-bac 
= o,  qui  eft  une  équation  à la  parabole. 

Je  retranche  de  la  première  équation  ay — xx  = o , l’équa- 
tion^1— by — ay-bbx — cx-bac  — o , 6c  le  refte  étant  tran/po- 
fé  dans  le  fécond  membre  donne^2  -f-.r1 — 2 ay  — by-bbx — ex 
-bac  — o , qui  eft  une  équation  au  cercle. 

J’ajoute  la  première  équation  ay  — xx=  o à l’équation^1 — by 
■ — ay -y- bx  — ex  -b  ac  =0  , fie  la  fomme  donne  y1 — x1  — by 
"4-  bx — ex -bac—  o,  à l’hyperbole  équilatere. 

Puifqueay  = **donc  ” —y  ; mettant  donc  dans  la  dernicre 
équation  cette  valeur  àc  y , fie  le  valeur  ay  de  x1 , j ai_y2  — ay 

— ■—  *4“  bx — ex -b  ac=  o , qui  eft  une  équation  eft  à l’hyperbole 
fcalene , j’ai  donc  les  équations  locales. 

xx  — ay  = o , à la  parabole. 

II.  jat  -bay- — bx—ac—o}  \ l’hypetbole  entre  fes  afymptotes. 
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III.  y1  — by — ay-y-bx — ex- f-<*e=o  à la  parabole. 

IV.  y 1 -+-*1  — uay-i-bx-h ax  — o au  cercle. 

— by — ex 

V.  y1  — • x1  — by  -+-  bx  -f-  ac—  o à l’hyperbole  équilatere. 

— ex 

VI.  y1  — ~xx — ay-i-bx-+-ac  = o à l’hyperbole  fcaleue. 

— ex 

Pour  refoudre  la  propose  , j’employe  la  première  équation 
xx — <jy  = o,  ôc  la  quatrième^1 -+-*1 — 2ay-+-bx-t-ac  = o,  ÔC 

— by  — ex 

pour  conftruire  la  première  où  le  quarréxAf  fc  trouve  au  lieu  du 
quarréyv  , je  compare  fes  termes  avec  ceux  de  la  féconde  for- 
mule générale  de  la  parabole  ( Chapitre  III.)  , ôc  je  trouve  , 
i°. In  = o , donc»=o,  ;n  = e.  2°.  r=o.  30.  — ay  — — 

y , Ôc  par  conféquent  a=p.  y0.  sp  = o ôc  s =0. 

Je  prens  donc  une  ligne  AB  = a {Fig.  80.) , & élevant  fur  fon 
extrémité  A une  indéfinie  AZ , je  décris  une  parabole  CAE , ôc 
fon  arc  indéfini  A X cil  le  lieu  de  l'équation  xx  — ay—o.  Car 
d’un  point  quelconque  P de  la  ligne  AB  prolongée  s’il  ie  faut , éle- 
vant une  perpendiculaire  PE , 6c  du  point  E menant  EF  parallèle 
à AB,  je  nomme  AP  = x , PE  —y.  Or  par  la  propriété  de  la  pa- 
rabole le  quarré  de  AP  ou  EF  eftégal  au  produit  de  AF  ou  PE  par 
le  paramétré  AB,  donc  xx=*ay  6c  xx — ay  — o. 

rour  conftruire  l’équation  du  cercle  je  compare  fes  termes  avec 

ceux  de  la  formule  générale  du  Chapitre  III , 6c  je  trouve  i°  — 

= o , donc  « — o , —e , 6c^ou£=i.  20.  — 2ay  — by=  — 
2xy , donc  a-y-\b  — r.  $°.-\-bx — ex  — — 2sx,6c  c — b — 2s, 
donc  \c  — a b = s , nous  fuppofons  que  c foit  plus  grand  que  b , 
car  autrement  ce  feroit  tout  le  contraire.  40.  ac  = rr  — tt  -+-  si , 
ou  rr-t-ss — ac  = tt , Ôt  mettant  les  valeurs  de  rr  êc  ss  , j ai  aa 

-\-ab-\-  ~bb  -f * bb — ac=tt,  ou  a bb  ■+-«-+-  ~b — ±c ‘ 

= fr  donc  ^ ~bb-\-a-^-~  b — fc*  = r.  . ... 

Pour  conftruire  cette  équation  , fachant  que  le  point  d origine 
A de  la  parabole  doit  être  auffi  le  point  d-’origine  pour  le  cercle  , 
ÔC  que  les  x dans  l’une  6c  l’autre  P igure  doivent  fe  prendre  fur 
AB,  je  prens  fur  ta  perpendiculaire  AZ  la  dcoitcAQ  = a 

X ij 
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par  le  poinr  Q,  je  mené  une  parallèle  à AB,  & le  diamètre  du  cer- 
cle doit  £tre  pris  fur  cetre  parallèle  ; de  l’extrémité  B du  paramé- 
tré de  la  parabole,  je  mene  BR  parallèle  à AQ , & par  la  propriété 
de  cette  courbe  j’ai  BD=AB=ij,  donc  RD— RB  ou  AQ — BD 
= a-h  ~ b — a — -b,  je  fais  QT—  7 b,  & par  conféquent  RT=  a 
•+--/>  ; je  retranche  de  RTla  partie  TO= 7 rôc  le  refteRO  — a 
■+-7Æ — -j-r,  6cparlamémeraifonQO  = Of — TQ=7f — 7 bt 
donc  le  point  O doit  être  le  centre  du  cercle;  6c  fon  rayon  eft 
égal  a la  droite  OD  , car  le  triangle  ORD  étant  rctiangie  , on  a 

<7d^Dk  -t-~ÛR  = {M  + ti  — t-  7 b — ~ c , 6c  OD  == 

^bb~+-a-+-  [b  — Je*.  Jcdécris  donc  le  cercle  , ôc  menant 

Ear  les  points  D , E , C , H , où  fa  circonférence  coupe  la  para- 
oie  des  perpendiculaires  à l’axe  de  la  parabole  , la  vraie  racine 
de  l’équation  eft  FE,  les  deux  faufles  font  CS  , IIV,  6c  la  per- 
pendiculaire DI  —a , eft  vifiblement  la  racine  x — a dont  nous 
avons  augmenté  l’équation  en  multipliant  par  .v — a. 

Car  par  le  point  E menant  EP  perpendiculaire  fur  AP , nous 
avons  AP=jr,  EP==y , Er—y  — a — \b  , Or—  AP  — OQ 
= *• — 7c -+“7 b , mais  par  la  propriété  du  cercle  nous  avons 

^ * X — — X * 

Er  = ON  — Or , donc  y 1 — 2ay-\-aa  — by-\rab  -4 -±bb=~  bb 
-+•  aa  -+-  ab  -+-  7 bb — ac — 7 bc  -+-7  cc — x'-~+-cx — 7 cc — bx 
-4-7  bc — 7 bb,  6c  corrigeant  l’exprelüon  , nous  aurons^1  — 2ay 
— by—  — ac — bx-t-cx — x!,  6c  tranfpofant  tout  dans  le  pre- 
mier membre  nous  aurons  y*-E  x1 — 2 ay  -+-  bx  -+-  ac  = o,  qui  eft 

— by  — ex 

l’équation  au  cercle. 

Or  fi  dans  cette  équation  nous  mettons  au  lieu  Ac  y fa  valeur 
nous  aurons*—  -+■  x'-  — 2xl — *—  -y-bx  — ex  -+-  ac  — o , 6c 
multipliant  par  aa  , puis  divifant  par  x — a , nous  aurons  *3  -+■  ax- 
— abx  — aac  = o , qui  eft  l’équation  propolée. 

Que  fi  on  veut  démontrer  ceci  autrement  menant  la  droite  OE , 

nous  aurons  EP  = FA  = - par  la  propriété  de  la  parabole,  donc 
Er  = FA  — QA=^ — a — 7 b -,  or  dans  le  triangle  reüangle 

OEr,  nous  avons  OE’^’Êt' — Or*,  mettant  donc  les  valeurs  de 
ces  grandeurs  ôc  corrigeant  l’exprelfion  , nous  trouverons  de  mê- 
me que  ci-deflfus  A -+■  x1  — 2*1,  6cc.  6c  achevant  le  refte  de  la 

4a  * 
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même  façon  , nous  aurons  encore  l'équation  propolce. 

On  voit  par  cet  exemple  qu'il  faut  quelquefois  pour  conftruire 
une  équation  dutroiliéme  degré  , l'élever  au  quatrième  ; ce  qu’on 
pourra  toujours  faire  ainli  que  ci-deflus  en  multipliant  la  féconde 
équation  locale  par  l’inconnue  .v — a , lorfque  le  dernier  terme  a 
le  ligne  moins , ou  par  x -+-  a lorfqu’il  a le  ligne  plus. 

92.  Si  au  lieu  de  multiplier  une  équation  du  troiiiémc  degré 
par  fon  inconnue  x , ou_y , moins  ou  plus  une  grandeur  connue , 
<i,  on  la  multiplie  par  x = oouj=o  , c’cft-à-dire  limplement 
par  fon  inconnue,  elle  montera  au  quatrième  degré  fans  que  le 
nombre  de  fes  racines  augmente  puifqu’clle  en  aura  une  qui  fera 
égale  à zéro.  Or  moyennant  cette  préparation,  voici  une  métho- 
de générale  pour  réduire  toutes  les  équations  du  troifiéme  & du 
quatrième  degré. 

Soit  donc  la  propofée  x3  -f-n.v1 — abx — aac  — O,  je  la  mul- 
tiplie para;  , ce  qui  donne  x4-+-<jx3 — abx 1 — aaex—o,  ainli 
l’équation  efl  du  quatrième  degré  ; pour  y introduire  une  nouvelle 
inconnue,  je  fuppofe  c,  x::  x-t- \a,y  , ce  qui  donne  çy=  x1 
*+-  J- ax  i les  deux  grandeurs  connues  font  prifes  de  l’équation , 
la  première  c doit  être  prife  dans  le  dernier  terme  autant  qu’il  fe 
peut  pour  les  raifons  que  je  dirai  plus  bas  , &L  la  fécondé a doit 
être  la  moitié  du  coefficient  du  fécond  terme  & avoir  le  môme 
ligne  , afin  qu’en  élevant  chaque  membre  de  l'équation  cy  — xl 
-+-  -J-  ax  au  quarré , les  deux  premiers  termes  du  fécond  membre 
fe  trouvent  les  mêmes  que  les  deux  premiers  termes  de  la  propo- 
fée , ainli  qu’on  va  voir.  J’ai  donc  une  première  équation  cy=  x‘ 
-f-^dxqui  eft  à la  parabole  ; j’éleve  chaque  membre  au  quarré  & 
j’ai  rryy  ==  x4  -H  axï  -H  i aax1  , ou  ccyy — aax1  = X+-+-  a.vî  , je 
mets  dans  la  propofée  ccyy  — -aax1 , au  lieu  des  deux  premiers 
termes  x4-4-a.v3  , & j'ai  ccyy  — -j  aax1  — abx1  — aaex  — o , je 
mets  au  lieu  dcx*fa  valeur  cy — \ax,  & j’ai  ccyy  — ^aacy-î--? 
tfx — abcy->r\a1bx — aaex  = o , & divilànt  parce  j’ai_yy — £ 

y — ‘-y  -4-  ^ x-+-  £x — -c  x = o , qui  eft  une  fécondé  équa- 
tion à la  parabole. 

Je  joints  enfemble  les  deux  équationsà  la  parabole  en  donnant 
à la  première  cette  forme  x*-+-ï  ax  — cy=  o , 6c  j'ai  x*-!--*-  ax 

dj  ûb  U J J*o  4Êit  o 

—cy+y'—~y—  c J»-*-*;  x-h~  *_*T*=So,& cette 
équation  eft  au  cercle. 


X iij 
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Je  retranche  la  première  équation  à la  parabole  de  la  fécondé^ 

et  n aa  ab  4*  a2  b aa  . 

& le  refte>1  — -—y  -y+-x+.  — x—  ~x  — xx  —±ax 
-4-ry  = 0,  eft  une  équation  à l’hyperbole  équilatérc,  & je  pour- 
rois  de  la  même  façon  en  trouver  d’autres;  mais  celles  ci  fufti- 
fent  pour  la  réfolution  , j’ai  donc  les  équations  locales. 


Ie.  xx  -+■  -7  ax  — cy  — o à la  parabole. 
IIe. yy  — " J -+-  s77  = o à la  parabole. 


ab  , a'b 

7 y +ÜC 


X 


IIIe. y1  xl  — • cy  -+■  ■j  ax  = o au  cercle. 

aa  ,4* 
ah  a2  b 

y H — v 

C J UC 


c 


IVe.  yx  — xl  -+-  cy — v ax=o  à l’hyperbole  équilatére. 

44  .4» 

—<J  + Ï7cx 

ab  a2b 

— -y  -H  — x 

cJ  ce 

aa 

X 

c 

pour  conllruire  la  première  équation , je  compare  fes  termes 
avec  ceux  de  la  fécondé  formule  de  la  parabole  ( Chapitre  III.  ) 
& je  trouve. 

i°.  — =o,  donc  b — o,  m—e.  a°.  ? ax= — 2rx , donc  ^ a 


= — r.  j°.  cy  — ¥ytOU  c—p.  40.  rr-f-pi  = o,donc rr= — ps, 

&;  mettant  les  valeurs  de  rr  & dep , j’ai  ,"j  aa  — — es  ou  " = — s. 

Je  prens  donc  une  droite  infinie  PZ  ( Fig.  8 1 . ) , & la  prolon- 
geant de  l’autre  côté  de  P , je  prens  PN  = £ a à caufe  de  ~ a 
— — r , au  point  N j’éleve  une  perpendiculaire  indefinie  A V lùr 

laquelle  je  prens  en-deffous  de  PZ  la  partie  NA  — à caufe 

de—  = — s , fur  le  diamètre  AV  & avec  un  paramètre  je 

décris  une  parabole  dont  l’arc  indéfini  PX  eft  le  lieu  de  la  pre- 
mière équation. 
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Car  d’un  point  quelconque  de  cet  arc  abailTanc  une  perpen- 
diculaire fur  PZ,  je  nomme  SG  = PM  = * , MS  =y}  tîonc 

VS  = PM -+-  PN = x -h  ±a,  ôc  V A = VN  -+-  NA  => 


or  parla  propriété  de  la  parabole  VS  = VA  xp,  donc  x1 — 

-H  i*j  aa=yc -+-  ~ , 6c  par  conféquent  x* -4- i — cy  = o qui 
eft  la  première  équation. 

Il  faut  remarquer  que  la  parabole  pafle  par  le  point  P ; car 
puifque  NP  = a a,  Ôc  NA  = " , ft  l’on  fait  le  quarré  de  NP  , 
d’une  part , 6c  qu’on  multiplie  de  l’autre  NA  par  le  paramètre , 
on  aura  aa  = aa>  ce  qui  fait  voir  que  NP  eft  une  or- 


donnée à l’axe,  Ôc  par  conféquent  P eft  à la  parabole. 

Pour  conftruirc  1 équation  du  cercle  , je  compare  fes  termes 
avec  ceux  de  la  formule  du  Chapitre  III.  6c  je  trouve 


ab 


RM  € r\  flâ  CO 

i°.—  = o,  donc  w=o,6cm  = e;ôc  - — 1.2.  e-+-rr  ■+■  7 

m ' J TU  Ai,  c 


= 2 r,  6c  par  conféquent  -je  -4- ~ =r. 


4* 

a* 


aH 

ICC 


a i 
1 6cc 


a*b 

4 ce 


*/.  40.  rr-f-ss  = tt) 


rtt. 


C 

- * , 

« , aa  j 6 . ai  a*b  aa 

donc  T c •+■  ïc  h-  - h-  7 a -t-—  ■+•  — — - > 

Puis  donc  que  l'origine  des  x doit  être  fur  le  point  P de  la 
parabole,  je  prens  fur  PZ  de  l’autre  côté  de  P la  partie  PK=^ 
a+  — "j  fur  le  point  K j’éleve  la  perpendiculaire  KO 

— i(r-t-lf+.^J6c  menant  la  droite  OP,  je  disque  OP  fera  le 
rayon  du  cercle  qui  doit  Être  le  lieu  de  la  troifiéme  équation. 
Car  à caufe  du  triangle  rectangle  OKP  ,ona  OP  = KP  +ÜK> 

ôc  pr  conféquent 

en  fécond  lieu , ce  cercle  eft  le  lieu  de  la  troifiéme  équation  ; car 
d’un  point  M pris  entre  P 6c  Z menant  MS  parallèle  à AN  , je 
nomme  P M = SG  = x , MS=_y,  donc  S1=MS  MT  ou 
Ko^—ic— ÔCOT^PM-PK^X^^ 
— — ; or  par  la  propriété  du  cercle onaSI  = OF— OT, 
mettant  donc  les  valeurs  de  ces  quarrés , corrigeant  l’exprefllon 
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ôc  tranfpofant  dans  le  premier  membre , nous  retrouverons  préci- 
fément  la  troifiéme  équation. 

Comme  ce  calcul  eft  un  peu  long , on  l’abregera  en  prenant 
garde  que  s’y  l’on  faifoit  le  quarré  de  S JT  qui  doit  être  dans  le 

premier  membre,  fit  dont  la  valeur  eft^ — — ^7 — fc>  011  fai' 
roit  par  conféquent  le  quarré  de  fa  partie  — - e — ^ J or 

en  faifant  le  quarré  de  OF  qui  doit  être  dans  le  fécond  membre 
6c  qui  contient  la  même  partie  , on  feroit  aufli  le  même  quarré, 
& par  conféquent  on  feroit  obligé  de  l’effacer  des  deux  mem- 
bres, donc  on  peut  le  difpenfcr  de  le  faire,  Ôc  il  fuîlira  de  faire 
le  quarré  de_y,  6c  de  multiplier  enfuite  y 1 deux  fois  par — -j-  c 

— £ — ôc  l’on  aura  pour  le  premier  membre^1 — cy — " 


De  même  fi  l’on  faifoit  le  quarré  de  OF  , on  feroit  par  con- 
féquent aulfi  le  quarré  de  fa  partie  ~ -t- ^ ; or  en 

faifant  le  quarré  de  O T que  l’on  doit  retrancher  du  quarré  de 
OF , on  feroit  auilî  le  quarré  de  la  même  partie  , parce  que  OT 

ou  x -t-~  a-h  -+■  — * — — la  contient  de  même  que  OF  , donc 

il  fuffira  de  faire  le  quarré  de  x,  6c  de  multiplier  x deux  fois  par 
la  partie  -+-^  a ■+■  6c c.  6c  l’on  aura  pour  le  fécond  membre 

— xx — ±ax — ~ x — tranfpofant  donc  tout  dans 
le  premier  membre  on  retrouvera  précifemcnt  la  même  équa- 
tion. 

Or  fi  des  points  où  le  cercle  coupe  la  parabole , on  mene  des 

ncndiculaircs  fur  PG  , la  perpendiculaire  SG  fera  la  racine 
équation  ; car  fi  nous  confidérons  SG  comme  rapportée  à la 
parabole  où  elle  eft  .r,  nous  retrouverons  en  calculant  comme 
nous  avons  fait  ci-deffus  l’équation  à la  parabole , 6c  en  la  con- 
fidérant  comme  rapportée  au  cercle  où  elle  eft  aufli  a-,  nous  re- 

* S 1 

trouverons  l’équation  au  cercle , puifque  ST  =OF — OT  ; 6c  fi 
dans  l’équation  du  cercle  nous  mettons  la  valeur  ixd  c y 

prife  dans  l’équation  de  la  parabole , nous  aurons  en  corrigeant 
jfpxpreffion  ^ x'-  — ~ x 6c  multipliant  par  cc , nous  au- 

rons 
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tons  x*-i-axi  — abx1 — aacx  = o qui  eft  l’équation  propofée. 

Les  perpendiculaires  tirées  des  points  a , b fur  rG  font  les 
deux  racines  fauffes  de  l’équation  , parce  qu’elles  font  du  côté 
oppoféà  la  racine  vraye  , & quand  à l'incerfedion  du  cercle  avec 
la  parabole  au  point  P , il  eft  vilible  qu’en  cet  endroit  on  a a: 
= o qui  eft  la  racine  dont  nous  nous  femmes  fervis  pour  élever 
la  propofée  au  quatrième  dégré. 

9j.  Delà  folurion  de  cet  exemple  on  peut  tirer  une  formule 
générale  pour  réfoudre  toutes  les  équations  du  troifiéme  ôc  du 
quatrième  degré , foit  quelles  ayem  tous  leur  termes  ou  quelles 
ne  les  ayent  pas , Ôc  c’eft  ce  que  nous  allons  voir. 

Si  nous  fuppolons  que  les  lettres,  n,  r,p  , q , &c.  reprefentent 
les  coefficiensdes  termes,  toutes  les  équations  du  troifiéme  degré 
multipliées  par  leur  inconnue  peuvent  être  reprefentées  par  x* 
-+-M.V?  -f-  px'--y-  qx=o  , ôc  les  équations  du  quatrième  degré  , 
par -4-  nxi  -hpxl-+-  qx-\-r=o , le  fignc-4-que  nousmettons 
ici  par  tout  n’eft  que  pour  reprefenter  les  différens  lignes  qu’une 
équation  propofée  peut  avoir,  ôc  l’on  doit  avoir  foin  de  mettre 
le  ligne  — au  lieu  du  ligne  -4-  par  tout  où  il  fera  néceflaire. 

Orpourconftruirc  x*-\-nxï-\-pxi-+-qx= o,  je  prens  une  des  ra- 
cines qui  compofent  le  dernier  coefficient  q , Sk.  l’appcllant  a , je 
fuppofe  a , x ::x-*“x  n , y,  Ôc  par  conféquent  j’ai  ay  = xx •+- -J  nx 
ou  ay — \nx=. xx  qui  eft  la  première  équation  à la  parabole;  6c 
quarrantles deux  membres,  j’ai aayy =x*-*-nx*-+-^  nnxx  ou  aayy 
— | nnxx  = x*  ■+■  nxi  ; ôc  mettant  dans  la  propofée  aayy — ^ nnxx 
au  lieu  des  deux  premiers  termes,  j’ai  aayy — i nnxx-*-pxl-t-qx 
= o;  6c  mettant  au  lieu  de  xx  fa  valeur  ay — -nx , j’ai  aayy  — \ 
nnay+i  tfx-*-apy — £ npx-hqx=Q-,  6c  divifant  par  aa  j’ai yy 
' — - V — = qui  eft  une  fécondé  équation 
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à la  parabole  ; ôc  ajoutant  cnfemble  les  deux  équations  à la  para- 
bole , puis  retranchant  la  première  de  la  fécondé  , j’aurai  deux 
autres  équations,  dont  l’une  fera  au  cercle  ôc  l’autre  à l’hyper- 
bole équilatére , ôc  les  quatre  équations  locales  feront 

Ie.  xx  -i-  ÿ — ay=  o à la  parabole. 

II c.yy  — y ~ x = o à la  parabole 


x. 


Y 


170 
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îll'.yy  -h  xx  — ™ty  -+-£.*=0  au  cercle 


&U4 


ty—tx 

a J *oa 


X 

nx. 


IVe.  y‘ — x>  — ”^-+-£  xi  = o à l’hyperbole  équilatérc 

+?»_  i* 

' a J *44 


ay 


- x 

a- 

nx. 


De  mfme  pour  conftruire  .v4-+-  nx>~$-pxl  «+■  qx-i-r—o  , je 
trouverai  les  quatre  équations  locales. 

Ie.  x1  -+•  -j  nx — <jy=  o à la  parabole 

IIe.  yy  — —y  x H-  r = o à la  parabole 

4-£y_5* 

a y ia4 

- X . 


IIIe.  -+-x.v  — ^_y  •+•  ~ * -+-  r = o au  cercle 

« •/  14 4 

~ «J  "•“£* 


IVe. —xx—  ~y  + ^ * -J-  r = o à l’hyperbole  équilatere. 

y_-"£  * 

* a s lm 

i x 


a_y 


f «x 


Maintenant  fi  l’équation  propofée  du  troifiéme  ou  du  quatriè- 
me degré  a tous  fes  termes , & que  le  figne  plus  fe  trouve  dans 
tous  fes  termes , il  n’y  aura  qu’à  mettre  dans  les  équations  locales 
que  nous  venons  de  trouver  les  grandeurs  reprefentées  parles  let- 
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très  n,  p,  q,  r , ôc  achever  cnfuite  la  conftruction  en  fe  fer- 
vant  de  la  première  & de  la  troifiéme  équation  ; mais  fi  par 
exemple  le  fécond  terme  de  la  propofée  a le  figne  — au  lieu 
du  figne  plus , on  mettra  dans  les  équations  locales  le  figne  — dans 
tous  les  termes  où  la  lettre  » cil  à un  degré  impair  , ôc  l’on  ob- 
fervera  la  même  chofcpour  les  termes  où  les  lettres  , p , q,  r, 
fe  trouvent. 

Si  le  fécond  terme  manquoit  dans  la  propofée , on  cflfaceroic 
dans  les  équations  locales  les  termes  où  la  lettre  n fe  trouve  , ôc 
les  relies  donneroient  toujours  des  équations  locales  avec  lef- 
quelles  on  pourroit  faire  la  conftruelion  ; ôc  s’il  manquoit  quel- 
qu’autre  terme , on  efiaccroit  dans  les  équations  locales  les  ter- 
mes oîi  fe  rencontrcroit  la  lettre  correfpondante  au  terme  man- 
quant. 

Enfin  fi  l’inconnue  de  la  propofée  étoit  y au  lieu  de  * , ofi 
mettroir  partout  dans  les  équations  locales  y au  lieu  de  x,  ôc  x 
au  lieu  de_y. 

94.  Soit  par  exemple  la  propofée  aby — aac=  0 que  nous 

avons  déjà  conftruite  [pa%.  1 ^4.)  je  la  multiplie  par  y , ôc  j’ai  y4 
-t-  aby1  — aacy=  o qui  cil  une  équation  du  quatrième  degré  où 
le  fécond  terme  manque  , ôc  le  terme  aacy  a le  figne  moins  , j’é- 
face  dans  les  quatre  équations  locales  ci-defiùs  tous  les  termes  où 
» fe  trouve  , parce  que  » reprefente  le  coefficient  du  fécond  ter- 
me ; je  mets  le  figne  moins  dans  tous  les  termes  où  fe  trouve  yqui 
reprefente  le  coefficient  du  terme  négatif;  enfin  mettant^  au  lieu 
de  x ôc  a- au  lieu  dc^>,  Ôc  fubflituant  au  lieu  de  p , q , les  gran- 
deurs qu’elles  reprefentent , ôc  au  lieu  de  a la  lettre  c prife  dans 
le  dernier  terme  de  la  propofée,  j’ai  ces  quatre  équations  locales. 

Ie.  yy  — ex  = o à la  parabole. 

II.  xx  — — t—  ~ x = o à la  parabole. 

III.  xx  -\-yy  — ~ y -+-  ~ x = o au  cercle. 

— ex 

IV.  xx  — yy  — " y -+-  abx  = o à l’hyperbole  équilatérc. 

-+-  ex 

Je  conllruis  la  première  en  faifantunc  parabole  ABC  (F/g.  82.) 
avec  un  paramétré  = c ;(ainfi  le  point  B cil  l’cr.ginc  des  x qui 

Yij 
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doivent  fe  prendre  fur  BQ , & les  y fc  prendront  du  côté  de 

BC. 

Je  compare  les  termes  de  la  troifiéme  avec  ceux  de  la  formule 
générale  au  cercle  ( Chapitre  III.  ),  & je  trouve. 

i°.  î"  = o,  donc»  — o.  m=e,  1.  2°.  - = 2r  , donc 


aa  _ ab 

- = r.  3°.  • — 

if  J c 


= o,  m = 

‘ 2f  • OU: 


— ^ = s y fuppofant  c plus, 
grand  quc^.  rr-Wr=»,  ou  ^-4--jfC— 7 -t-  = » > 

j 1/ ,1  «o  , 

donc  ' \r-icc =t. 

Je  prens  donc  fur  le  diamètre  BQ  de  la  parabole  la  partie  BP 
«=-j  c — - ; j’éleve  au  point  P la  perpendiculaire  PT  = " ; 6c 

menant  la  droite  BT,  je  décris  du  centre  T , 6c  du  rayon  BT 
un  cercle , 6c  du  point  où  il  coupe  la  parabole  , je  mene  fut 
BQ  la  perpendiculaire  CR  qui  eftla  racine  vrayede  la  propofée  , 
6c  les  deux  autres  font  imaginaires  , parce  que  le  cercle  ne  cour 

pe  la  parabole  en  nul  autre  point  hors  du  point  d’origine. 

* » 

<■  i°.  Acaufe  du  triangle  reftangle  BPT , nous  avons  BT  =BP 

— si  — T*  a4  al ? a*b% 

*4-  PT , donc  BT  = — -+-  -J  cc — — -4-  = tt , 6c  par  confé- 

quent  BT  eft  le  rayon  du  cercle  de  la  troifiéme  équation.  20. 
Nommant  BR  — x , RC=_y  , nous  avons  SC  = RC  — RS 

=y  — “>6cTS=BR — BP  = x — -j-c-4-îi;  or  par  la  pro- 
prieté  du  cercle  nous  avons  SC  =TX — TS,  doncjf* -y 

, a4  ai  t ab  a*b*  , ab  ab 

“5î  i _f~  777  A -l_  cx  *cc~  + 

— , 6c  corrigeant  l’cxpreflion , puis  tranfpofanr,  on  a y1  -4-  x1 

— “‘y  -+-~  x — cx=  o , qui  eft  la  troifiéme  équation.  30.  Met- 


tant dans  cette  équation  au  lieu  de  .vfa  valeur  ” , on  aura  j»1  -4-  — 

— “ y-\r  ~cyy — yy=  ° > 6c  corrigeant  l’exprcflîon  , puis  multi- 
pliant parce , on  wviy^-^t-abyy — aacy  — o,(\ü\  eft  l’équation  pro- 
pofée. 

Et  pour  démontrer  ceci  de  l’autre  façon,  fi  l’on  mene  le  rayon 

a 

TC  ,on  auraàcaufc  de  la  parabole,  BR  = ^ doncBR=-r-1 
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& par  confisquent TS=  BR — BP  = J— — & SC 
= RC — RS=^ — Or  dans  le  triangle  rcétangle  TSC 

a . » a 

nous  aurons  TC  =TS-4-SC;  mettant  donc  les  valeurs  de  ces 

J a (f  «4  , 

grandeurs  on  aura  --c  \cc =jc  — y1  ~+~  i cc 

-4-  7f>x—  ~ — -4->l *  — 7 y & corrigeant  1 expreflîon 

puis  multipliant  par  cc,  on  aura y^-i-aby1 — aacy  — o,qui  eft  enco- 
re la  propose. 

Si '^-étoit  plus  grand  que  c,  alors  on  auroit ^ { c= — s,  & 
par  conféqucnt  il  faudroit  prendre  BP  fur  l’axe  de  la  parabole 
prolongée  au-delà  de  B (Fig.  8 3 .) , 6c  achevant  le  refte  comme  ci- 
dcfliis  , le  cercle  ne  couperoit  la  parabole  hors  du  fommet  qu’en 
«an  fcul  point  C , donc  l’équation  propofée  n’auroit  qu’une  feule 
racine  vraie  RC  , & les  autres  feroient  imaginaires. 

py.  Soit  la  propofée  x*  — bcd=,  je  la  multiplie  par  x,  & j'ai 
.r4 * — bcdx—6.  Je  retranche  des  équations  locales  qui  nous  fer- 
vent de  formules,  tous  les  termes  où  fe  trouvent  les  lettres»  ,p> 
qui  reptéfentent  les  coelhciens  du  fécond  & du  troifiéme  terme , 
parce  que  ces  termes  manquent  dans  la  propofée.  Je  mets  le  ligne 
moins  au  lieu  du  ligne  plus  dans  le  terme  où  fe  trouve  ÿ,Ôr  je  mets 
bed  à fa  place;je  prens  dans  le  dernier  terme  de  la  propofée  la  gran- 
deur c que  je  mets  à la  place  de  a , & j’ai  ces  quatre  équations^ 

Ie.  xx — cy  — o , à la  parabole; 

Il.jty — ~ x = o , à la  parabole. 

Jll.yy -t-xx  — cy — ^*  = o,au  cercle. 

IV. yy — xx-\-cy — t£x  = 0 ,,à  l’hyperbole  équilatere. 

Pour  conllruire  la  première  je  prens  fur  une  droite  indéfinie 
BD  (Fig.  84..)  la  partie  BP  = c ; j’éleve  fur  BP  une  parallèle  in*- 
définie  BL  , & fur  BL  pris  pour  axe  & avec  le  paramétré  BP , 
je  décris  une  parabole  dont  l’arc  indéfini  BZ  eft  le  lieu  de  la  pre- 
mière équation  ; car  d’un  point  M pris  fur  BD  élevant  une  per- 
pendiculaire, je  nomme  BM=*,  MZ=_y;  or  par  la  nature 

a a 

de  la  parabole  on  a BM  ou  XZ  ==  MZ  xp  ou  BX  x p , donc  .vl 
—cy,  ôcpar  conféquent*?  — cy=. o» 

Y iij. 
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Fout  conftruirc  la  troifiémc , je  compare  fes  termes  avec  ceux 
de  la  formule  générale  du  cercle  (C hapitre  II J.) , & je  trouve  u—o 
e , hi  , . . i»4» 

m — — — = r,  & -:cc~\ — tt. 

Je  prens  donc  fur  BD  la  partie  BR  = ~ ; fur  le  point  R j’éleve 
la  perpendiculaire  RO  = 7 c , je  mené  BO,  ôt  à caufe  du  trian- 

a a 1 AA.fi 

gle  rectangle  BOR,  j'ai  BO  = OR -+- BR  = 7 r = n > 

donc  BO  eft  le  rayon  du  cercle  de  la  troifiénic  équation  , je  dé- 
cris donc  un  cercle  du  centre  O , & du  rayon  BO  & Ion  arc 
PZX  cfl  le  lieu  de  la  troiliéme  équation. 

Car  d’un  point  quelconque  de  cet  arc  abaiflant  ZM  perpendi- 
culaire fur  BD  , & du  point  O menant  une  parallèle  à BD , nous 
aurons  ZV  — Z AI — AIV=y — jr , & OV  =BM  — BR  = x 

. n » » — » 

— Or  par  la  propriété  du  cercle  ZV  = OI  — OV , donc  y'~ 

, , , hk.U  hi  kUi  , 

— ty  -+-^-cc  — ^cc-i x--î — x ; donc  en  corn- 

géant  l’expreiïion,  puis  tranfpofant , on  aura_y 1 -t-  .v1 — cy — - x 

tz=z  o , qui  eft  la  troifiémc  équation. 

Or  fi  du  point  Z où  ce  cercle  coupe  la  parabole , on  mène 
ZX  perpendiculaire  à l’axe  , je  dis  que  ZX  fera  la  véritable  ra- 
cine de  la  propofée  ôc  que  les  autres  feront  imaginaires,  à caufe 
que  le  cercle  ne  coupe  la  parabole  hors  du  point  d’origine  B que 
dans  le  fcul  point  Z.  Car  fi  dans  l’équation  du  cercle  nous  met- 
tons la  valeur  “ de^>  prife  dans  l’équation  à la  parabole  , nous  au- 
rons ^ -J-  a:1  — x'- — ^x  = o , qui  fe  réduit  à x4  — beâx  = o , 
qui  eft  la  propofée. 

— s 

r X Z l , r 

Ou  bien  menant  OZ , on  aura  BX  = — par  la  propriété’  de 
la  parabole  > donc  BX  — ” , 8c  ZV  =ZM  — OR  — ~ — î-c> 
&OV  = BM — BR=x — or  dans  le  triangle  rectangle 

OZV  nous  aurons  OZ  = Z V-+- O V,  mettant  donc  les  valeurs 
de  ces  grandeurs , nous  aurons  \ cc-h~-  = ~ — xx-+-  ’ rc-Hcx 
— ~ > & corrigeant  l’exprelfion  puis  multipliant  par  cc , 

nous  aurons  x4' — bedx  — o,  qui  eû  lc.quation  propofée. 
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$6.  Soit  ia  propoféc  _y4 — bcyy  -H  bbdy  -4-  b>f—  o , cette  équa- 
tion cft  du  quatrième  degré  , 6c  le  fécond  terme  y manque  ; c’eft 
pourquoi  j’efface  dans  les  équations  locales  qui  nous  fervent  de 
formules , tous  les  termes  où  n fe  trouve;  je  mets  le  ligne  moins 
dans  ceux  où  eftla  lettre  p , qui  reptéfente  le  coefficient  dutroifté- 
me  terme;  je  mets  au  lieu  de  p,  , r,  les  grandeurs  qu’elles 
repréfentent,  ôt  au  lieu  de  <t  je  fubftitue  la  grandeur  b prile  dans 
le  dernier  terme  delà  propoféc,  6t  confiderée  comme  l’unité; 
enfin  je  mets  partout  y au  lieu  de  x ôt  x , au  lieu  de_y , 6c  j’aices 
quatre  équations  locales. 

Ie. yy — bx=  o,  à la  parabole. 

II.  xx — cx-+-dy  -+-bif = o , à la  parabole. 
lll-yy-t-xx-t-dy — ex  -\-b\f—  o,  au  cercle. 

— bx  — 

IV.  xx — yy-b-dy — ex  -k-b'f = o , ài’hyperbolc  équilatere. 

-+-  bx 

Je  conflruis  la  première  en  décrivant  une  parabole  ABC 
~{Fig.  8y.),  avec  un  paramètre  — b ; & comparant  les  termes  de 
la  troifiéme  avec  ceux  de  la  formule  générale  du  cercle  {Chap. 
1IJ-),  je  trouve  ~d  — — r , ± c-\-\b  — s , 6c  } dd  -i~  }?e -h  ± be 
-H -\bb — btf—tt,  6c  par  conféqucnt  V^üd-^^cc-^-bc-^-- 
bb — bÿ  = t. 

Je  prens  donc  fur  l’axe  de  la  parabole  la  partie  BM=4f -4— \b-, 
j’éleve  au  point  M la  perpendiculaire  MN  = -J-  d , mais  du 
côté  de  A , à caufe  de|d== — r;  du  centre  N,  6c  du  rayon 
= \/±dd-+-±cc  -+-ibe-+-\bb—bif , je  décris  un  cerqle  dont 
l’arc  coupé  par  l’axe  de  la  parabole  du  côté  de  C , eft  le  lieu  de 
la  troifiéme  équation. 

Car  menant  par  le  point  N la  droite  TV  parallèle  à l’axe  de  la 
parabole  , 6c  d un  point  quelconque  de  la  circonférence  pris  du 
côté  de  C abaiffant  une  perpendiculaire  CH  fur  l’axe  , je  nomme 
BH  = x,HC=7,  donc  ZC=  HC-f-ZH  —y  -4-  ôt  MH 

= BH — BM  = x — -je  — j b , fi  le  point  H tombe  au-delà  de 
Al  par  rapport  à B,  ou  MH  = BM  — BH=?7  c H-  4- b — * ; fi  le 
point  H tombe  entre  B 6c  M.  Or  par  la  propcieté.du  cercle  on  a 

ZC=TN — NZ==TN — MH,  donc yi+Jy  + ^diemi  di 
"+-\cc-*--~bc-*-libb — btf — — ~ ec-i-bx — ~ be  — 7 
bb  y 6c  corrigeant  l’expreffion , 6c  tranfpofiint , on  auraj?1  •+■** 
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-hdy  — ex — bx  -4-  b>f—  o , quieft  la  troiüéme  équation.' 

Or  fi  des  quatre  points  où  le  cercle  coupe  la  parabole  on  abaiC- 
fe  des  perpendiculaires  fur  l’axe , les  deux  qui  feront  Ju  cot'„  de 
C feront  les  véritables  racines  de  la  propolée,  & les  deux  autres 
feront  fuuffcs.  Car  mettant  dans  l’équation  du  cercle  la  valeur 

^ de  .v  prife  dans  la  première  équation,  on  aura_y*  -H  ^ -+-  dy 
• — c~  — yy  •+•  bif=  o , ou  y~  -+-  dy  — -+-  bf—  o , & multi- 

pliant par  bb  fans  multiplier  le  dernier  terme , ce  qui  ne  fait  rien , 
parce  que  b étant  prife  pour  l’unité  , fon  quarré  bb  n’augmente 
pas  le  produit/^/,  nous  aurons  y*  — bcyy-ï-bbdy-t- by  — o t 
qui  efl  la  propoféc. 

Ou  bien  menant  NC , nous  aurons , à caufe  delà  parabole  , 

Ç*=BH,  donc  BH  = f & HM=BM — BH= — £ -+-i  r 
— ZN,  & ZC  = H C-4-  Z H =y  -\-~d.  Or  dans  le  trian- 
gle rectangle  NZC,  onaNC  = NZ  + CZ,  donc  \ dd-{-~  ce 
H-ï bc-*-±bb—b>f='^  — ^ yy+\be+%bb-iryy 

-y-dy-^-^dd,  & corrigeant  l’expreffion , & tranfpofant  tout  dans 
le  fécond  membre , nous  aurons  ^ — tyE  -+-dy-+-b)f—o  , 6c 

multipliant  par  bb  fans  multiplier  le  dernier  terme , nous  aurons 
y * — beyy bbdy  -\- bif  = o , qui  cft  encore  la  propoféc. 

97.  S’il  arrivoit  qu’après  avoir  conftruit  une  équation  le  cer- 
cle ne  coupât , ni  ne  touchât  la  parabole  , les  racines  de  l’équa- 
tion feroient  toutes  imaginaires,  6c  s’il  la  touche  en  quelque 
point , l’équation  aura  deux  racines  égales  , parce  que  le  point 
d’attouchement  doit  être  confideré  comme  deux  points  d'inter- 
feclion  infiniment  proches  l’un  de  l’autre. 

REMARQUE. 

Où  l’on  en  feigne  la  manière  de  décrire  une  Courbe  dont  on 
connoît  i' Equation. 

98.  Pour  confiruire  les  équations  qui  font  au-delfus  du  qua- 
trième degré,  il  faut  néccflaircmcnt  favoir  décrire  des  courbes 
différentes  des  fecîions  coniques  du  premier  genre  ; c’cfl  pour- 
quoi je  vais  en  enfeigner  une  méthode,  qui  entre  pluficurs  au- 
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très,  me  paroit  la  plus  commode  , Ôc  qui  confifte  à chercher 
plufieurs  points  de  la  courbe  qu’on  veut  décrire  , ainfi  qu’on  va 
rô>ir  dans  les  exemples  fuivans. 

9p.  Soit  l’équation_yl  = aax , qui  eft  la  première  parabole  eu 
bique , je  détermine  l’inconnue  qui  eft  au  plus  haut  degré  en  lui 
donnant  fuccelfivement  plulieurs  valeurs,  & cherchant  à chaque 
fois  la  valeur  correlbondante  de  x , mais  auparavant  je  tire  deux 
lignes  indéfinies  AB  , CD  , qui  fc  coupent  a angles  droits  (F/V. 
85.)  fi  l'angle  qu’elles  doivent  faire  n’eft  pas  donné;  je  prcnsle 
point  d’interledion  O pour  l’origine  des  x , les-+-x  fe  prendront 
de  O en  A , & les  — x de  O en  B ; les  y feront  parallèles  à la 
droite  OD  , ies.-+-_y  corrcfpondans  aux  4-  x feront  dans  l’angle 
AOD , les  -y- y corrcfpondans  aux  — x dans  l’angle  DOB , les 
— y correfpondans  aux  — .r  dans  l'angle  BOC , & les  — y cor- 
refpondans  aux  -(-a-  dans  l’angle  COA.  Je  prens  pour  l'unité  la 
ligne  connue  a que  je  mets  de  O en  E , & comme  tous  les  y 
étant  parallèles  à OD  ou  CO  font  par  conféqucnt  égaux  chacun 
à quelque  partie  de  OD  ou  CO , je  les  fuppofe  tranfportés  fut 
cette  ligne. 

Je  fais  d’abordjl  = o,  & mettant  cette  valeur  dans  l’équation 
x==~,>  je  trouve  * = d-  = o , àcaufcquele  numérateur  delà 

fradion  £eft  infiniment  petit , donc  quand  on  a^  = o,  on  a 
ar=o,  Ôc  par  conféquent  la  courbe  doit  palier  pat  le  point  O. 

Jefais_y  = a,  ôc  mettant  cette  valeur  dans  l’équation  j’ai  x 
= =«  > je  prens  donc  fur  OA  la  partie  OP  & au  point 

P je  mené  PQ  parallèle  à OD , 6c  égale  à a , 6c  le  point  Q eft  un 
point  de  la  courbe. 

Je  fais y=2a,  6c  par  conféqucnt  xr=~  = 8a  ; je  prens 

donc  fur  (3  A la  partie  OM  = Sa  , ôc  fur  le  point  M j'éleve  la 
perpendiculaire  MN  = aa  , 6c  le  point  N eft  un  point  de  la 
courbe  , ôc  je  trouverois  de  même  d’autres  points  de  la  courbe 
en  fuppofant  = = , ôcc. 

Maintenant  comme  ces  points  font  trop  éloignés  les  uns  des  au- 
tres , je  fais  y —\a,  6c  par  conféqucnt  x—  ~ = j a ; je  prens 

donc  OR  = {a , 6c  élevant  au  point  R la  perpendiculaire  RV 
= y a , le  point  V eft  un  point  de  la  courbe. 


Z 
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Je  fais y=>ia,  & par  conféquent x = ^ a ; je  prens 
donc  OX  ==  a , & fur  le  point  X élevant  la  perpendiculaire 
XZ  = a a , le  point  Z cil  un  point  de  la  courbe , & ayant  trou- 
vé de  la  même  façon  tant  d’autres  points  que  j'aurai  voulu , je 
fais  pafler  une  courbe  par  tous  ces  points  , ainli  j’ai  la  partie  de 
la  courbe  qui  doit  être  dans  l’angle  DOM. 

Jcfaisj>=> — a,  ce  qui  me  donne  x = — L = — a , & par 

conféquent  * devient  négatif,  ce  qui  me  fait  voir  que  lorfque  les 
y deviennent  négatifs , les  x le  deviennent  aulfi , & que  par  con- 
féquent la  courbe  doit  être  continuée  dans  l’angle  BÜC  , je 
prens  donc  OI=u,&  élevant  au  point  I la  perpendiculaire  IL=tf, 
le  point  L cft  un  point  de  la  courbe , & failant  fuccefitvement 
y—  — 2a  ,y— — 30  &c._y  = — \a  ,y  = — j a,  &c.  je  décris 
la  partie  OLT  de  la  même  façon  que  j’ai  décrit  la  partie  OQN , 
& la  courbe  NOT  cft  la  courbe  cherchée. 

ico.  Soit  l’équation yï  — aayy — aay->ria^  — axy  , je  mene 
comme  auparavant  deux  lignes  droites  qui  s’entrecoupent  au 
point  O qui  eft  l’origine  des  x ( Fig.  87.  ) , & prenant  les  memes 
angles  pour  les  -+-y  & les — y qui  doivent  corrcfpondre  aux  plus 
ou  moins  x f je  prens  la  ligne  connue  a pour  l’unité , ôt  donnant 
fucccftîvement  plufieurs  valeurs  à la  lettre  y qui  cft  dans  un  degré 
plus  élevé  que  .v , je  cherche  les  valeurs  des  .v. 

Je  fais  donc  y = o , 6c  mettant  cette  valeur  dans  l’équation , je 

trouve x=  y,  ce  qui  me  fait  voir  que  lorfquon  aura_y  = o, 
l’abfcifle  x fera  infiniment  grande  à caufe  que  le  divifeur  de  — 
étant  infiniment  petit,  le  quotient  fera  infiniment  grand. 

T , â»  — »«• — a'-t-M1  „ . \f. 

Je  rais y = a,  ce  qui  donne  .v=  — — u » 

prens  donc  fur  OD  la  partie  OE  = u , & le  point  E eft  un  point 
de  la  courbe. 

, . . m— 8*»— 

Je  msy  = 2a,  ce  qui  donne  r= — 

prens  donc  fur  OD  la  partie  OF  = 2a , & le  point  F cft  un  point 
de  la  courbe  , laquelle  par  conféquent  coupe  la  droite  OD  en 
deux  points  E , F. 

„ „ . . , 17  1**’— •?«’  -+-M* 

Je  faisji  = 3<j,  ce  qui  donne x = “ 

je  prens  donc  fur  OA  la  partie  OG=  fur  le  point  G élevant 
k perpendiculaire  KG  = 3a , le  point  K eft  un  point  de  la  cour- 
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be,  6c  faifant  de  même^  = 4i3  ,y—  ya,  6c c.  je  trouverai  d’au- 
tres points  de  la  courbe  qui  s’éloigneront  toujours  de  plus  en 
plus  de  l'afymptote  au  lieu  d’en  approcher , de  même  que  ceux 
que  je  trouverai  en  faifant y=  {a,  y = {• a f &C.  en  prenant 
toujours  des  valeurs  plus  grandes  que  2 a. 

Pour  trouver  les  points  qui  approchent  de  l’afymptote,  je  don- 
ne a y des  valeurs  moindres  que  a à caufc  que  nous  avons  déjà 
OE=a. 


Je  fais  doncjf  = \a,  ce  qui  donne  x — — ! — - — 1 — 

— aa 

= -J  a , je  prens  fur  OA  la  partie  OM  = £a , & élevant  en  M la 
perpendiculaire  MN  = a , le  point  N eft  un  point  de  la  courbe. 

je  fais  de  mêm ey=~a,y  = y a,  &c.  en  faifant  toujours 
y moindre  que  a , ôc  je  trouve  d’autres  points  de  la  courbe  qui 
approchent  de  plus  en  plus  de  l’afymptote. 

Maintenant  comme  la  courbe  ne  fe  joint  pas  aux  points  E, 
F,  & qu’il  faut  qu’elle  paffe  dans  l’angle  FOB  où  font  lesp  cor- 
refpondans  aux  x négatifs,  je  cherche  fes  points  en  donnant  à_y 
des  valeurs  plus  grandes  que  a & moindres  que  2a. 

T c • J 1 -J  ¥ 'J*  «* \ O1  ■+■ 

J e fats  donc  y = -f  a,  ce  qui  donne  x — - S— ; 


= — J;  a ; ainfi  je  prens  fur  OB  la  partie  OQ  =J-ia  , & élevant 
au  point  Q la  perpendiculaire  QL  = a , le  point  L eft  un  point 
de  la  courbe,  ôc  j’en  trouverais  tant  d’autres  qu’il  me  plairait  de 
la  même  façon.  Je  joints  tous  les  points  trouvés  pat  une  courbe  . 
qui  eft  la  courbe  cherchée. 


Or  comme  la  courbe  que  je  viens  de  décrire  ne  contient  que 
lesp  pofitifs  de  l’équation , & qu’il  n’eft  pas  poftible  qu’elle  patte 
de  l’autre  côté  de  AB  qui  eft  fon  afymptote  ; cela  me  fait  voir 
que  l’équation  exprime  deux  différentes  courbes  ; 6c  pour  trou- 
ver cette  fécondé  courbe, 

Je  fais — y = o oup=> — o,  ce  qui  donnex  = — 7 ou  — x 
= ‘il ; ainfi  lorfqu’on  aura — y = o,  on  aura — x infini,  donc 

cette  fécondé  courbe  a pour  afymptote  AB , 6c  elle  s’en  approche 
du  côré  de  B. 

Je  fais — ji  = aouj= — a,  ce  qui  donne  x=o,  je  prens 
donc  fur  la  droite  OC  la  partie  OV  = a , 6c  le  point  Vj  eft  un 
point  de  la  courbe. 

Zij 
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Je  fais  — y = 2a  ou  y — — 2a  , ce  qui  donne  x = 

— ' ~h--—  = 6a,  ôc  x eft  pofitif,  je  prens  donc  fur 

AO  une  partie  égale  à 6a , ôc  élevant  fur  le  point  de  divifion 
une  perpendiculairc  = 2a,  l’extrémité  de  cette  perpendiculaire 
eft  un  point  de  la  courbe  ; & comme  en  donnant  à — y des  va- 
leurs aù-deflus  de  a je  trouve  x pofitif,  ôc  d’autant  plus  grand  que 
la  valeur  que  je  donne  à — y eft  au-deftus  de  a,  je  vois  par-là 
que  la  courbe  s’éloigne  toujours  de  plus  en  plus  de  la  droite  OA, 
ôc  quelle  ne  fe  replie  point  comme  la  précédente. 

\ 

Pour  trouver  les  points  de  cette  courbe  qui  vont  de  V vers 
B,  je  donne  à — y des  valeurs  moindres  que  a , ôc  faifant  d'abord 
— y — i a > lc  trouve  x — — faifant  de  même  — y—kat 
—y=^a,  ôcc.  je  trouve  toujours  des  valeurs  négatives  de  x , ôc 
ces  — x font  d'autant  plus  grands  que  les — y lont  moindres  ; 
achevant  donc  de  décrire  la  courbe , je  trouve  qu’elle  approche 
de  plus  en  plus  du  coté  de  B , qu’elle  s’éloigne  de  plus  en  plus 
du  côté  de  A,  ôc  quelle  r.efe  replie  jamais. 

1 o 1 . Soit  l’équation yi  = axx  qui  eft  la  féconde  parabole  cu- 
bique, je  mené  comme  auparavant  deux  lignes  droites  qui  s’en- 
trecoupent en  un  point  O , qui  eft  l'origine  des  * ( fig.  88.  ) ; je 
marque  le  côté  des  -I-  .v,  celui  des  — x , ôc  les  angles  en  doivent 
Être  les  -+• y ôc  les  — y,  correfpondans  aux-+-.t  ôc  — .v , je  déter- 
mine enluite  l’inconnue_y , parce  qu’elle  eft  dans  un  dégré  moins 
élevé  que  l’inconnue  * ; ainfi 

Jefais^=o,  ce  qui  donne  r=*j-=o,  donc  la  courbe 

doit  palier  par  le  point  O,  puifqu’en  ce  point  on  a_y  = o , ôc 
x = o. 

Je  fais  y = a,  ce  qui  donne  * = — a , je  prens  donc 

fur  la  droite  AO  la  partie  OE=<j,  ôc  élevant  au  point  E la  per- 
pendiculaire EF  = <j,  le  point  F eft  un  point  de  la  courbe. 

Je  fais ^=20,  ce  qui  donner—  v'*-  = Ÿ$al4, ainfî prenant 

une  moyenne  proportionnelle  entre  a ôc  8a , je  la  porte  de  O 
en  G , ôc  élevant  en  G une  perpendiculaire  GH  = aa , le  point 
H eft  à la  courbe , ôc  faifant  de  même  y — ja  , y — ya , ôcc. 
je  trouve  toujours  des  valeurs  pofirives  de*  qui  vont  en  augmen- 
tant, ainfi  la  courbe  s’éloigne  de  plus  en  plus  de  la  droite  OA. 
Pour  voir  à prefent  dans  quel  angle  elle  doit  palier  en  la  conti- 
nuant au-dcla  du  point  O. 
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Je  fais — y — a ou  y— — a ,ccquidonne  x — v ~p-  =V/ — ai 
qui  eft  une  valeur  imaginaire  , & comme  en  faifant — _y  = 2a, 
— y— la,  Ôcc.  je  trouve  toujours  des  valeurs  imaginaires  de x-, 
je  vois  par-là  que  la  courbe  ne  fçauroit  ctre  continuée  dans  l’an- 
gle A OC. 

Mais — x= — — V — a-  étant  la  même  équation 

que  x = V — a,  je  vois  encore  qu’il  ne  fqauroit  y avoir  de  — y 
correfpondans  aux — x , fit  que  par  conléquent  la  courbe  ne 
fc;auroit  être  continuée  non  plus  dans  l’angle  COB. 

Ayant  trouvé  ci-deflus  x = v/^-  = a lorfque  j’ai  fàit_y  = a ; 

il  eft  viftble  qu’en  tranfpofant  j’ai  — *•  = — a,  Sx  que  par  con- 
féquent  faifant  dans  l’angle  DOB  , y = a j’ai  x = a ; prenant 
donc  fur  OB  la  partie  OM  — a,  Sx.  élevant  en  M la  perpendicu- 
laire MN  —a , le  point  N eft  un  point  de  la  courbe. 

De  même  lorfque  j’ai  fait_y  ==  2a,  j’ai  trouvé .v  = v/8aa,  donc 

- x=s — v'Saa , prenant  donc  fur  O B une  moyenne  propor- 
tionnelle entre  a &c  8a,  Sx  élevant  à l’extrémité  une  perpendicu- 
laire — 2 a,  l’extrémité  de  cette  perpendiculaire  fera  un  point  de 
la  courbe , Sx  ainft  des  autres. 

îoa.  Soit  l’équation^  = 2ax  -4-  xx qui  eft  une  hyperbole  équi- 
latére , je  détermine  x,  & je  cherche  les  valeurs  de  y. 

Je  fais  donc  x — o , ce  qui  donne^  = v/2ao-t-oo  = o , me- 
nant donc  les  deux  lignes  AB,  CD  qui  fe  coupent  en  O (Fig.  8p.), 
la  courbe  pafiera  par  le  point  O.  

Je  fais  x—a  , ce  qui  donne  yx=V,2aa-{-aa=\/  jaa,  je  prens 
donc  fur  OA  la  partie  OE  = a , Sx  élevant  fur  le  point  E la  per- 
pendiculaire EF  = c’eft-à-dire  moyenne  proportionnelle 

entre  a 6c  3 fl,  le  point  F eft  un  point  de  la  courbe. 

Je  fais.x=2fl,  ce  qui  donne  y — Vyaa  -+-  yaa  = >/8aa  , je 
prens  donc  fur  OA  la  partie  OG  = 2fl , & élevant  en  G la  per- 
pendiculaire GL=v'8flfl;  c’cft-à-dire  moyenne  proportionnelle 
entre  a Sx  Sa,  le  point  L eft  un  point  de  la  courbe. 

Et  faifant  de  mêmex=s)a,  jr  = 4fl,Ôcc.je  trouve  des  valeurs 

Ijofitives  de^/  qui  vont  toujours  en  augmentant , ainft  la  partie  de 
a courbe  qui  eft  dans  l’angle  AOÜ  s’éloigne  de  plus  en  plus  de 
la  droite  AO. 

Z ii ) 
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En  faifant  * = a , j’ai  trouvé  y — v7  jaa,  donc  — y = — V'j  aa; 
de  même  en  faifant  x—2 a , j’ai  trouvé  y = y'Saa  , donc  — y 

— — v'Saa  , ce  qui  méfait  voir  que  les — y corcefpondans  aux 
-t-  x font  égaux  aux  -+-y  correfpondans  aux  même  -+-  x , fie  que 
par  conféquent  la  courbe  étant  continuée  pâlie  dans  l'angle  AOC, 
& quelle  s écarte  également  de  la  droite  AO. 

Maintenant  je  fais — .v  = a ou  x = — a , ce  qui  donne  y 
—V — 2 aa  -4-aa  = v' — aa  qui  eft  une  valeur  imaginaire , prenant 
donc  fur  OB  la  partie  OK=a,  l’ordonnée  corrcfpondante^  fera 
imaginaire , fit  la  courbe  ne  paflera  point  encore  de  ce  côté  là. 

Je  fais — x==2û  ou  x= — 2a,  ce  qui  donne ^ — V — ^aa-\-^aa 

— o , ainfi  quand  nous  aurons — * = 2 a,  nous  aurons  aufli^ 
= 0;  donc  prenant  fur  OBla  partie  OP  = 2a,  la  courbe  paflera 
par  le  point  P , mais  cette  courbe  ne  fauroit  être  la  même  que 
nous  venons  de  décrire  , puifque  celle-ci  tend  toujours  du  côté 
de  A en  s’éloignant  de  part  fie  d’autre  de  la  droite  OA , donc 
la  courbe  qui  paflera  par  P fêta  une  fécondé  courbe. 

Je  fais — x=ja,  cequidonney  = v/ — 6aa-+- $aa  — V jaa , 
prenant  donc  fur  OB  la  partie  OQ=  ja,  6c  élevant  fur  le  point 
Q la  perpendiculaire  QR  = v'jaa,  le  point  R eft  un  point  de 
de  la  courbe. 

Je  fais — .v=4<j  ou  *= — 4 a,  ce  qui  donne y=V — Saa-f-i  6aa 
=v'S aa,  prenant  donc  fur  OB  la  partie  OS— 4a , fie  élevant  en 
S la  perpendiculaire  ST  = v'Saa  , le  point  T eft  un  point  de  la 
courbe,  fie  continuant  de  la  même  façon,  je  trouve  que  la  cour- 
be PRT  qui  contient  les  -h  y correfpondans  aux  — x eft  égale  à 
la  courbe  OFL  qui  contient  lés  -H  y correfpondans  aux  -+-  x. 

En  faifant — x — a , j'ai  trouvéy  = o , donc  — y — o , de  même 
en  faifant — x = 2a , j’ai  trouvéy  = v/jaa,  donc — y— — v'j  aa 
ôc  ainfi  de  fuite , ce  qui  me  fait  voir  que  la  courbe  PRT  étant 
continuée  de  l’autre  côté  de  AB  s’éloigne  de  la  ligne  AB  de  la 
même  façon  que  PRT  s’en  éloigne , fie  par  conféquent  la  courbe 
PX  eft  égale  à la  courbe  OZ,  & les  deux  courbes  ZOL , XPT 
font  parfaitement  égales. 

ioj.  Soit  l équation  y*  = ax$  ■+•  ar* , les  deux  inconnues  font 
ici  au  quatrième  dégré,  mais  l’une  des  deux  à favoiry  n’a  qu’un 
terme,  c’cft  pourquoi  je  fuppofe  a,y::y,z,  ce  qui  donne  az 
—yy  ) fie  mettant  dans  l’équation  az  au  lieu  de  yy , j’ai  aazz 
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=ax3-t-x4  ou  zz—  — — — qui  eft  une  équation  ou  l inconnue  s 
n’cft  plus  qu’au  fécond  degré,  je  détermine  .v,  6c  je  cherchez. 

Je  fais  donc  x=  o , ce  qui  donne  z — v = o , & met- 
tant au  lieu  de  z fa  valeur* , j’ai yy 

— o , ce  qui  me  fait  voir  que  quand  nous  aurons  .v  = o , nous  au- 
rons auflî^y  = o , 6c  la  courbe  p aller  a par  le  point  O ( Fig.  50.  ). 

Jefais  x=4,donc  z ~ = V zaa,  prenant  donc  une 

moyenne  proportionnelle  entre  a & 2a,  j’ai  la  valeur  de  z ou 
v 2 aa , mais  par  la  fuppofirion  nous  avons_y  moyenne  proportion- 
nelle entre  a Sc  z , prenant  donc  une  moyenne  proportionnelle 

entre  a &z,je  trouve  v 4»/244=j>,ainfi  je  ptens  fur  OA  la  par- 
tie  OE  = a , &c  élevant  en  E la  perpendiculaire  EF  = y/av' 2 cia 
le  point  F efl  un  point  de  la  courbe. 

Jefais  * = 24,  ce  qui  donnez  = ^ 24tfî  > Je 

prens  donc  une  moyenne  proportionnelle  entre  <1  & 244,5c  j’ai  la 
valeur  de  z , je  prens  enfuite  une  moyenne  proportionnelle  entre 

a 6c  »/ 244*,  & j’ai v'  aV  z^a'—y  ; je  prens  donc  fur  AO  la  partie 

OP  = 24 , & élevant  en  P la  perpendiculaire  PQ  = y/ aV 2441 , 
le  point  Q eft  un  point  de  la  courbe. 

Et  faifantde  môme  x=  j4,  x=  44 , &c.  je  trouve  des  valeurs 
pofirives  de  y qui  vont  en  augmentant , ce  qui  me  fait  voir  que 
la  courbe  OFQ  qui  eft  dans  l’angle  AOD  s’éloigne  toujours  de 
la  droite  OA. 

En  faifant  x = o,  .v=a,  x = aa,  & c.  j’ai  trouvé  y = o,y 

— ^ 244  , y—  ^ a»/ 2444  , &c.  donc  — y = — o , — y — 

— v aVzaa, — y — F aV 2444 , &c.  ce  qui  me  fait  voir  que  la 
courbe  prend  fon  chemin  dans  l’angle  AOC,  fit  quelle  s’écarte 
autant  delà  droite  AO  de  ce  côté , qu’elle  s’en  écarte  de  l’autre. 

Je  fais  maintenant  — x=4  ou  x=—a,  ce  qui  donne  z 

z==  v = o , donc^  = o,  ainfi  prenant  fur  OB  la  partie 
OR=a,  la  courbe  pafle  parle  point  R. 

Jefais — *=-+-24  0u*= — 24,  ce  qui  donne  z=  — 

s=  v 844  , donc  y — ^ av' $aa  , je  prens  donc  fur  OB  la  partie 
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05  = 24 , & clevant  en  S la  perpendiculaire  ST  = ^ aV 8 aa  le 

point  T eft  une  point  de  la  courbe.  

S Je  fais  — *=3  a ou  .v = — 3 a , ce  qui  donne  z = v/  >7J*  " 

=/ 54a1 , doncy  = y/a\S 54a1 , ainfi  prenant  fur  OB  la  partie 

OH=  34,  & élevant  la  perpendiculaire  HV  = v le  point 

,V  eft  un  point  de  la  courbe , & faifant  de  même  — x = 4a , 

» — x=  fa,  &c.  je  trouve  des  valeurs  pofitivcs  de  y qui  vont  tou- 
jours en  augmentant , ce  qui  me  fait  voir  que  la  partie  de  cette 
fécondé  courbe  comprife  dans  l’angle  DOB  s'éloigne  de  plus  en 

plus  de  O B.  

Fuifque  nous  avons _y=  v aŸ8aa,y=  ^aVfyaa,  &c.  donc 

~—y=  — ^ aV  aa, — y— — ^ aV  f+aa  , &c.  ce  qui  me  fait  voit 
que  cette  fécondé  courbe  palTe  dans  l’angle  COB , & s’éloigne 
autant  de  la  droite  OB  de  ce  côté  qu’elle  s’en  éloigne  de  l’autre. 

Ces  deux  courbes  font  deux  hyperboles  du  troiftéme  genre 
comme  il  paroît  par  leur  équation  qui  eft  du  quatrième  dégré  , 
mais  il  faut  obfcrver  que  la  féconde  eft  plus  grande  que  la  pre- 
mière , ce  que  l’on  peut  connoître  aifément  par  les  valeurs  de  y 
que  nous  avons  trouvées  pour  l’une  & pour  l'autre,  & qui  étant 
à la  même  diftance  du  fommet  de  leur  courbe  fe  trouvent  plus 
grandes  dans  la  fécondé  que  dans  la  première;  par  exemple  l’or- 
donnée ST  eft  v aV  baa  ou  <v/  Sa*  , au  lieu  que  l’ordonnée  EF 

dans  la  première  n’eft  quey'av/2aa  ou  ^ 2a4,  & delà  il  fuit  que 
fi  au  fommet  R on  décrivoit  une  courbe  de  même  grandeur 
que  la  première , cette  courbe  n’auroit  plus  la  même  équation 
que  la  première  , ce  qui  met  nne  différence  entre  ces  hyperbo- 
les & celles  du  premier  genre , ainfi  qu’on  a vû  dans  l’exemple 
precedent. 

1 04.  Si  l’expofant  des  inconnues  de  l’équation  étoit  toujours 
un  degré  pair,  & que  fon  plus  haut  degré  fût  le  quatrième  , on 
pourroit  décrire  fa  courbe  de  la  même  façon  que  ci-defius. 

Soit  par  exemple  l’équationy>+ — zaayy  = axî  -4- a.-4;  je  fuppo- 
fc  a,  y : :y , z,  donc  az  —yy , ôc  mettant  la  valeur  de  yy  dans  la 
propofée , j’ai  aazz — 2aiz  = axi  -Ha-4,  ou  — 2 f 

6 ajourant  aa  de  part  & d’autre  , j’ai  zz — zaz  -+-  aa  = aa 

. ax*  - f-*4  + ^.,4  . . 

-4 — — = — , & tirant  la  racine  quarrée , jai  a 
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Pour  décrire  la  courbe  je  détermine  x & je  cherche  z , ainfi  je 
fais  d’abord  x — o , ce  qui  donne  z — a -+-  ^ — =a-i-v/ aa=2a. 


Or  y eft  moyenne  proportionnelle  entre  a & z , donc  y = v'  zaa  ; 
menant  donc  les  deux  lignes  AB,  CD  (Fig.  pt.) , & déterminant 
le  lieu  des  plus  x , des — x,  ôcc.  je  prens  fur  OD  la  partie  OP 
moyenne  proportionnelle  entre  a ôc  2a,  ôc  le  point  P eft  un  point 
de  la  courbe.  

Je  fais  x = a , ce  qui  donne  z — a -f- v "*  ~a 


-+-  v'ja 1 , doncy=v'aa-+-av'al , je  prens  donc  fur  OA  la 
partie  OH=«,&  élevant  fur  le  point  II  la  perpendiculaire  HM 

= v/aa~ha  v'ja1,  le  point  M eft  un  point  de  la  courbe. 

Je  fais.v  = 2«,  ce  qui  donne  z = a -+■  y'""  16,1  - = a 

•+-V2^aa  = 6a  , doncy  = V6i>a,  je  prens  donc  fur  OAla  par- 
tie OR  = 2a,  & élevant  en  R la  perpendiculaire  RS  = v/<îii»  , 
le  point  S eft  un  point  de  la  courbe  ; & comme  en  faifant 
x = 41»,  &c.  je  trouve  toujours  des  valeurs  de  x qui  vont  en  aug- 
mentant , je  vois  parla  que  la  courbe  s’éloigne  déplus  en  plus  de 
la  droite  AO. 


Je  fais*=itf,  ce  qui  donne  z = «- 


-4- 
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-+-  V\  l aa  y doncy  = ^ aa-+-  aV\\aa,  je  prens  donc  fur  OAla  par- 
tie OT=~ij,&  élevant  la  perpendiculaire  TK  aa-\r  a V \ \aa 

le  point  K eft  un  point  de  la  courbe  ,&  faifant  de  môme  ar=A<j, 
x=~  a,x~x a , ôcc.  je  trouve  des  valeurs  pofitives  dc^  qui  font 
entre  P & M , & ainft  des  autres. 

Jefais*=  — a,  ce  qui  donne z = a-{-  = a 


•+V aa—  2a , doncy  = \/2aa , je  prens  fur  OB  la  partie  OL 
= /j,  & élevant  la  perpendiculaire  LH  = »/ 2 aa , le  point  H eft 
àla  courbe,  & faifant  x = — 2 a,  x — — 3 a,  x— — 4 a,  &c. 
je  trouvez==4<j , z — a-j-V  ^’jaa  , z — a-\-V 1 9^aa  , &c.  & 
par conféquenty  = 2«, y aa-^-aV i,  $aa,y=y aa-i-av'  1 j aa, 

&c.  je  vois  par  là  que  la  courbe  s’éloigne  de  plus  en  plus  de  la 
droite  OB. 

A a 
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Je  fàis*  = — 70,  ce  qui  donne  z —a 


— a-4-v'î  J aa  , 6c  parconfcfqucnty=*/<irt-+-«v/rs‘M)  jc  Prcns 
prens  donc  fur  OB  la  perpendiculaire  QX  = \a , 6c  élevant  au 
point  X la  perpendiculaire  XZ  = v aa  •+-  a y'ÿiaa  , le  point  Z 
cil  un  point  delacoutbe,  6c  comme  enfaifant  * — f<J,*= — ^ 
a,  x— — Afl,  je  trouve  des  valeurs  pofitives  de_y  qui  vont  en 
augmentant  ; je  juge  de  là  que  la  courbe  s’approche  de  OB  entre 
P & H ôc  qu’apres  elle  s’en  écarte  de  part  Ôc  d’autre,  mais  plus  du 
côté  de  A que  du  côte  de  B. 

Si  l’on  rend  négatives  toutes  les  valeurs  trouvées  de^  , on  dé- 
crira une  autre  courbe  de  l’autre  côté  de  AB  toute  fembiable  à 
celle-ci. 

105.  On  pourra  toujours  décrire  de  la  môme  maniéré  les  cour- 
bes dans  les  équations  dcfqueilcs  l’une  des  inconnues  n’eft  qu’au 
premier  ou  au  fécond  degré  , ou  au  quatrième  lorfque  tous  fes 
degrés  fe  trouvent  pairs  ; mais  fi  les  deux  inconnues  font  toutes 
les  deux  ou  dans  des  degrés  impairs  au-dclfus  du  premier,  ou 
dans  des  degrés  au-defius  du  quatrième , ou  que  l’une  fe  trou- 
vant du  quatrième  dans  un  terme,  fe  trouve  enfuitc  du  troifié- 
111e  dans  une  autre  ; dans  tous  les  cas , il  faut  conllruire  lequa- 
rion  à chaque  point  de  la  courbe  qu’on  veut  trouver,  en  em- 
ployant les  équations  locales , & c’eft  ce  qui  nous  relie  à expli- 
quer. 

10 6.  Soit  l'équation  *3  = — ayx-hyi  , je  détermine  y , 6c  je 
cherche  les  valeurs  de  x,  après  avoir  mené  deux  lignes  droites 
AB, CD  (Fig.ÿz.),  ôc  marqué  l’endroit  des-Kv, celui  des — x,  ôcc. 

Jc  fais^  = o,  donc  a?3  = o,  ôc*  = o,  ainfi  la  courbe  palfe 
p3r  le  point  O. 

Je  fais^  —a  , donc  *3  = — aax  -+*  ai , ou  *3-f -aax  — ai  =0, 
& cette  équation  ell  déterminée  ôc  du  troifiéme  degré , je  la  mul- 
tiplie par* , ce  qui  donne  x^-i-aax1 — aix  = o.  Pour  conllruire 
cette  équation  je  me  fers  des  formules  que  nous  avons  avons 
données  ci-delïus  (N.  9?.) , en  me  fervant  de  a pour  la  grandeur 
prife  dans  le  dernier  terme  , ôc  j’ai  les  équations  locales 


xx  — ay  = o , à la  parabole. 

y y -‘ray  — ax  — o , à la  parabole. 

yy-i-x1 — ax  = o , au  cercle. 

yy  — *1  -4-  a ay  — ax  — o,  à l’hyperbole  équilatere^ 
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Je  conftruis  la  première  en  devant  fur  une  droite  indéfinie  AP 
(Fig.  93.)  une  perpendiculaire  indéfinie  AF  j fur  AF  pris  peur 
diamètre  &.  avec  un  paramétré  AO  — a,  je  décris  une  parabole 
AMN  donc  l’arc  indéfini  AM  eft  le  lieu  de  l'équation  xx — ay 

— o. 

Pour  conftruirc  la  troifiéme  je  compare  fes  termes  avec  ceux 
de  la  formule  générale  du  Chapitre  III.  & je  trouve  n=o,  m=e , 
r — o,  s = ±a,  &.tt  = ±aa  , donct={tf,  c’eft  pourquoi  je 
prens ÀQ  = \a,  & du  point  Q pris  pour  centre  , & du  rayon 
QA  je  décris  un  cercle  qui  coupe  la  parabole  en  un  fcul  point  M , 
& menant  la  perpendiculaire  MH  fur  AP  la  droite  AH  eft  la  vé- 
ritable racine  de  l'équation  , & l’autre  eft  imaginaire. 

Car  par  la  nature  de  la  parabole  on  a AH  = MH  x AO , donc 

X * 

x1  = ay , & par  la  nature  du  cercle  on  a MH  = AQ — HQ, 
mais  HQ=AH — AQ  = * — {a,  donc  yy  = $aa — xx u.v 
— ~aa,  ouyy -+- .vx — ax  = o,  &c  c’eft  la  troifiéme  équation. 
Or  mettant  au  lieu  de  y fa  valeur  — nous  aurons  - -+-  .v.v  — ax 

— o,  ou  -+- aax1  — aix  — o,  qui  eft  la  propofée. 

Ou  bien  appellant  MH  = ” à caufe  de  la  propriété  de  la  pa- 
rabole ; HQ  fera  , comme  il  vient d’étre  dit,  a: — ~a , ainfi  me- 

% 

nant  le  rayon  MQ  , le  triangle  reélangle  MHQ  donne  MQ 

X X 

= M H -t-  H Q , & métrant  les  valeurs  de  ces  grandeurs  on  re- 
trouvera la  propofée. 

Prenant  donc  fur  OA  (Fig.  92.)  la  partie  OF  = AH  (Fig.  93.) 
& élevant  en  F la  perpendiculaire  FG=<» , le  point  G eft  un 
point  de  la  courbe. 

Jefais_y==2fl  , ce  qui  donne  x*  -t-  2aax — 8<j3— o , ou.v* 
-+-2<m.xi — 8u3a:=o,  ainfi  les  équations  locales  pour  conftruirc 
cetre  équation  font 

xx — ay  = 0,  à la  parabole. 
yy-\-2ay — 8<a.r  = o,  à la  parabole. 
yy  — f- xx  -hay  — 8<ix=o,  aucercle. 
yy — .v.v  ^ay  — 8<jx=o,  àl’hypcrbole. 

La  première  de  ces  équations  eft  encore  la  parabole  que  nous 
avons  conftruirc  ci-dedus  ; &:  pour  conftruire  la  troifiéme  je 
trouve  en  comparant  fes  termes  avec  ceux  de  la  formule  du  Cha- 

Aa  ij 


1 88  Le  C A LCUL  D I F r ER  ENTI  E Lj 

pitre  III,  n = o,  m = e,\a= — r,  4<j=r,  rr-p-jr  = ft,  ou 
a-H  1 6aa  — n. 

Je  prens  donc  fur  AP  (Fig.  <?$.)  la  partie  AL  = 4<j,  6c  élevant 
en  L , mais  de  l'autre  côté  de  AP  la  perpendiculaire  LF  — ja 
je  mene  la  droite  AF , & dans  le  triangle  rectangle  AHF , j'ai 

ÂF  = AL  -kLF  = i6a--\-!iax  — tt , donc  AF  eft  le  rayon  du 
cercle  de  l’équation  ; décrivant  donc  Ce  cercle  6c  menant  du 
point  N où  il  coupe  la  parabole,  la  perpendiculaire  NS  fur  AP,  la 
droite  AS  eft  la  vraye  racine  de  l'équation  x*  -4-  2aaxx  — Sa?* 
= o , 6c  les  autres  font  imaginaires. 

3 

Car  par  la  nature  de  la  parabole  on  a AS  = NSxAO  = *1 

— ay,  6c  par  la  nature  du  cercle  on  aNR  = CF — RF,orNR 
= NS_p.SR=y-+-id  , 6c  RF=AL — A S — 4a — x,  donc 
y*-\-ay-+-\aa  = $aa-+-  16a1 — i6a’--+-Sax — xx , ou  y'-hxx 

-+-ay — 8«*  = o , 6c  mettant  dans  cette  équation  la  valeur  ~ de 

y , nous  aurons ^ -4- xx ~\rxx  — 8<ix  = o,ou  aa1*1 — 8a5* 

= 0,  qui  eft  l’équation  à conftruire  en  faifant_y  = 2a. 

OubienappellantNS  = ” par  la  propriété  de  la  parabole, 

nous  aurons  NR=^-+-t  a , 6c  RF=4<j — x ; or  menant  le 

rayon  NF,  le  triangle  rectangle  NRF  donne  N F = NR  -+-RF  ; 
donc  i a1  -+-  1 6a1  = — — -4-^-aa  -t-  1 6aa — 8a.v  -+-  x1  , ou 

— -p-  2xx — 8a*==o , bu  enfin  x+-+-  2aaxx — 8<jîai=o,  qui  eft 
encore  la  môme  équation. 

Prenant  donc  fur  OA  (Fig.  92.)  la  droite  AK  égale  à la  droite 
AS  =x  (Fig.  9J.) , 6c  menant  par  le  point  K la  perpendiculaire 
KV  = 2a , le  point  V eft  un  point  de  la  courbe , Ôc  faifant  de  mê- 
mey  = 3<>,y—ya,  ôcc.  je  trouverai  d’autres  valeurs  pofitives 
de  x qui  iront  aufti  en  augmentant*  ce  qui  me  fait  voir  que  la 
courbe  s’éloigne  toujours  de  la  droite  OA. 

Je  fais  — y = a , ou_y  = — a , ce  qui  change  la  propoféc  en 
x*  = mx* — «3a  , ou  x* — aax1-+-aix  = o , & pour  conftruire 
cette  équation  je  trouve  en  employant  les  formules  ci-deffus  (M. 
y j.)  les  équations  locales. 
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xx — ay  = o 
y y — ay  ax  = o 

yy  •+•** — 2<jy  -+-  ax  = o 
yy — **-j-fl*  = o 

La  première  eft  toujours  la  parabole  de  la  Figure  p?  , ôc  cem- 

Sarant  les  termes  de  la  troifiéme  avec  ceux  de  la  formule  générale 
u cercle  ( Chap . III.) , je  trouve  n = o ,m  = c , *=r,  -a  — — s 
4a-+-^aa=tt. 

Je  prens  donc  furPA  prolongé  de  l’autre  côté  (Fig.  y j .)  la  par- 
tie AV  =~a,  j’éleve  fur  le  point  V la  perpendiculaire  VX  —a, 
& du  point  X pris  pour  centre  ôc  du  rayon  X A , je  décris  un  cer- 
cle qui  coupe  la  parabole  en  un  feul  point  Z , duquel  abaiflant 
fur  ÂV  la  perpendiculaire  ZI , la  droite  AI  eft  la  véritable  racine 
de  l'équation*4 — aax1~\~ai  *=o  , ce  que  l’on  prouvera  de  mô- 
me que  ci-dcflus. 

Prenant  donc  furOBla  partie  OH  (Fig.  p2.)=AI  ôc  élevanten 
H la  perpendiculaire  H L—a} le  point  L eft  un  point  de  la  courbe. 

Et  continuant  de  la  même  façon  , je  trouve  que  tous  les  -t -y 
de  la  courbe  font  dans  l’angle  AOD,  ôcles  — y dans  l’angfe 
COB. 

107.  Si  les  coefHcicns  des  termes  de  l’équation  dont  on  veuf 
décrire  la  courbe  étoient  compofésde  différentes  lettres  , on  en 
prendroitune  pour  l’unité  ôc  l’on  aclicveroit  le  refie  comme  ci- 
deflus.  Et  fi  en  déterminant  l’une  des  inconnues  on  trouvoit  une 
équation  à conftruirc  , qui  fût  au-deflus  du  quatrième  degré,  on. 
la  conftruiroit  par  la  méthode  que  nous  allons  donner. 

De  la  conjlruâion  des  Equations  déterminées , qui JitrpaJfent 
le  quatrième  degré. 

108.  On  enfeigne  plufieurs  méthodes  pour  conftruire  ces 
fortes  d’équations,  mais  ilfuffira  ici  d’enfeigner  celle  qui  eft  là 
plus  générale  Ôc  en  même  rems  la  plus  commode. 

Soit  l'équation**  — a*b  = o,  je  la  multiplie  par  *,  ce  qui  don- 
ne x6 — a4bx= o.  Je  fuppofe  a,  * : r*^y  ; donc  ay=xx,  équa>- 
tion  à la  parabole  quarrée  ; je  fubftitue  dans  la  propofée  trois  fois 
la  valeur  de  ** , ce  qui  donne  atyt  — a*bx=  6 , oujiî  — abx  = o 
équation  à la  première  parabole  cubique. 

Je  conftruis  la  première  parabole  en  élevant  fur  une  ligne  in- 

Aa  iij 
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definie  AP  (Fig.  94.),  une  perpendiculaire  indéfinie  AC  , ôc  fur 
cette  ligne  AC  prife  pour  axe , ôc  avec  un  parametrc=a,  je  décris 
une  parabole  dont  l'arc  indéfini  AST  eft  le  lieu  de  l’équation  xx 

— ay , ce  qui  eft  évident. 

Je  conftruis  la  parabole  cubique_y3 — abx  — o , en  prenant  le 
point  Apourl’origine  des*  , la  droite  AP  pour  la  ligne  des*,  la 
droite  AC  pour  la  ligne  parallèle  auxjr  , & le  paramètre  — 

Je  détermine^  en  lui  donnant  fucccflivement  plufieurs  valeurs, 
& je  cherche  *. 

Jefais^  = o,  ce  qui  donne  £ = * , car  dans  l’équation  _y> 

— abx  — o , ona  x=  yl- , ôc  mettant  o au  lieu  de  yi , on  a x 

= ~bt  ainfi  quand  on  aura  y = o,  on  aura  audi  x = o,  ôc  par 
conféqucnt  la  courbe  pafle  par  le  point  a. 

Je  fais y = a, ce  qui  donne .v  = ~-=L  , je  prens  donc  fur 

AP  la  droite  AO  = “ , ôc  élevant  en  O la  perpendiculaire  OR 

= a , le  point  R eft  un  point  de  la  courbe. 

Je  cherche  de  la  même  façon  plufieurs  autres  points  de  la  cour- 
be en  faifant^=|a, y—  ±a,y=±a  , &c.y=± a, y =$a ,y 
=Y  a,y=%a,  ôcc.  ôc  faifant  palfer  une  courbe  par  tous  ces  points 
la  parabole  fe  trouve  décrite  , & le  point  T où  elle  coupe  la  pa- 
rabole quarrée  eft  la  racine  vraie  de  f équation  x* — a*bx— o , ôc 
entre  les  cinq  autres  , l’une  eft  zéro  , à caufc  que  les  deux  para- 
boles fe  coupent  au  point  d’origine  A , & les  quatre  reliantes  font 
imaginaires,  parce  que  ces  deux  paraboles  ne  fauroient  fe  cou- 
per en  d’autres  points. 

Car  menant  du  point  d’interfeclion  T la  perpendiculaire  TL 
fur  AP  , ôc  la  perpendiculaire  TN  fur  AC  , je  nomme  AL 
= TN  = * , LT  = A N =y , or  par  la  propriété  de  la  parabole 

. .....  a 

quarrée  on  a TN=NA  xa , donc*1  — ay,  Ôc  par  la  propriété 

de  la  parabole  cubique  on  a TL  — AL  x pp , c’cft- à-dire , le  cube 
de  l’ordonnée  égal  au  produit  de  l’abfcifte  par  le  quarré  du  para- 
mefrc,donc_y>=<jê.v.  Nos  deux  équations  locales  font  donc  bien 
conftruites  puifque  nous  retrouvons  leurs  équations  ay = **  ôc yi 

— abx.  Or  cette  fécondé  eft  la  même  que  a'yi  — afbx  ; mettant 
donc  dans  celle-ci  trois  fois  la  valeur  **  de  ay  prife  dans  la  pre- 
mière, nous  aurons  x*—aibx,  ou  x( — a'bx  — o , ou  *! — a* b 
«s=  o , qui  eft  la  propofée. 
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top.  Soit  l’équation  ** — ax* — ^aax>  jaKx1  -+-  344* — <jt 

= 0,  je  fuppofea,  x::.v,^  , donc  <ty  = .v*  équation  à la  pa- 
rabole. 


Je  mets  la  valeur  de  *.v  dans  la  propofée,  fie  j’ai  aayyx  — alyy 

— yaiyx -+•  }a4y-y-  )a*x—  a^  — o , 6c  divifant  par  aa  j’ai  yyx 

— °yy  — 4 4yx-+-  3 aly  -+-  ja'x — *l=  o , qui  cft  une  équation  à 
une  hyperbole  du  fécond  genre  entre  fes  afymptotes  , mais  rap- 
portée a une  ligne  qui  n’cft  pas  un  diamètre. 

Pour  conftruire  cette  courbe  je  détermine^,  fie  je  cherche  les 

valeurs  des  x , ainfi  j’ai  x — “,y  ,J  y~^— 

yy — 

Je  mène  deux  lignes  droites  indéfinies  faifanr  entr’elles  un  angle 
droit  fi  cet  angle  n’eft  pas  donné  (Fig.  pf.),le  point  O eftle  point 
d’origine  des  x;lcs-i-xfe  prendront  iur  OD, les — * fur  OC,  fie  les 
-+-  ou  — ^feront  parallèles  à AB  , les  ~{-y  feront  du  côté  de  F. 

Je  fais  donc  y = 0 , ce  qui  donne  f a ; je  prens 

donc  fur  ODla  partie  OE  = j«,  fie  la  courbe  doitpaficr  par 
le  point  E , puifqu’en  ce  point  on  a^y  — o. 

Je  fais  y = a , ce  qui  donne  x — — qC  ; ainfi  quand  on  aura 

y — a y x fera  négative  fie  infinie,  fie  par  conféqucnt  la  courbe 
doit  s’étendre  du  point  E fie  pafler  dans  l’angle  COB,  fans  s’é- 
loigner jamais  de  la  droite  CO  de  la  grandeur  entière  a , c’eft- 
a-dire  que  ce  ne  fera  qu’à  l’infini  que  la  perpendiculaire  tirée  de 
la  courbe  fur  CO  fera  = a. 

Je  lais  fuccefiivement  y = ~ a,y  = ÿs  a,y  = -Jza , ôte.  juf- 
qu‘à_y=  M,  & je  trouve  x = *=rrr<*;  x = -^a-,  x 

rjt 4 > x — . / ; x =— a’,  x =—  ^-s  a \ x = \ tai 

*=— 42. 


Or  on  voit  par -là.  i°.  Que  les  x deviennent  négatifs  entre  y 

— -j’ô  a,  fit  y=-?z  a,  fit  l’on  pourrait  approcher  de  plus  en  plus  de 
la  valeur  de^  lorfquc  * devicnt=o  j car  fi  au  lieu  de  faite  y 

&>==,40  a,  on  faity  = -^sa,  fit  y = rW»,  &c-  ce 
qui  eft  la  même  chofe  , fit  qu’enfuite  on  fuppofe  y > y 

— ôte.  jufqu’à _y  = -J^; , on  approchera  encore  davantage 
du  point  où  l’on  doit  avoir  * = o;  mais  pour  la  queftion  préfente 
cela  n’cft  pas  néceflaire , parce  qu’on  ne  cherche  que  les  points 
d’interfeâion  de  la  courbe  que  nous  décrivons  avec  la  parabole 
ay  = xx  que  nous  décrirons  enfuite.  a0.  A mefureque  les^s’ag- 
grandiflent,  les  * pofitifs  diminuent  parce  que  la  courbe  s’élargit 
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en  tendant  vers  l'angle  COB,  & par  la  même  raifon les  x néga- 
tifs augmentent. 

Je  fois  maintenant^  = — rs  a,  y— — ,*0  a,  y = — 

&c.  jufqu’àj>  = — M <»= — a,  & je  trouve  x = ffi  a ; x — ffï 


A’ "4*1",  ^ j .v  = jyr , 6cc.a-  = Ju;  or  comme  la  moindre  de 
ces  valeurs  de  x eft  plus  grande  que  la  valeur  x=ÿ  a qui  eft  au 
point  E où  la  courbe  coupe  la  droite  OD , cela  me  fait  voir  que 
cette  courbe  patte  dans  1 angle  AOD  , & qu’elle  s’écarte  de  plus 
en  plus  de  la  droite  AO  à caufe  que  les  valeurs  de  x vont  tou- 
jours en  augmentant , ce  que  l’on  peut  voir  encore  mieux  en  fai- 
fant^  = — 2<j,_y= — 5 a,  & ainli  de  fuite  à l'infini. 

Puifque  nulj  pofitif  de  la  courbe  ne  peut-être  = a qu’à 
l’inlini,  il  eft  év  ident  que  fi  je  prens  fur  la  droite  OB  la  partie  OF 
—a,&c  que  du  point  F je  mène  une  droite  indéfinie  MN  paral- 
le  à CD,  cette  droite  MN  fera  l’afymptote  de  la  courbe  & de 
fa  compagne  qui  patte  du  côté  de  B & que  nous  allons  d’écrire. 

Jcfais_y  = f;<j,^=  \la,y—  &c.  jufqu‘à^=  ;°  = 2«, 
ce  qui  me  donne  x =-L~  a , x = ~~  a , x=-~-  a ,x=  ^—a 


x=1r, ,-a,x=^a,x= 


_Li 

M 


-a.X’. 


» 6 


1 y 

1 OP 

* 9 


a y X 


i » 4 

ir  u y 

t O O 

““  IOO 


a— a. 

Or  toutes  ces  valeurs  de  * vont  en  diminuant  à mcfiire  que 
les  y augmentent , & par  conféqucnt  cette  courbe  s’éloigne  de 
l’afymptote  MN  du  côté  de  M , & elle  s’en  approche  du  côté  de 
N ; & l’on  peut  attentent  déterminer  le  point  où  elle  coupe  la 
droite  OB,  car  fi  l’on  fait_y  ==  {-  a,y=  3 a,  &c.  on  trouvera  * 
= olorfqu’on  aura^  = 3«. 

Cette  courbe  étant  ainfi  décrite  , je  décris  fur  le  diamètre  OB 
& avec  un  paramétré  = a une  parabole  ROS , & menant  par 
les  points  où  elle  coupe  la  courbe  des  perpendiculaires  au  dia- 
rnerre  AO , celles  qui  font  dans  l’angle  DO  B font  les  véritables 
racines  de  l’équation , celles  qui  font  dans  l’angle  COB  font  les 
laudes , & la  cinquième  eft  imaginaire. 


Car  du  point  S menant  S Q perpendiculaire  à OD  , je  nom- 
me OQ  = a:  , QS  —y  ; or  par  la  propriété  de  la  parabole  on  a 

* a _»  —.a  __a 

OQ  ou  bP  = PO  x a ou  SQ  y.  a , donc  .va:  = Æy , & par  la  pro- 
priété de  la  courbe  en  a x = , ou  yyx  — yayx 

-3-  ja'-x  — ayy — ja^y-f-aî,  & multipliant  de  part  6c  d’autre  pat 
m , à caufe  que  nous  avons  divifé  par  aa  lorfquc  nous  avons  fait 

x 
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x=‘~-,  ôcc.  on  aura aayyx — 4 a.'iyx-b-$a*x=aiyy — j a4y-+-a!; 

ôc  fi  dans  cette  équation  nous  mettons  la  valeur  xx  de  ay  , nous 
retrouverons  ** — ax* — ya-x?  -+■  jahx1  -4-  ya*x — <j'=o  qui  eft 
l’e'quarion  propofée. 

Si  on  veut  trouver  par  la  defcription  de  la  courbe  la  valeur 
de  quelqu’une  des  racines  de  l’équation  propofée,  comme  par 
exemple  la  valeur  de  PS  ; on  fera  attention  que  lorfqu’on  avoit 
y — 2a  on  avoit  x=a,  ôc  comme  par  la  propriété  de  la  parabole 
on  a xx  —ay , il  eft  évident  que  y = 2a  n aboutit  pointa  un  point 
de  la  parabole , car  fi  on  le  multiplie  par  le  paramétré  a on  aura 
aaa , au  lieu  qu’en  multipliant  fon  x par  lui-même  on  n’a  que 
aa,  lequel  étant  moindre  que  2 aa,  fait  voir  que  cet  a;  n’aboutit 
point  à la  parabole;  ainli  il  faut  chercher  un  x plus  grand,  5c 
pour  cela  on  trouvera  ci-defius  que  lorfqu’on  avoit_y  = a,  on 
avoit  x — -y/  a=\9ta  -,  faifant  donc  le  quarré  de f*  a on  trouvera 
a1 , ôc  comme  y=\~a  multiplié  par  n donne  | * aa  plus  grand 
que  aa , il  s’enfuit  que  x = ff  a eft  trop  petit , 6c  que  fon  ex- 
trémité eft  dans  la  parabole , 6c  on  trouvera  de  la  même  façon 
que  le  * correfpondant  à y — J * az  efl  trop  grand , de  même  que 
celui  qui  correfpond  à a , donc  la  vraye  racine  eft  entre  x 
correfpondant  à y = -J-J  a 6c  x correfpondant  à y = a , faifant 
donc^=fü <»,  ôc  y=  a,  ôc  enfuite  cherchant  les  .vcor- 
refpondans  2y==~a,y—{i^a,y=r^a,  ôcc.  on  appro- 
chera encore  davantage  de  la  valeur  de  SP,  6c  on  la  trouvera 
même  en  continuant  de  la  même  façon , fuppofé  quelle  ne  foit 
pas  incommenfurablc. 

1 10.  Toutes  les  équations  du  cinquième  dégré,  du  fixiéme, 
du  feptiéme , ôcc.  à l’infini  pourront  toujours  fe  conftruire  de 
même  que  nous  venons  de  conftruire  la  précédente  ; c’eft-à-dire 
en  prenant  d’abord  la  parabole  ay  = xx,  puis  fubftituant  dans  la 
propofée  la  valeur  ay  de  xx , ce  qui  donnera  toujours  une  autre 
équation  dans  laquelle  l’une  des  inconnues  ne  fera  qu’au  premier 
degré  ; c’cft  pourquoi  conftruifant  la  courbe  de  cette  équation, 
6c  la  parabole  ay  — xx,  les  interférions  de  ces  deux  courbes 
donneront  toujours  les  racines  cherchées. 
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CHAPITRE  VIII- 

De  la  folution  des  Problèmes  déterminés. 

T il. T Orfqu’cn  cherchant  la  folution  d’un  Problème  on  par- 
.L  vient  à une  équation  où  il  ne  refte  plus  qu’une  incon- 
nue , le  Problème  s’appelle  déterminé , fie  comme  on  réfout  les 
Problèmes  indéterminés  par  les  lieux  Géométriques,  on  réfout 
auffi  les  Problèmes  déterminés  par  la  conflrucHon  de  leur  équa- 
tion ; ainfi  qu’on  va  voir  dans  les  exemples  fuivans. 

112  .Un  demi-cercle  AEC  étant  donné  (Fig.  p5.)  & une  droite  HI 
donnée  de  p option , & parallèle  au  diamètre  AC , mener  de  P extrémité 
A du  diamètre  AC  une  droite  AO  à la  droite  HI,  enjorte  que  fa 
partie  AE  comprife  dans  le  demi -cercle  foit  égale  à J a partie  ex- 
térieure EO. 

Suppolànt  la  choie  faite , je  mene  line  droite  AO , & du  point 
E où  elle  coupe  la  circonférence  du  cercle , je  mene  la  droite  FL 
perpendiculaire  entre  le  diamètre  AC  , ôc  la  donnée  HI;  les 
triangles  AEL,  OEF  font  femblables , ôc  comme  par  la  fuppolî- 
tion  on  a AE  = EO , ces  deux  triangles  font  parfaitement  égaux 

Je  nomme  AC=«,FL  = £,  EL =-L£,  AL  = *,&  par 

conféquent  LC  = a — x ; or  par  la  propriété  du  cercle  nous 
* 

avons  AL  x LC  = ÈL , donc  ax  — xx  = ± bb  , ou  xx  — ax  = 
— ~bbi& c toutes  les  conditions  du  Problème  étant  remplies  j’ai 
une  équation  déterminée  du  fécond  degré,  flt  il  s’agit  de  trouver 
la  valeur  de  #= AL,  c’eft-à-dire  le  point  L où  je  dois  élever  la 
perpendiculaire  LE  afin  qu’elle  foit  égale  à FE. 

Pour  cela  j’ajoute  ~aa  à chaque  membre  de  l’équation  xx — ax 
— — jbbf  ce  qui  donne  xx — ax-+-±  aa  — \ aa — ^ bb , je  tire  la 
racine quarrée  fie  j’ai  x — \ a=V$  aa  — ±bb,  je  retranche -J-  a 
de  part  fit  d’autre  , ce  qui  donne x=~a-+-\/±aa — ^fôquieft 
la  première  racine  de  l’équation,  fit  la  fécondé  eft  x = ±a 
• — — Çbh. 

Pour  conftruire  la  première , j’élève  au  centre  Q le  rayon  QP 
perpendiculaire  furie  diamètre  AC, je  décris  fur  ce  rayon  pris  pour 
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diamètre  un  demi-cercle  Q HP  dans  lequel  j’inferis  la  corde  PH 
égale  à la  moitié  de  la  perpendiculaire  FL  tirée  entre  AC  & HI,Ôc 
menant  du  point  H l'autre  corde  HQ, j’ai  dansle  triangle  rectangle 

QHD,  QH  = PQ — PH,  Ôc  parconféquent  QH  =.±aa — \bb, 
je  porte  QH  fur  QC  de  QenL,  ôc  j’ai  AL  = AQ-t-  QL==jg 

■+-  V\aa — \bb  t donc  CL  = QC  — QL  = |« — v'^aa  — ~bl\ 

1 * 

or  par  la  propriété  du  cercle  on  a LE  = AL  x LC  , donc  LE 

= -a-t-V  \aa  — {Tl  x-ja — y'jaa — ~Tb=  ~ bb , donc  la  per- 
pendiculaire LE  tirée  fur  le  point  L eft  7 b , 6c  en  effet  donnant 
a AL  & à CL  leur  premières  valeurs  x ôc  a — x , on  retrouve  eue 

— xx  = ~ bb  ou  xx  — eu t— — \bb  qui  eft  l’équation  que  nous 
avions  à conftruire. 

Pour  trouver  la  fécondé  racine , je  retranche  QH  de  AQ  de 
Q en  R,  6c  j’ai  AR=AQ — QR  — — - — 7 ^ > donc 

RC  = QC-f-RQ=iii-t- — \bb  j’éleve  la  perpendieu- 

a 

laire  RV,  6c  par  la  propriété  du  cercle  j’ai  RV  = AR  x RC  , 

donc  R V b b 6c  RV —\b,  6c  en  effet  appellant  AR  = x &c 

RC  = 4 — x,  on  aura  encore  ax  — xx=$bb  ou  xx  — ax  = 

— ~ bb , donc  menant  de  l’extrémité  A par  les  points  E , V , les 
droites  AO,  AT , ces  deux  droites  feront  coupées  chacunes  en 
deux  parties  égales,  6c  au  lieu  d’une  feule  ligne  qu’on  demandent 
coupée  de  cette  forte  on  en  aura  deux , ce  qui  fait  voir  que  l’a« 
nalyfe  fait  fouvent  découvrir  beaucoup  plus  qu’on  ne  demande. 

1 1 j.  Trouver  deux  moyennes  proportionnelles  entre  deux  lignes  don- 
nées AB , CD , ( Fig.  517.  ). 

Je  nomme  AB  —a,  CD  = b , 6c  la  première  des  moyennes 
proportionnelles  x , ces  deux  proportionnelles  formeront  avec  les 
deux  lignes  données  a,  b,  une  progreffion  de  quatre  termes  dont 
le  premier  fera=»  a,  6c  le  fécond  x , ainfi  la  progreftion  fera  : : a, 

* , ^ , ôc  ce  dernier  terme  ~ fera  égal  a b , donc  ~ = b ou 

xi  — a1  b ou  xi  — a-b  = o , ainfi  il  s’agit  de  conftruire  cette  équa- 
tion pour  trouver  la  valeur  de  x. 

Je  multiplie  xi  — alb  = o par  x , ce  qui _ donne  x4 — albxe=o 
qui  eft  une  équation  du  quatrième  degré,  je  fuppofe  a,x::x,y , 
6c  j’ai  ay—  xx  équation  a la  parabole. 

Je  mets  dans  x4  — d'-bx  = o une  fois  ay  au  lifcu  de  xx , ce  qi 
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donne  ayxx — a'-bx  — o , équation  à l’hyperbole  entre  Tes  afym- 
ptotes  qui  fc  réduit  a^.v — ab  = o. 

Je  mets  dans.v* — a'-bx  — o , deux  foisqy  au  lieu  de  .v+,  6c 
j ai  aayy  — a'bx  = o , ou yy  — bx=o  équation  à la  parabole. 

J’ajoute  enfemble  les  deux  équations  à la  parabole , ce  qui 
donnc_y_y  -f-xx — ay  — bx  = o , équation  au  cercle. 

Je  retranche  la  première  équation  à la  parabole  de  la  fécondé  , 
& j’ai  yy — ay — bx—o,  équation  à l’hyperbole  rapportée 
à fon  diatnetre.  ' 

Les  équations  locales  font  donc 

Ie.  xx  — ay  = o à la  parabole. 

II.  yy  — bx  = o à la  parabole. 

III.  yx~  — ab  — o à l’hyperbole  entre  fes  afymptotcs. 

IV . yy  -+~  xx  — ay  — bx  = o au  cercle, 
y . yy  — xx-+-  ay  — b x = o à l’hyperbole. 

Je  confirais  la  fécondé  yy — £x  = oen  décrivant  avec  le  pa- 
ramétré = b une  parabole  CDE  ( Fig.  ÿ-j.  ) 6t  comparant  les  ter- 
mes de  la  quatrième  avec  ceux  de  la  formule  générale  du  cercle 
( Chapitre  III.  ) je  trouve  n = o,  m — e,  i ,\a—rt\b=s} 
rr  ss—tt  ou^  aa-i-^bb  — tt. 

Je  prens  donc  fur  le  diamètre  DO  de  la  parabole  la  partie  DQ 

— jbi  j’éleve  au  point  Q la  perpendiculaire  QR  = , 6t  me- 

nant la  droite  DR  je  décris  du  centre  R 6c  du  rayon  DR  un  cer- 
cle qui  coupe  la  parabole  en  un  point  N , d’où  je  mene  NT 
perpendiculaire  fur  l’axe , 6c  NT  en  la  véritable  racine  de  l’équa- 
tion x* — a-bx= o , 6c  les  autres  font  imaginaires,  donc  NT  efl 
la  première  des  deux  moyennes  proportionnelles  cherchées. 

Par  la  propriété  de  la  parabole  on  a NT= DT  xe,  nommant 
donc  DT  = x,  NT  =y  nous  aurons_yy  = bx.  Parla  propriété 

du  cercle  on  a NV  = RZ  — 1ÏV;  mais RV=  QT=DT— DQ 
= * — t 4 , 6c  NV  = NT  — T V = — is,& RZ  = RD 
—V ~aa-+-±bb*  caufe  du  triangle  rectangle  DQR , dont  le  côté 
Q — t ^ > & le  côté  QR = - a ; menant  donc  ces  valeurs  dans 

NV  = RZ  — RV  nous  aurons  y»1  — ay  -y-±aa  = 2iaa-\r\bb 

— xM -bx  — ~bb  qui fe  réduit àj1-*-*1 — ay — bx  — o qui  cil 

I équation  au  cercle,  6c  mettant  dans  cette  équation  la  valeur  de 
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y prife  dans  la  première  équation  à la  parabole , nous  aurons  *~ 

H-*1 — x1 — bx  — o,  ou  *4  — aïbx-=.  o Sx  divifanc  par  a: ; xi 
. — a1b=o  qui  eft  l’équation  propofée. 

On  peut  trouver  la  même  chofe  en  combinant  enfemble  les 
deux  équations  à la  parabole , ou  bien  la  première  équation  avec 
la  quatrième , ou  avec  la  cinquième , ou  encore  la  troifiémc  avec 
la  quatrième , &c. 

La  première  des  deux  moyennes  proportionnelles  étant  trou- 
vée on  aura  l’autre  en  prenant  une  moyenne  proportionnelle  en- 
tre x Sx.  b. 

Si  l’on  demandoit  trois  moyennes  proportionnelles  entre  a Sx 
b , on  en  prendroit  une  entre  a Sx  b que  j’appellerai  m , ce  qui 
donneroit  : : a , m , b , puis  on  en  prendroit  un  autre  / entre  a Sx  m , 
Sx  une  autre  n entre  m Sx  b,  Sx  l’on  auroit  ::a , l , m , n ,b. 

De  même  fi  l’on  demandoit  cinq  moyennes  proportionnelles 
entre  a Sx  b,  on  prendroit  une  moyenne  proportionnelle  m entre 
a Sx  b , puis  deux  entre  a Sx  m , Sx  deux  entre  m Sx  b. 

De  même  encore  fi  l’on  demandoit  fept  moyennes  proportion- 
nelles entre  a,  Sx  b. 

On  prendroit  une  moyenne  proportionnelle  m , puis  trois  en- 
tre a Sx  m , Sx  trois  entre  m Sx  b. 

Si  l’on  en  demandoit  5» , on  prendroit  m , puis  quatre  moyen- 
ne entre  a Sx  m,  Sx  quatre  entre  m Sx  b , ce  qui  fe  fait  comme 
nous  l’cnfeigncrons  bientôt,  Sx  fi  l’on  en  demandoit  onze  , on  en 
prendroit  cinq  entre  a Sx  m , Sx  cinq  entre  m Sx  b , &c.  de  forte 
que  quand  le  nombre  demandé  eft  impair , on  peut  toujours  ré- 
duire le  Problème  à une  équation  beaucoup  intérieure  , ce  qui 
ne  peut  fe  faire  quand  le  nombre  demandé  eft  pair. 

1 14.  Trouver  quatre  moyennes  proportionnelles  entre  deux  lignes 
données  AB  , CD  ( Fig.  98.  ) 

Suppofantla  chofe  faite  je  nomme  AB  = a,  CD,é,  & la  pre- 
mière des  quatre  moyennes  proportionnelles  x , la  progretlion 

fera  donc  ::a,  x , ^ & nous  aurons  ~ — b , donc 

xi  — a^b  ou  xi  — a4A  = o,qui  eft  une  équation  déterminée  du 
cinquième  degré,  je  multiplie  cette  équation  par  .v=o,  ce  qui 
donne  x6  — a*bx  — o équation  dufixiéme  degré. 

Pour  conftruirc  cette  équation,  jefuppofe  a ,x:  : x,y,  donc  ay 
~ xx  équation  à la  parabole,  je  mets  dans  a6 — a'bx  =0  trois 
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fois  ay  au  lieu  de  x 6,  fit  j’ai  — a*bx  = o ouyl  — abx  — oÿ 

équation  à la  première  parabole  cubique. 

Je  rnene  deux  lignes  droites  indéfinies  FS,FHfaifanrenrr’el- 
les  une  angle  droit  ; je  prens  fur  FS  la  partie  FP  = a fit  avec  FP 
pris  pour  paramétré  , je  décris  au  tour  du  diamètre  FH  une  pa- 
rabole quarrée  FOR. 

Je  prens  fur  FH  la  partie  FM  = V ab , 6c  avec  ce  paramétré 
je  décris  aurour  du  diamètre  FS  une  parabole  cubique  FOV, 
fit  menant  du  point  O où  elle  coupe  la  parabole  quarrée  une 
droite  ON  parallèle  à FP,  cette  droite  ON  eft  la  première  des 
moyennes  proportionnelles , ainfi  les  autres  feront  faciles  à trou- 
ver. 

Car  du  point  O abbaiffant  une  perpendiculaire  OS  fur  FS  , 
je  nomme  FS  = x,  SO  =y  ; donc  à caufe  des  parallèles  , FN 

= OS=y,  fit  ON  =FS  = at;  or  par  la  propriété  de  la  para- 
% 

bole  quarrée , j’ai  ON  = NF  x FP , donc  x 1 — ay,  fit  par  la  pro- 

1 a 

prieté  de  la  parabole  cubique  OS  = FS  x P M , donc  y 5 — abx  ,‘ 
fit  multipliant  par  a>  j’ai  aiyl  = a*bx , fit  mettant  au  lieu  de  ay 
fa  valeur  xx , jûx6  — a*bx,  fit  divifantparx,  x*  =a*b=o  qui 
eft  l’équation  propofée. 


Si  l’on  demandoit  fix  moyennes  proportionnelles  entre  a fie 
b la  progreflïon  feroit  : : a,  x , ïï  , Ü f , jjj  f , *L  , & par 


conféquent  on  auroit  C = b ou  x 1 — a6 b = o , fie  multipliant  par 
x on  auroit  x8  — <j‘Ax=o  qui  eft  une  équation  déterminée  du 
huitième  degré,  ainfi  pour  la  conftruire  on  feroit  a,  x::x,y,  ce 
qui  donneroit  ay=xx  équation  à la  parabole  quarrée , fie  met- 
tant ay  au  lieu  de  xx  dans  x8  — a(bx=  o , on  auroit  — afibx 
t=  o,  ou  y4  — albx  = o équation  à la  première  parabole  du  troi- 
fiéme  genre , on  décriroit  donc  cette  parabole  en  déterminant 
y fie  cherchant  x , après  quoi  conftruilant  la  parabole  quarrée, 
le  point  d’interfedion  de  ces  deux  courbes , donneroit  la  pre- 
mière des  fix  moyennes  proportionnelles,  fit  les  autres  feroient 
enfuite  faciles  à trouver. 

Et  fi  on  demandoit  huit  moyennes  proportionnelles  , ou  dix 
ou  douze  , fitc.  on  réfoudroit  toujours  la  queftion  par  le  moyen 
d’une  parabole  quarrée , fit  d’une  première  parabole  du  quatrième 
genre , du  cinquième , du  fixiéme , fitc. 
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T 1 y.  Le  fameux  Problème  de  la  duplication  du  cube  , donc 
autrefois  l’oracle  embaraffa  fi  fort  les  Grecs  fe  réfout  par  le 
moyen  de  deux  moyennes  proportionnelles  ; foit  par  exemple 
le  cube  ai  dont  on  demande’  de  trouver  un  cube  double  ; ces 
cubes  feront  donc  comme  1 cftas,  ou  comme  aeftaaa;  or 
ces  cubes  font  en  raifon  triplée  de  la  raifon  de  leur  côtés  , ainfi 

3ue  l’enfe:gne  la  Geometrie , dont  ils  font  entr’eux  comme  les 
eux  premiers  termes  d’une  progreftion  Géométrique  de  quatre 
termes,  dont  le  premier  feroit  a , & le  quatrième  2 a\  c’eft-a-dire 
comme  a cft  à x en  fuppofant  que  le  fécond  terme  eft  x ; car 
par  la  nature  d’une  telle  progreftion  ::a,x,z,  ia , on  a ai , *3 
: : a,  24;  mais  la  raifon  ai  y xi  eft  triplée  de  la  raifon  a,  x , donc 
la  raifon  a,  2a,  eft  aulli  triplée  de  la  raifon  a,  x , & comme  a 
eft  le  côté  du  cube  donné  , x doit  Être  par  conféquent  le 
côté  du  cube  que,  je  cherche?  cela  pofé  je  n’ai  qu’à  prendre 
deux  moyennes  proportionnelles  entre  a ■&  2a , & la  première 
de  ces  proportionnelles  fera  = x. 

1 1 6.  On  peut  aufti  pat  le  moyen  de  deux  moyennes  propor- 
tionnelles trouver  un  cube  égal  à un  parallelepipcde  donné  abc  ; 
car  appellant_y  le  côté  inconnu  du  cube  , on  auraj/3  ===  abc  y ou 
yi — abc= o,  qui  eft  une  équation  déterminée  du  troifiéme  de- 
gré , qu’on  conftruira , de  même  que  nous  avons  fait  pour  trou- 
ver deux  moyennes  proportionnelles. 

117.  Couper  un  arc  de  cercle  ABC  en  trois  parties  égalés  ( Fig. 

99-) 

Suppolânt  la  chofe  faite  , je  nomme  le  rayon  AO  ==  a = 1 
en  prenant  a pour  l’unité,  la  corde  AC=£,  la  corde  incon- 
nue AB  = BD  = DC  = z , & je  mené  par  le  point  B la  droite 
BP  parallèle  à DO. 

Les  trois  triangles  ABO,  BDO,  DOC  font  ifofeeles  , fem- 
blables  & égaux  , ce  qui  cft  évident  > les  triangles  ABO , ABR 
font  encore  femblablcs  , car  ils  ont  1 angle  ABR  & le  côté  AB 
communs  , & l’angle  AOB  égal  à l’angle  BAR , parce  quel  an- 
gle AOB  étant  au  centre  vaut  l’arc  AB  , & l’angle  BAC  étant  a 
la  circonférence , vaut  la  moitié  de  l’arc  BC  qu  il  embrafle , la- 
quelle moitié  eft  égale  à l’arc  BD  égal  à l’arc  BA  ; donc  le  trian- 
gle ABR  eft  ifofeele  , 6t  l’angle  ARB  eft  égal  à 1 angle  ABR  , 
& le  côté  AR  égal  au  côté  AB  ; mais  le  triangle  QDC  eft  égal 
au  triangle  RBA  , donc  QDC  eft  aulTi  ifofeele,  & Ion  a QC 
= CD , ôc  CQD  = CDQ  ; enfin  les  triangles  ARB , BRP  font 
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aulfi  ifofceles  fie  femblables , car  l’angle  PRB  Ôc  le  coté  RB 
font  communs  , ôc  l'angle  BPR  eû  égal  à 1 angle  DQC  a caufc 
des  parallèles  BP,  DQ , mais  DQC=ARB  à caufc  de  l’égalité 
des  triangles  DQC , BRA  > donc , ficc.  cela  pofé. 

Les  triangles  femblables  AOB  , BAR  donnent  AO  , AB  : : 

AB , BR  , donc  i , z : : z , — = BR , 6c  les  triangles  fembla- 
bles, BAR  , RBP  donnent  AB  , BR  : : BR,  RP  , donc  z,  ~ 
: : îî  t *1  = ~ = PR  ; or  QC  = DC  = z , fie  à caufe  des  pa- 
rallèles égales  BP , DQ , on  a PQ=  BD  = z , donc  Ci’  = 2z , 
ôc  comme  en  ajoutant  au  relie  AP  de  la  corde  AC  la  partie  PR  , 
on  auroit  encore  AR  = AB  = z ; il  s’enfuit  que  CQ-+-QP, 
-+-PA-+-  PR  = 3~;  mais  la  corde  AC=b  = CQ-t-QP-4-PA 

-+-PR — PR  = 3 z — j,  donc  on  a b = j z — z*,  ou  z 3 = jz 

— b,  ou  enfin z3  — yz-{-b=o , qui  eft  une  équation  détermi- 
née du  troifiéme  degré. 

Pour  la  conftruirc  je  la  multiplie  par  z=  o,  fie  j’ai  z* — jzl 
-4- bz  = o j je  fais  i , z : :z , y,  donc  iy  = zz,  équation  àla  pa- 
rabole. 

Je  fubfiituc  i y au  lieu  de  zz  dans  z4-+-  jzI-l-iz=o,  6c  j’ai 
yy — $;/-+- 4z=o,  équation  à la  parabole. 

J’ajoûtc  ces  deux  équations  à la  parabole , ôc  j’ai_yy  zz  — \ y 

■4-éz  = o,  équation  au  cercle. 

Je  retranche  la  première  parabole  de  la  fécondé  , fie  j’ai^y 

— zz — 2y  -f-£z  = o,  équation  ài’hyperbolc  rapportée  à fes dia- 
mètres , ficc. 

Je  confirais  la  première  équation  àla  parabole  en  menant  deux 
droites  indéfinies  MH  , MS , qui  fe  coupent  à angles  droits 
{Fig.  ioo.)  , fie  avec  un  paramétré  = i = a,  je  décris  autour  du 
diamètre  NS  une  parabole  TMQ , puis  comparant  les  termes 
de  l’équation  au  cercle  avec  ceux  de  la  formule  générale  ( Chap. 

III.  ) , je  trouve  n = o , m—tj  i , 2 = 2<a  — r,  \b  = — s 
fie  ^aa-i-^bb  = tt  \ c’eft  pourquoi  prolongeant  MH  de  l’autre 
côté , je  prens  MZ  =\b  , j’éievc  en  Z la  perpendiculaire  ZX 

— 2a , fie  menant  XM , le  triangle  rectangle  XMZ  donne  XM 

— * a _____  a 

==  XZ  ZM , donc  X M = 4 -aa  -+-  i bb  — tt . Je  décris  donc  du 

Centre  X ôc  du  rayon  XM  un  cercle  qui  coupe  la  parabole  en 

troil 
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trois  points  , par  lefquels  menant  des  perpendiculaires  fur  l’axe 
MS  , les  deux  PO , RQ  font  les  vrayes  racines  de  l’équation  z4 
— 3zl -I-fe==o,  TV  eft  la  faufTe  ,&  la  quatrième  eft  zéro , par- 
ce que  le  cercle  coupe  la  parabole  en  M qui  eft  l'origine  des  z. 

Car  par  le  centre  X menant  le  diamètre  LF,  6c  du  point  O le 
perpendiculaire  EN,  je  nomme MN=z,  NO  = y,  donc  OP 
t=KE  = MN=z  , & EO  = EN — NO  = ZX — NO=  2a 
— y , ôc  enfin  PM=  ON=jr.  Or  par  la  propriété  de  la  parabole 

OP  =PM  x a , donc  zl  — ay=  \y , Ôc  par  la  propriété  du  cer- 
cle ËÔ  = XF — XE , mais  XE  = NM •+-  MZ  = z-*- i b , donc 
— $ay  -+-yy  = ^aa  -H -j  bb — sz — bz — ~ bb , ce  qui  fe  réduit 
à -+-  zz — 4<jy  -f-  bz  = o , ou  yy  -I-  zz — <fy  -+-Az  = o qui  eft 
l’équation  du  cercle  , ôc  mettant  dans  cette  équation  la  valeur 

Y de  1 y , nous  aurons  z 4-4-zz — qzz -+-bz  — o , ou  z4  — 3Z1 
-+-bz=o-,  & divifant  par  z , nous  aurons  zî — 3z-t-é  = oqui 
eft  l’équation  que  nous  avions  à conftruire. 

Toute  corde  de  cercle  étant  également  foutendantc  du  petit 
arc  quelle  coupe  , ôc  du  grand,  la  plus  petite  racine  OP  des  deux 
racines  vraies  , eft  la  corde  de  la  troifiéme  partie  du  petit  arc 
ABC  (Fig.  99.) , 6c  l’autre  racine  RQ  eft  la  corde  de  la  troifiéme 
partie  du  grand  arc  ASC  ; car  en  faifant  le  calcul  comme  ci- 
defius  pour  cette  racine , nous  retrouverions  de  même  l’équa- 
tion z3  — 3Z-f-A  = 0. 

Mais  comment  faudroit-il  operer  pour  parvenir  à cette  équa- 
tion , fi  l’on  demandoit  de  divilcr  le  plus  grand  arc  en  deux  par- 
ties égales  ? Le  voici. 

Suppofant  la  chofc  faite  (Fig.  10 1.) , je  prolonge  le  rayon  BO 
en  S , & le  rayon  DO  en  R , je  prolonge  la  corde  AC  en  Q 6c 
je  fais  CQ=DC;  du  point  B je  mène  une  droite  BI  parallèle 
à DR  Ôc  qui  rencontre  CA  prolongé  en  I.  cela  fait. 

i°.  Les  trois  triangles  AOB,  BOD , DOC,  font  égaux  ifof- 
celes  6c  femblablcsa  20.  Les  arcs  AB,  CD  étant  égaux,  les  cor- 
des AC,  BD  entre  lelquelles  ils  font  compris  font  parallèles.  30. 
Les  triangles  BOA  , BAS  font  femblables  ; car  outre  l’angle 
ABS  ôc  le  côté  B A qui  leur  font  communs , ils  ont  encore  l’an- 
gle BAOégal  à l’angle  BSA,  lequel  eû  égalàfon  alterne SBD 
qui  eft  égal  i BAOj  donc  le  triangle  ABS  eft  ifofeele  ôc  AS 
= AB. 
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De  même  les  triangles  BIS  , BAS  font  femblables  , car  ou- 
tre le  côté  BS  Ôc  l’angle  BSA  qui  leur  font  communs, ils  ont  enco- 
re l’angle  BIS  égal  à l’angle  SBA , parce  que  les  lignes  BI , DR 
étant  parallèles  , l’angle  BIS  eft  égal  à l’angle  DRQ,  lequel  eft 
égal  à fon  alterne  RDB=SBA, donc  le  triangle  BIS  eftifofcele. 

Par  la  conftruclion  CQ  eft  égal  à AB,  mais  nous  venons  de 
trouver  AS  = AB,  donc  CQ  = AS  , ôc  ajoutant  de  part  & d’au- 
tre la  partie  SC,  nous  aurons  AC=SQ;  de  plus  il  eft  vifible 
parla  conftruclion  que  CS=AR,  ajoutant  donc  de  part  fie  d’au- 
tre la  partie  RS  , on  aura  CR  = AS  , donc  CR  = BA,  mais 
IR  = BD  , à caufe  des  parallèles  IB,  RD,  donc  QI  = QC 
-t-CR-t-RI=  jAB. 

Je  nomme  le  rayon  OB=  i , la  corde  donnée  AC— b,  la 
corde  inconnue  BA  = z,  les  triangles  femblables  BOA  , BSA. 
donnent  OB  , BA  : : BA  , BS  , donc  1 , z : : z,  zz=BS.  De 
même  les  triangles  femblables  BAS,  BIS  donnent  AB,  BS  :: 
BS , IS , donc  z , zz  : z zz  , zî  = IS , mais  IQ  = je  , 6c  SQ 
= AC  = b , donc  IS=IQ  — SQ  = }z  — b , donc  z*  = jz  — by 
& par  conféquent  on  a zi — jz-F-é  = o , qui  eft  la  même  équa- 
tion que  nous  avons  trouvée  ci-deffus. 

1 1 8.  Louper  un  tre  de  cercle  ABCDEF  en  cinq  parties  égales , en 
fept , en  neuf , &c.  (Fig.  102.) 

Supofant  la  chofe  faire  , je  mené  les  cinq  cordes  égales  AB, 
BC , CD,  DE , EF , 6c  les  cordes  AB , AC,  AD  , AE , AF  ; 
je  prolonge  AD,  6c  du  point  C avec  la  corde  AC  prife  pour 
rayon , je  décris  un  arc  qui  coupe  AD  prolongé  en  H , je  pro- 
longe AE , ôc  je  fais  DI=  AD  ; je  prolonge  AF  6c  je  fais  EL 
= AE. 

Par  cette  conftruclion  les  quatre  triangles  ABC,ACH,  ADI, 
AEL  font  ifofeeles  6c  femblables  , à caufe  que  l’angle  de  labafe 
eft  le  même  par  tout  ; de  plus  le  triangle  CDU  eft  égal  au  trian- 
gle ABC  , car  ils  ont  l’angle  DHC  égal  à l’angle  BAC  , 6c  le 
côté  CH  égal  au  côté  AC , 6c  outre  cela  l’angle  CDH  étant 
fait  par  la  corde  DC  6c  le  prolongement  de  la  corde  AD  vaut 
la  moitié  de  l’arc  DC,  plus  la  moitié  de  l’arc  AFD  , 6c  par  con- 
féquent il  vaut  la  moitié  de  l’arc  AFC  ; or  la  moitié  de  l’arc  AFC 
eft  auili  la  mefure  de  l’angle  ABC,  donc  l’angle  CDH  eft  égal 
à l’angle  ABC , 6c  les  deux  triangles  ABC  , CDH  font  égaux  , 
donc  AB  = DH. 

On  prouvera  de  la  même  façon  que  les  triangles  ACD , DEI 
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font  égaux,  ce  qui  donne  El  — AC,  ôc  que  les  triangles  EFL , 
EDA  font  égaux  & FL=AD. 

Je  nomme  la  corde  donnée  AF=3,  la  corde  inconnue  AB 
= DH  = s,  la  corde  AC  = El  = x , la  corde  AD  = FL  = u , 
6c  la  corde  AE  = s ; donc  AH  = AD -t-  DH  = s , AI 

— AE El  = j -+-*•,  6c  AL  — AF-+-FL  = b Or  la  cor- 
de AD  étant  la  corde  de  l’arc  ABCD  divifé  en  trois  parties  égales, 
6c  la  corde  AB=z  étant  la  corde  du  tiers  , il  s’enfuit  par  la  pro- 
pofition  précèdent  que  la  corde  AD  =«  = 32 — z) , en  nom- 
mant le  rayon  du  cercle  = 1 = a. 

Les  triangles  femblables  ABC , ACH  donncntAB,  AC::  AC  , 
AH , donc  z , x : : x , u H-  z , d’où  je  tire  xx  = zu  H-  zz. 

Les  triangles  femblables  ACH,  ADI  donnent  AC,  AH  : : 
AD  , AI,  donc  x,  »<-t-z  : : u , s- f-.v,  d’où  je  tire  sx -\-xx  = uu 
-+-uz  , 6c  mettant  la  valeur  uz-+-zz  de  xx , j’ai  sx-h  uz-i-zz 
— 11  u -+-  uz  ; donc  sx=  nu — zz , 6c  .v=  . 

Pour  avoir  une  autre  valeur  de  x , je  compare  les  triangles  fem- 
blablcs  ABC  , AEL  , ce  qui  donne  AB,  AC  : : AE,  AL,  donc 
z,  x ::  s,  b-\-u,  8c  xs=zl/-r-uz , donc  * = 

Je  compare  les  deux  valeurs  de  x , ôc  j’ai  = -*■  ~^-uz  9 

donc  «h — zz  — zb-t-uz , 6c  mettant  au  lieu  de  « fa  valeur  yz 

— zî , ôc  au  lieu  de  «a  le  quarré  de  fa  valeur , je  trouve  pzl — éz+ 
-t-z6 — zz  — bz-i-  yz1 — a1*  , ou  ze — yz4-!-  yz* — bz—  o , 6c 
cette  équation  eft  déterminée  6c  du  fixiéme  degré. 

Pour  la  conftruirc  je  la  divife  par  z , ce  qui  donne  zs — yz* 
-f-  yz — b = 0 , 6c  l’équation  n’eft  plus  que  du  cinquième  degré , 
je  fuppofe  1 , z::z,  y , donczz=  1^  , équation  à la  parabole  ; 
je  mets  i_y  au  lieu  de  fa  valeur  zz  dans  z5 — yzî-+-yz — b—  o, 
6c  j’ai,  yyz — yyz-4-  yz — b = 0 qui  eft  une  équation  dont  je 
décris  la  courbe  en  donnant  plufieurs  valeurs  fuccelfivcs  , 6c 
cherchant  les  valeurs  correfpondantcs  de  z. 

Je  mené  donc  deuxlignes  droites  AB,  CD  {Fig.  103.),  fai- 
fant  entr’elles  un  angle  droit , le  point  C eft  le  point  d’origine  des 
z , qui  fe  prendront  fur  CD , 6c  faifant  fucceftîvemcnt^  = o , y 

— ,y~  \\>y  — -,'s , ôcc.  je  trouve  les  valeurs  correfpondan- 
tcs de  z qui  me  donnent  la  courbe  VRS  dont  la  droite  B A eft  l’a- 
fymptotc  ; je  ne  décris  point  la  courbe  oppofée  parce  quelle  eft 
inutile  pour  la  folution  du  Problème. 
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Je  prcns  fur  CD  la  partie  CP=  1 —a  & autour  du  diamètre 
CB  , je  décris  avec  le  paramétré  CP  une  parabole  CR  OH , fe 
par  les  points  R,  O,  où  la  courbe  coupe  la  parabole  , menant 
les  droites  RM , ON  perpendiculaires  au  diamètre  CB , la  droits 
MR  eft  la  corde  qui  loutient  la  cinquième  partie  de  l’arc  donné 
ABF  ( Fig . 102.),  & la  droite  ON  eft  la  corde  qui  foutient  la  cin- 
quie'me  partie  de  l’autre  arc  ATF. 

Car  du  point  R (Fig-  ioj.)  menant  RL  perpendiculaire  fur 
CD,  &.  nommant  CL=z,  &LR=^,  on  a par  la  propriété 

4 * 

de  la  parabole  CL  = RM  = RL  x CP , donc  zz  = , & par  la 

propriété  de  la  courbe  on  a CL  = z — * ; ou  yyz  — y_yz 

-J-  yz — b = o , mettant  dans  cette  équation  au  lieu  de^fa  va- 

leur zz,  nous  aurons  z5  — yzî-J-yz — b—o,  & multipliant  par 
z,  nous  aurons  z*  — yz+^-yz1 — bz  = o,  qui  eft  Iequation  que 
nous  avions  à conftruire. 

Si  la  corde  BF  (Fig.  102.)  étoit  égale  au  diamètre  du  cercle, 
alors  les  deux  arcs  qu  elle  foutiendroit  de  part  & d’autre  feroient 
égaux  , & par  conféquent  les  deux  racines  RM , ON  (Fig.  103.) 
feroient  égales,  donc  les  points  R,  O tomberaient  l’un  fur  l’au- 
tre , & la  courbe  SROV  touclicroit  la  parabole  fans  la  couper. 

On  pourroit  à peu  près  de  la  même  façon  trouver  une  équation 
que  l’on  conftruiroit  enfuite  pour  divifer  un  arc  de  cercle  en  fept 
parties,  en  neuf,  en  onze,  &c.  mais  comme  le  calcul  en  eft  ex- 
trêmement long , voici  une  méthode  facile  de  trouver  ces  équa- 
tions. 

1 19.  Il  peut  fe  faire  que  l’arc  donné  foit  ou  moindre  ou  plus 
grand  que  la  demi-circonférence , ou  enfin  égal  ; & le  premier 
de  ces  cas  étant  refolu , fera  comprendre  ce  qu’il  faut  faire  pour 
le  troifiéme , après  quoi  nous  parlerons  du  fécond. 

Soit  donc  l’arc  ACDE  (Fig.  104.)  qu’on  veut  divifer  en  un 
nombre  quelconque  de  parties  égales , comme  par  exemple  en 
trois  , je  fuppofe  la  chofe  faite , & de  l’une  des  extrémités  A de 
cet  arc , je  mene  un  diamerre  AO , & du  point  O les  cordes 
OC  , ÔD,  OE  entre  lefquelles  la  corde  OE  eft  connue  puif- 
qu’clle  eft  la  corde  de  l’arc  OE , complément  de  l’arc  AC  à la 
demi-circonférence. 

Je  prolonge  OC  & je  fais  AP = AO , je  prolonge  OD  ôc  je 
fais  CQ  — CO , je  prolonge  OE  & je  fais  DR  = DO , enfin  du 
point  C je  mené  la  droite  CM  au  centre. 
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Les  triangles  ifofcclcs  O AP,  OCQ,  ODR  font  femblables 
entr’eux , fie  au  triangle  ifofeele  CMO  , ce  qui  eft  facile  à prou- 
ver , à caufe  que  l’angle  fur  la  bafe  eft  le  même  par  tout  ; de  plus 
on  prouvera  aufli  de  même  que  nous  avons  fait  ci-deflus  que  le 
triangle  QCD  eft  t!gal  au  triangle  ACO,  ce  qui  donne  DQ 
= A O , ôc  que  le  triangle  DRE  eft  égal  au  triangle  DCO , ce 
qui  donne  ER  = CO. 

Les  triangles  femblables  CMO,  QCO  , donnent  CM,  CO 
: : CO , OQ , fie  comme  DQ  eft  égal  à AO , nous  avons  CM , 
CO  : : CO  , OD-+-AO  , c’cft-à-dire  que  la  corde  CO  eft 
moyenne  proportionnelle  entre  le  rayon  du  cercle  fie  la  fonnne 
OD AO  des  deux  cordes  voifines. 

De  même  les  triangles  femblables  CMO  , RDO  donnent 
CM,  CO  ::  DO,  OR;  mais  ER  = CO , donc  CM,  CO  : : DO, 
OE  -+-  CO , c’cft-à-dire  le  rayon  du  cercle  eft  à la  corde  OC , qui 
aboutit  à la  première  divifion  de  l’arc  donné , comme  la  corde 
DO  eft  à la  fomme  des  deux  cordes  voifines  OE , CO , fie  com- 
me cela  arrivera  toujours  quelque  grand  que  foit  le  nombre  de 
divifions  de  l’arc  donné;  nous  allons  en  tirer  une  méthode  faci- 
le de  trouver  les  équations  correfpondantes  à toutes  ces  divifions. 

Je  nomme  lé  rayon  CM  = a — 1,  le  diamètre  AO  = 2ja  cor- 
de inconnue  CO  — x 6c  la  corde  donnée  OE  — b , puis  donc 
que  CM , CO  : : CO , OQ  , nous  avons  1 , * : : x,xx  = OQ  , 6c 
comme DQ  = AO  = 2,  il  s’enfuir  que  OD=  OQ — DQ=« 
— 2. 

De  même  puifque  CM,  CO  : : DO  , OR  donc  i , x : : xx — 2 , 
xi  — 2x=  OR  , or  ER=  CO— x- , donc  OE  = OR  — ER 
xi  — 2x — x=xi  — 3.Y,  mais  OE  =£  donc  xi — j.v=i  , ou 
xi  — 3 je  — b = o,  ainfiil  nerefte  plus  qu’à  conftruirc  cette  équa- 
tion xi  — 3* — b = o,  ficleProblême  ferarefolu. 

Où  il  eft  bon  de  remarquer  que  l’équation  xi  — 3* — b—  o dif 
fere  de  l’équation  zx  — jz  -H  b = o,  que  nous  avons  trouvée  ci- 
detTus  (A'.  1 17.)  en  ce  que  le  dernier  terme  n’a  nas  le  même  li- 
gne , 6c  la  raifon  en  eft  que  l’inconnue  que  nous  devons  chercher 
ici  eft  la  corde  OC , au  lieu  que  l’inconnue  que  nous  cherchions 
alors  étoit  la  cordc  AC. 

^Si  l’arc  devoir  être  divifé  en  un  plus  grand  nombre  de  parties , 
commepar  exemple  en 7 (Fig.  toy.),  on  auroit  d’abord OB,  BI 
: : BI , ri , donc  1 , * : : x,  **  =ITP,  6c  à caufe  de  CP  = AI 
— 2 , on  auroit  CI  = xx — 2 , er.fuite  OB , BI  : : CI , I Q , donc 
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i,  x : : xx — 2,  x3 — 2x=IQ,  ôc  à caufc  de  DQ  = BI=x> 
on  auroit  ID  = IQ  — BI=x3 — 3* , de  même  OB , BI  : : ID , 
IR  donc  i , x:  : x> — 3x,x4 — J*1  = IR  6c  à caufe  de  ER  = CI 
= xx  — 2,  on  auroit  IE  = IR  — ER  = x4 — 3 x1 — xx-4-2=x4 

— 4X1  -+-  2 , de  môme  OB , BI  : : El , IS  donc  1 , x : : x 4 — 4.Y1 
-4-2 , x*  — 4*3-f-2X= SI , ôc  à caufc  de  SF  = DI  = x3  — 3*:, 
on  auroit  IF  = IS — SF  = x ' — 4x3  -(-2. y — x î •+■  3 x=x* — y *3 
-4-  yx  , de  même  encore  OB,  BI  : : FI , IV , donc  1 , x : : x* 

— yx3-4-yx,x6 — yx4-4-  yx*  =IV  , 6c  à caufc  de  VG=EI 
= x4  — 4X1  -4-  2 , on  aura  IG  = IV  — VG— .r*  — yx4  -4-  yx1 
— x4-+-4x* — 2— x* — tfx+H-jx1  — 2;  enfin  OB,  BI::IG, 
IX,  donc  1 , x : : xf — 6x4-J-pxl — 2 , x 7 — 6x4  H-px 3 — 2x 
= IX  , 6c  à caufe  de  XH  = FI  = x*  — yx3  -4-  yx,  on  aura  IH 
= x7 — tfxt-4-px 3 — 2x — xf-4-  yx? — yx=  x7  — 7x1  -1-  14x3 

— 7x,  mais  IH  étant  la  corde  connue  eft  = £,  donc  x7  — 7** 
-4-  14x3  — 7 x=b,  6c  il  ne  s’agit  plus  que  de  conftruirc  cette 
équation. 

Les  exprefîions  des  cordes  BI , CI , DI , ôcc.  font  donc 

BI  =x 

CI  =xx — 2 

DI  = x3  — yx 

El  = x4  — 4*'-  -4-  2 

FI  =x*  — yx3-+-  yx 

GI  = x6  — tfx4  px1  — 2 

HI  = x7  — 7x1  -3-  1 4x3  — •jx 

Or  pour  peu  qu’on  y fade  attention  on  pourra  continuer  cette 
Table  à l’infini  ; car  le  premier  rang  perpendiculaire  contient  les 
puifiances  pofuives  de  x,  qui  n’ont  d’autre  coefficient  que  l’uni- 
té : le  premier  terme  du  fécond  rang  perpendiculaire  ne  con- 
tient que  — 2 , 6c  les  fuivans  contiennent  les  puifiances  négati- 
ves de  x , ôc  leurs  coefficiens  font  les  nombres  naturels  3,4, 
y , 6 , ôcc.  qui  viennent  après  le  nombre  2 ; le  troifiéme  rang 
perpendiculaire  contient  -4-  2 dans  fon  premier  terme  , ôc  en- 
fuite  les  puifiances  pofitives  dex,  6c  leurs  coefficiens  font  les 
fommes  lucceffives  des  coefficiens  du  rang  précédent  ; par  exem- 
ple , le  coefficient  y eft  la  fomme  des  coefficiens  2,3,  des  deux 
premiers  ternies  du  rang  précédent  ; le  coefficient  p cil  la  fom- 
me des  coefficiens  2,3,4,  des  trois  premiers  termes  du  rang 
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précédent , & ainfi  des  autres.  On  trouvera  de  même  que  le  qua- 
trième rang  perpendiculaire  contient  d’abord  — 2,  ôc  enfuite 
les  puifiances  négatives  de  x avec  des  coefficiens  qui  font  les 
fournies  fucceflîvcs  des  coefficiens  du  rang  précédent,  &c.  ainfi 
fi  l’on  vouloir  continuer  cette  Table  on  aurait. 


a 
7* 

iéx'-f-  2 
30x3-4-  px 
yox4-4-  2 y jc1 — 2 
77**  -+-  yyx3 — ii.v 
1 1 ax*-4-  toyx4 — j6x'-~+-  2 

&c  ainfi  de  fuite  à l’infini , ce  qui  peut  abréger  beaucoup  de  cal- 
cul ; car  par  exemple  li  l’on  demande  de  divifer  un  arc  moindre 
que  la  demi-circonférence  en  onze  parties  égales  , je  prens  l’cx- 
preffion  x “ — 1 ix7  -4-44X7 — 77*’  -4-  y y xi  — 1 ix  de  la  onziè- 
me corde  ; & comme  cette  corde  eft  alors  connue  & fe  nomme 
b à caufe  qu’elle  eft  la  dernicre , j’ai  tout  d’un  coup  l’équation 
déterminée  x"  — 1 ix3  -+-  44V7  — 77*’ -4-  y yx3  — 1 1 x = Æ , 6c 
il  ne  s’agit  plus  que  d’en  faire  la  conftruélion. 

Si  l’arc  que  l’on  veut  divifer  en  parties  égales  eft  égal  à la  démit 
circonférence  , il  eft  évident  que  la  corde  connue,  c’cft-à-dirc  la 
corde  qui  foutient  le  complément  de  l’arc  donné  à la  demi-cir- 
confércnce  eft  zéro  ; par  exemple  la  corde  OK  (Fig.  1 04.)  devient 
zéro  lorfque  l’arc  AE  vaut  la  demi  circonférence,  c’cft  pourquoi  ft 
l’on  veut  divifer  une  demi-circonférence  en  un  nombre  de  parties 
comme  y , il  n'y  a qu’à  prendre  l’expreffion  a5  — yx3  -4-  y*,  & 
la  faifanr  égale  à zéro,  on  aura  l’égalité  x* — tx3 -4- y*  = o,  la- 
quelle étanr  conftruite  donnera  la  valeur  de  la  corde  x,  & en  ce 
cas-ci  l'équation  pourroit  fe  rabaiffer  en  la  divifant  parx  , ce  qui 
en  rendrait  la  conftruéiion  bien  plus  facile. 

Nous  allons  voir  maintenant  que  les  expreffions  des  cordes 


Diamètre 

2 

i* corde 

X 

2e 

X1  — 2 

3 

*3  — 3* 

4 

x4  — 4X1  -4-  * 

S 

— yx3  -4-  y* 

6 

x4  — 6x*  -4-  px*-— 

7 

X7  — 7x3  1 4x3  — 

8 

x8  — èx4  -4-20X4  — 

9 

x9  — px7  -+-27x3  — 

10 

x10 — tox8  -4-3yx4  — 

1 1 

x"  — 1 ix7  -4-44X7  — 

12 

x1*  — i2XIO-4-y4x8  — 
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que  nous  venons  de  donner  font  les  mêmes  lorfque  l’arc  que  l'oir 
doit  divifer  eft  plus  grand  que  la  demi-circonférence , & qu’il  n’y 
a de  différence  linon  que  dans  l’équation  que  l’on  fait  de  l’exprcf- 
lion  de  la  derniere  corde  avec  fa  valeur  connue , la  grandeur  b du 
fécond  membre  doit  avoir  le  ligne — ; car  par  exemple  au  lieu  de 
faire  xi  — 3 x — b , il  faut  xi  — 3.*=  — b lorfque  l’arc  eft  plus 
grand  que  la  demi-circonférence. 

Soit  donc  l’arc  AFI  ( Fig.  107.  ) qu’il  faut  divifer  en  fept  par- 
ties égales,  je  tire  un  diamètre  AF,  puis  fuppofant  la  divilion 
faite  , je  mène  du  point  F des  cordes  FB,  FC , FD  , &c.  à tous 
les  points  de  divilion  , la  derniere  corde  FI  étant  la  corde  de 
l’arc  FI  qui  eft  l’excès  de  l’arc  donné  AFI  au-deffus  de  la  demi- 
circonférence  eft  par  ccnféquent  connue. 

Je  prolonge  les  cordes  , F'C , F'D  , FE  qui  vont  aboutir 
aux  points  qui  font  fur  la  demi-circonférence  ÀBF  , & je  fais 
BP  = BF , CQ  = CF' , DR  = DF , enfin  je  mené  BV , les  trian- 
gles BVF,  BFP , CQF  , DRF  feront  fcmblables;  ainfi  nom- 
mant le  rayon  BV  = 1 , & la  première  corde  BF  = x,  les  ex- 
prclfions  des  cordes  BF',CF,  DF,  EF  font  x,  xx — 2,  xi — 3.V, 
a4  — 4.x1  -H  2 , comme  on  a vû  ci-deffus. 

Pour  trouver l’exprelTion  de  la  cotde  GF  , je  prolonge  la  cor- 
de GF , je  fais  ES  = EF , & je  mène  la  corde  GE , le  triangle 
GES  eft  égal  & femblable  au  triangle  FED  ; car  l’angle  SGE 
eft  égal  à l’angle  EDF  à caufe  que  ces  deux  angles  font  à la 
circonférence  & embraffent  un  même  arc  FE  , le  côté  ES  eft. 
égal  au  côté  FE  par  la  conftruéHon , & de  plus  l’angle  GSE  eft 
égal  à l’angle  EFD , ce  que  je  prouve  ainli  ; l’angle  FSE  eft  égal 
à l’angle  EFS  à caulè  du  triangle  ifofeele  FES  ; mais  l’angle 
EFS  étant  fait  par  la  corde  EF  & par  le  prolongement  de  la 
corde  GF  vaut  la  moitié  de  l’arc  FE  plus  la  moitié  de  l'arc  GF, 
& par  conséquent  il  vaut  la  moitié  de  l’arc  GE  , donc  GSE  vaut 
aulîi  la  moitié  de  l’arc  GE  , mais  l’arc  GE  eft  égal  à l’arc  ED 
par  la  conflruélion  , & l’angle  EFD  vaut  la  moitié  de  cet  art , 
donc  l’angle  GSE  eft  égal  à l’angle  EFD  ôc  les  deux  triangles 
SGE,  FED  font  fcmblables  & égaux,  ainli  GS=FD  ôc  FS 
*=  GS  — GF  = FD  — GF'  ; c’eft-à-dire  FS  eft  la  différence  des 
deux  cordes  FD,  GF , cela  pofé. 

Les  triangles  ifofeeles  BVF  , EFS  étant  fcmblables , on  a 
BV , BF':  : F'E , FS  où  le  rayon  VB  eft  à la  première  corde  F'B, 
comme  la  corde  EF’  cftàla  différence  des  deux  cordes  voifines 
' FD 
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FD,  FG  ; ainfi  quand  les  cordes  voifines  font  l’une  du  côté  de 
la  demi-circonférence  , ôc  l’autre  de  l’autre  côté  , alors  on  n’a 
plus  comme  auparavant:  le  rayon  eft  à la  première  FB  comme 
une  corde  CF  a la  fomme  des  cordes  voifines  de  CF , mais 
on  a : le  rayon  eft  à la  première  corde  comme  la  corde  FE  à 
la  différence  FS  des  cordes  voifines  de  FE. 

Et  pour  montrer  que  la  même  chofe  arrivera  toujours  à l’égard 
des  cordes  HF , FE  voifines  de  GF , du  centre  G & de  Pintcr- 
vale  GF,  je  décris  un  arc  qui  coupe  la  corde  HF  au  point  O ôc 
je  mene  la  droite  GO  ; le  triangle  GOH  eft  égal  ôc  fcmblable  au 
triangle  GEF  ; car  par  la  conftruêlion  le  côté  HG  eft  égal  au 
côté  GE  , le  côté  GO  au  côté  GF , ôc  l’angle  GHO  ou  GHF 
égal  à l’angle  GEF  à caufc  que  ces  deux  angles  font  à la  circon- 
férence Ôc  embraffent  un  même  arc,  donc  OH  = FE;or  les 
triangles  femblables  B VF,  GFO  donnent  VB,BF  ::GF,FO 
= FH  — FE,  donc:  comme  le  rayon  eft  à la  première  corde , 
ainfi  la  corde  GF  eft  à la  différence  des  cordes  voifines  HF" , 

FE. 

Comme  les  cordes  GF , IF  voifines  de  HF  font  d’un  même 
côté  nous  retrouverons  : comme  le  rayon  eft  à la  corde  FB, 
•ainfi  la  corde  FH  eft  à la  fomme  de  fes  voifines  ; car  prolon- 
geant FI  , ôc  faifant  HZ  = HF  le  triangle  HZI  eft  égal  au 
triangle  HFG  à caufe  du  côté  HZ  égal  au  côté  HF,  du  côté 
HI  é^al  au  côté  HG  ôc  de  l’angle  HZI  égal  à l’angle  HFZ 
égal  a l’angle  GFH  , donc  ZI  = GF  ; or  les  triangles  ifofeeles 
femblables  BVF  , FHZ  donnent  BV  , FB  : : HF , FZ  = FI 
-+-  IZ  = FI  •+•  GF , donc  : le  rayon  eft  à la  première  corde  BF' 
comme  HF  eft  à la  fomme  de  fes  voifines. 

Pour  trouver  donc  les  exprefiions  des  cordes , GF , FH,  FI> 
nous  avons  trouvé  BV,  BF  : : EF' , FS  ôc  F'S—  FD  — GF , 
donc  1 , x : : EF’,  FD  — GF,  ôc  par  conféquent  x x EF  = FD 

— GF , ôc  retranchant  FD  de  part  ôc  d’autre  nous  avons  x x EF 

— FD  = — GF,  ôc  mettant  les  valeurs  de  EF  , FD  nous  au- 
rons x*  — -4-  2x  — xî  -4-  jx  ou  x1  — yxJ  yx  — — GF 

qui  eft  la  même  expreiïion  que  nous  avons  trouvée  ci-deffus  pour 
Fa  cinquième  corde;  mais  nous  trouvons  ici  que  cette  expreffion 
au  lieu  d’être  = GF'  eft  = — GF , c’eft  pourquoi  fi  cette  corde 
étoit  la  derniere  corde  de  l’arc  donné,  ôc  qu’elle  fut  par  confé- 
quent  = b , on  auroit  x*  — yx'-f-  yx  = — b au  lieu  que  Iorfque 
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l’arc  donné  eft  moindre  que  la  demi-circonférence  on  a x* — jx* 

-+-fx=b. 

De  même  nous  avons  trouvé  BV,  BF  r:  GF  , FO  6c  FO 
= FH — FE , donc  B V , BF  : : GF , FH  — FE  ou  — B V, — BF 

— GF,  — FH  -t-  FE  ,donc — i — x : : — GF, — FH  -+-  FE  , 

& par  conféqucnt  ~—zEr~~  ~ — FII-t-FEou — i C- — FE 
= — FH,  6c  mettant  les  valeurs  de  — GF  6c  de — FE  nous 
aurons  x 6 — yx4-f-  yx1 — — a ouxs — 6x4-4-pxJ — a 

= — FH,  fit  cette  exprclfion  eft  la  même  que  nous  avons  trou- 
vée pour  la  lixiéme  corde  lorfque  l’arc  donné  eft  moindre  que 
la  demi -circonférence  , mais  au  lieu  d’être  égale  à FH  , nous 
la  trouvons  égale  à — FH , & par  conféquent  li  FH  étoit  la  der- 
nière corde  de  l’arc  donné  on  auroit  x 6 — 6x 4 -F-  px1  — a =- 
! — b. 

Enfin  nous  avons  trouvé  BV,  BF  : : HF,FZ , mais  FZ  = FI 
*+- GF , donc  BV , BF  : :FH , FI  -+- GF , donc  i , x : : FH , FI 

■+•  FG  ou  — i—  x : FH , — FI  — FG  , donc  »= 

— FI — FG  ou  Fil  •+*  FG  = — FI , 6c  mettant  les  va* 

leurs  de  — FH  6c  -+-  FG  nous  aurons  x7  — 6x*  -+-  pxî  — ax 
1 — x*-f-yx3 — 5XOUX7  — 7x*-+-i4x3  — fx= — FI,  6c  cette- 
valeur  eft  la  même  que  nous  avons  trouvée  pour  la  feptiéme  cor- 
de lorfque  l’arc  eft  moindre  que  la  demi  - circonférence  , mais 
au  lieu  d’être  égale  à FI  elle  eft  égale  à — FI,  ainfi  FI  étant  la 
derniere  corde  onax7 — 7X*-t-  14x3 — -jx— — b. 

Les  expreftions  que  nous  avons  données  ci-defius  pour  les  cor- 
des fervent  donc  également  pour  les  cordes  d’un  arc  donné 
moindre  que  la  demi-circonférence  6c  pour  celles  d'un  arc  plus 
grand  que  la  demi-circonférence , 6c  il  n’y  a Amplement  à ob- 
ferver  qu  à mettre  — b dans  l’équation  de  la  derniere  lorfque  l’arc 
eft  plus  grand  que  la  demi  - circonférence  , 6c  -+-é  lorfqu’il  eft 
moindre. 

120.  Inferire  dans  un  cercle  donné  un  polygone  régulier  de  7 , cotés 
de  p , de  11,  ôcc. 

La  folution  de  ce  Problème  n’eft  qu’une  fuite  de  celle  du  Pro- 
blème précédent;  car  il  eft  vifible  que  fi  l’on  demande  par  exem- 
ple un  polygone  de  fept  côtés , il  n’y  a qu’à  couper  un  arc  égal 
a la  demi-circonférence  en  fept  parties  égales, ôc  la  corde  qui  fou- 
tiendra  deux  de  ces- parties  fera  le  côté  du  polygone  demandé; 
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niais  voici  une  méthode  encore  plus  courte  & qui  donne  des  équa- 
tions plus  faciles  à conftruire  que  celles  que  nous  avons  trouvées 
pour  la  divifion  d’un  arc  en  fes  parties  ; je  fuppofe  que  l’on  ne  de- 
mande que  les  polygones  impairs,  car  les  polygones  pairs  peuvent 
s’inferire  ailé  ment, du  moins  ceux  qui  ne  Impatient  pas  douze  côtés, 
ôc  quant  à ceux  qui  fontau-deflus  de  douze  côtés,  il  n’y  a parmi  les 
pairs  que  ceux  qui  font  doubles  quadruples , &c.  des  polygones 
impairs  j , y , 7 , ôcc.  qui  fouffrent  quelque  difficulté , fit  cette  dif- 
ficulté fe  trouve  réfolue  lorfqu’on  fixait  inferire  les  polygones  im- 
pairs dont  ils  font  le  double  ou  quadruple,  ôcc.  puifqu’il  n’y  a 
qu’à  prendre  la  moitié  ou  le  quart,  fltc.  de  l’arc  du  polygone 
impair  pour  avoir  l’arc  du  polygone  multiple. 

Soit  donc  le  cercle  ABCD  ( Fig . to 6.  ) dans  lequel  on  propofe 
d’inferire  un  polygone  régulier  de  cinq  côtés  ; je  tire  le  diamètre 
AF , ôc  je  divife  la  demi  - circonférence  ABF  en  cinq  parties 
égales , & comme  l’arc  ACF  étant  égal  à la  demi-circonférence 
n’a  point  de  complément  à la  demi-circonférence , ôc  que  par 
conféquent  la  cinquième  corde  que  nous  avons  nommé  ci-deflus 
b elt  zéro , je  prens  dans  la  table  des  cordes  l’expreffion  x* — j x3 
-+-  f x de  la  cinquième  corde,  ôc  j’ai  x* — yxî-f-jx  = o ou  x4 

— fx1  -4-  y = o ; or  le  rayon  AO  étant  = t , ôc  la  première  corde 
FB  = x,la  fécondé  FC=xx — 2,  fi  nous  appelions  cette  fécondé 
cordeznous  auronsz=xx — 2 0uz-+-2  = xx,  ôc  mettant  cet- 
te valeur  de  xl  dans  x4 — yxl  ■+■  j = o nous  aurons  z1  -H  4s  -+-  4 

— yz — 10 -h  y =o,ou  zl — z — 1=0,  qui  cftunc  équation  dé- 
terminée dans  laquelle  z marque  la  corde  l' C qui  termine  l’arc 
AC  cinquième  partie  de  la  circonférence. 

De  môme  fi  on  vouloit  un  polygone  de  fept  côtés , nous  fûp- 
poferions  la  demi-circonférence  divifée  en  lept  parties  égales  ; 
ainfi  par  la  table  ci-deflus , la  feptiéme  corde  feroit  x7 — 7x3-4-14x3 

— 7x  = o,  ôc  divifant  par  x,  x4  — 7x+  -+-  14X1  — 7X  =0  , or  la 
première  corde  étant  x,  ôc  la  fécondé  xx  — 2 , appellant  cette 
fécondé  z nous  aurions  de  môme  que  ci-deflus  z-)-2  = xx,  Ôc 
mettant  certe  valeur  de  xx  dans  x4  — 7x+-f-t4xI — 7X  — o,nous 
aurions  zi  -+■  6zl  -t-  12e  -H  8 — 7Z1  — 28s  — 28  -+-  i+z  -+-  28 

— 7=0  ou  z3  — z*  — az  -4-  1 = o qui  eft  une  équation  déter- 
minée où  z marqueroit  la  corde  qui  termineroit  la  feptiéme  partie 
de  la  circonférence  , ôc  de  la  même  façon  on  trouvera  que  les 
équations  pour  tous  les  polygones  impairs  font  les  fuivantes 
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Pour  3 côtes 

z — 1 

Pour  5 

zz  — z — 1 

Pour  7 

z 3 ZZ  1*  -4-  î 

Pour  9 

z 4 — z*  — — 3*a -H  xz  -4-  r 

Pour  1 z 

z * — z*  — 4c  * 2 -4-  3*  — 

r 

Pour  13 

Z6  Zf  5s4-f-4Z1-|-  6z*  

3z  — 1 

Pour  15 

z7  — z6  — éz  f -4-  f*4  -4-  ioz*  — - 

éz*  — 4z  -4-  r 

Pour  17 

z 8 — z 7 — 7Z6  -f-  6zs  -4-  if*4  — 

zoa*  — iozz -4-  *4- 

I 

Pour  1 9 

z * — z 8 — 8.2. 7 -4-  7*  * -f-  nzs  — 

If*4  20**  -f-  lot*  -4- 

5* 

Pour  11 

z*  0 Z9  — 7 -+-  28*  6 — 

21**  — 35*4  -4-  20**  -4- 

■&  ainfi  de  fuite , ce  que  l’on  pourra  continuer  à l’infini  en  faifant 
les  obfervations  que  nous  avons  faites  ci-dcfius  à l’égard  de  la 
divifion  des  arcs. 

Pour  appliquer  ceci  à un  exemple  , fuppofons  qu’on  demande 
d’inlcrire  une  Figure  régulière  de  treize  côtés  dans  un  cercle 
donné,  je  prens  l’équation  z6 — z* — ys4-f-4zî-t- éz1 — 32 — 1 
= o qui  eft  l’équation  de  ce  polygone  , je  fuppofe  — t , z : : z , 
y , donc  tj=zz  équation  à la  parabole. 

Je  mets  au  lieu  de  zz  fa  valeur  y dans  l’équation  , & jaij’L 
• — ylz  — $yy  -+-  4 zy  -+-  6y  — jz — 1 — 0 , d’où  je  tire  z 

>’  — <jj ' 

y>  — «-+-3  * 

Je  confirais  la  courbe  de  cette  équation  en  donnant  fucceflîve- 
ment  plulieurs  valeurs  à_y,&  cherchant  celle  de  z,  & je  trouve  une 
première  courbe  SRT  , donc  le  fommet  R efi  éloigné  d’un  tiers 
du  rayon  du  cercle  donné  du  point  d’origine  O;  ( je  prens  les  z 
fur  OD , les — z fur  OC , les  4 -y  font  parallèles  à BO  & font 
de  ce  côté,  & les — y font  parallèles  à AO)  ; après  quoi  cette 
courbe  parte  d’un  côté  dans  l’angle  COA  en  s’éloignant  de  la 
droite  AO,  fit  de  l’autre  traverfant  l’angle  COB,  elle  parte  dans 
l’angle  BOD  où  elle  a pour  afymptote  une  ligne  VX  parallèle 
à CD  & qui  eft  éloignée  de  CD  de  la  grandeur  OY  = 1 , l’unité 
efi  le  rayon  du  cercle  donné. 

Au-delà  de  l’afymptote  VX  je  trouve  une  autre  courbe  ZP 
qui  a aurti  VX  pour  afymptote  , ôc  qui  s’éloignant  de  VX  de. 
l’autre  côté  parte  dans  1 angle  BYX  où  elle  a une  autre  afymptote 
que  je  n’ai  pas  marquée  dans  la  Figure  de  peur  de  la  brouiller  & 
qui  eft  parallèle  à CD  & diftanre  de  -J-  du  rayon  du  cercle  & un  peu 
plus  y enfin  j’en  décris  une  troifiéme  EQ  qui  a pour  afymptote 
du  côté  de  E l’afvmptote  de  la  précédente , & qui  après  avoir 
parte  au-delà  de  Q le  replie  vers  Al  (ans  toucher  jamais  la  droite 
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MN  parallèle  à CO  6c  diftante  de  trois  fois  le  rayon  du  cercle  , 
je  n’ai  pas  marqué  le  retour  de  R vers  M,  parce  qu’il  eft  inutile 
q)rcfentcment. 

Cette  courbe  ainfi  décrite  , je  décris  autour  du  diamertre  OB 
une  parabole  MON  avec  un  paramétré  égal  au  rayon  du  cercle 
donné,  6c  des  points  où  cette  parabole  coupe  les  courbes  me- 
nant des  perpendiculaires  fur  Ion  axe  les  perpendiculaires  QI, 
PL,  HK  font  les  trois  racines  vrayes  de  l’équation  s6 — z?,  &c. 
6c  celles  qui  font  de  l’autre  côté  font  les  fauffes. 

Car  du  point  Q menant  QS  perpendiculaire  fur  OD  , je  nom- 
me OS  = z , SQ  —y  6c  le  paramètre  de  la  parabole  =*=  i à caufe 
qu’il  eft  égal  au  rayon  du  cercle  donné  ■,  or  par  la  propriété  de 

la  parabole  on  a OS  ou  IQ  = QS  xiouIOxi,  donc  zz=iy, 
6c  par  la  propriété  des  deux  courbes  on  a OS  = z — — 

ou  yî — ïyy-t-ty — i =ylz — 4yz-J-jz,  ou  enfin  yi — y1z 
■ — $yy  -+-  -+-  6y  — jz — i = o , ôc  métrant  dans  cette  équa- 

tion au  lieu  dey  fa  valeur  zz,  nous  aurons  z6  — z* — yz^-t-^z? 
-b-6z z — yz — i=o  qui  eft  l’équation  du  polygone  demandé. 

Je  décris  donc  le  cercle  acb  avec  le  rayon  donné , 6c  tirant  le 
diamètre  ab  je  prens  la  plus  grande  racine  pofitive  QI , ôc  la 
portant  de  b enc  l’arc  ac  eft  la  treiziéme  patrie  de  la  circon- 
férence , après  quoi  le  polygone  demandé  eft  facile  à dé- 
crire. 

Mais  à quoi  fervent  les  autres  racines  vrayes  PL , KH , ôc  les 
trois  faufTcs  ?le  voici,  du  point  d’originel  dans  le  cercle  je  mene 
les  cordes bc,bd  ,be  ,bf,£tc.  6c  je  dis  que  les  vrayes  racines  QI, 
PL , KH  font  les  valeurs  des  cordes  impaires  bc,be,  bg,  6c  que 
les  racines  faufles  EN,  ZG , a T font  les  valeurs  des  cordes  pai- 
res bd , bf,  bh , ce  que  je  prouve  ainfi. 

Si  nous  divifons  la  circonférence  entière  d'un  cercle  ABCD 
( Fig.  to8.)enun  nombre  impair  de  parties  égales,  par  exem- 
ple en  ij.enforte  que  la  première  foit  l’arc  AB',  6c  qu’ayant- 
mené  du  point  A le  diamètre  AC  qui  coupe  l’arc  oppofé  LI  en 
deux  également , nous  tirions  du  point  C les  cordes  CB , CE , 
CF,  CG,  ôcc.  la  fomme  des  cordes  impaires  CB,  CF,  CH  , 
CL,  CN , CR  fera  égale  à la  fomme  des  cordes  paires  CE , CG , 
CI , CM , CK,  CD  i car  l’excès  de  la  première  corde  impaire 
CB  fur  la  première  corde  paire  CE  eft  égal  à l’excès  de  la  dernière 
corde  paire  CD  fur  la  derniere  impaire  CR , de  forte  que  ce  qui. 
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fe  gagne  d’uu  coté  fe  perd  de  l’autre , ôc  la  même  chofe  arrivera 

à l'égard  des  autres  cordes  impaires  & paires,  donc , &c. 

Si  après  avoir  circonfcrit  le  Poligone  de  1 3 côtés  ABEFGHI , 
ôcc.  dont  le  premier  côté  cil  AB,  ôc  qui  par  conféquent  a un  angle 
en  A , & le  côté  oppofé  LI  coupé  en  deux  également  par  le  dia- 
mètre AC,  nous  en  inferivons  un  autre  d’un  même  nombre  de 
côtés  qui  ait  un  angle  en  C , & dont  le  côté  oppofé  1 , 2 y , foit 
coupé  en  deux  également  parla  diamètre  CA  , ôc  que  nous  me- 
nions à fes  angles  les  cordes  Ci  , C3 , Cy  , C7,  Ôcc.  que  je  n’ai 
pas  marquées  dans  la  Figure  de  peur  de  la  brouiller,  nous  trou- 
verons de  même  que  la  tomme  de  fes  cordes  impaires  C 1 , Cy  , 
C9  , Ciy , C19 , C23  , fera  égale  à la  fomme  de  fes  cordes  pai- 
res C3 , C7  , Cti,Ci7,  C21,  Caj  ; mais  la  fomme  to- 
tale des  cordes  de  ce  Poligone  feroit  plus  grande  que  la  fomme 
totale  des  cordes  de  l’autre  Poligone , ôc  chaque  corde  plus  gran- 
de que  chaque  corde  ; car  la  première  impaire  de  celui-ci  feroit 
Ci , au  lieu  que  la  première  impaire  du  précédent  fetoit  CB 
moindre  que  C 1 , & ainfi  des  autres. 

Les  cordes  des  deux  Polygones  coupent  la  circonférence  en- 
tière en  vingt-fix  parties  égales  , ôc  par  conféquent  la  demi-cir- 
conférence eft  t j.  Or  pourdivifer  la  demi-circonférence  en  ij 
parties  égales,  nous  trouverons  que  l’équation  eft  x‘3 — 13*“ 
-t-ôy*9 — tytfx7-*-  182** — 91*3-4-  1 j.v  = o , mais  t°  cette 
équation  pouvant  être  divifée  par  x = o contient  une  racine  égale 
à zéro.  20.  Le  fécond  rerme  marquant  la  fomme  des  racines  po- 
fitives  eft  égale  à la  fomme  des  négatives.  30.  Il  y a fix  racines 
pofitives  ôc  fix  négatives;  car  fi  nous  corfidérons  la  circonféren- 
ce entière , comme  un  arc  qu’il  faut  divifer  en  1 3 parties  égales , 
nous  retrouverons  pour  l’exprcflion  de  la  derniere  corde  le  pre- 
mier membre  x'i — 13*”  , ôcc.  de  cette  équation;  mais  en  ce 
cas  nous  aurons  fix  cordes  dont  les  exprefiions  auront  le  ligne 
moins , ce  qui  fait  voir  qu’il  y aura  fix  xqui  auront  le  figne  moins. 
Donc  puifqucl'exprelfion  x'i  — ^x1'  ,ôcc.  de  la  derniere  corde 
eft  toujours  la  même , foir  que  l’arc  à divifer  foit  égal  à la  circon- 
férence entière  ou  qu’il  foit  moindre,  il  s’enfuit  que  l’équation 
*‘3  — 13*“,  ôcc.  contient  fix  racines  négatives  ôc  fix  pofitives. 

Maintenant  le  Polygone  inferit  qui  a un  angle  en  C a une  cor- 
de égale  à zéro  au  point  C , Ôc  des  douze  reliantes  la  fomme  des 
fix  impaires  eft  égale  à la  fomme  des  fix  cordes  paires.  De  plus 
la  première  corde  impaire  eft  égale  à la  première  racine  pofitive 
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x de  l’équation  x'i  — 1 jx1' , &c.  donc  lcslîx  racines  pofitives  de 
l’équation  repréfentent  les  fix  cordes  impaires  de  ce  Polygone  & 
les  fix  négatives  repréfentent  les  ftx  cordes  paires. 

Or  dans  la  demi-circonférence  diviféc  en  ij  parties  égales , la 
première  corde  Ci  étoit  égale  à la  première  corde  du  Polygone 
ïnfcrit  qui  auroit  un  angle  en  C,  cette  corde  cft  par  conféquent 
x,  3c  la  fécondé  BC  eft  xx  — 2 ; faifant  donexx — 2 = 2,  j’ai 
z-+-2  = xx,  3c  mettant  cette  valeur  de  xx  dans  l’équation  .y 'J 
— 1 sx” , 6cc.  que  nous  diviferons  auparavant  par*,  nous  au- 
rons z6 — z* — yz*-*-4sJ-t-<5zz — jz — t — c , qui  eft  1 équation 
du  Polygone  inferit  qui  auroit  un  angle  A 6c  dont  le  côté  oppo- 
fé  feroit  coupé  en  deux  parties  égales  du  côté  de  C ; mais  i°.  cet- 
te équation  n’a  plus  que  fix  racines  dont  la  plus  grande  cft  moin- 
dre que  la  plus  grande  x de  l'équation  précédente  puifqu’clle  cft 
égale  à la  première  corde  CB  de  ce  nouveau  Polygone.  20.  Il  y 
a trois  racines  pofitives  & trois  négatives,  ainfique  la  difpofition 
des  lignes  -+-6c  — le  fait  voir.  j°.  Les  trois  racines  pofitives  font 
enfemble  plus  grandes  que  les  négatives  puifque  lelécond  terme 

Îui  contient  la  fonmic  des  unes  6c  des  autres  a le  ligne  moins. 

le  même  dans  le  Polygone,  les  trois  premières  cordes  impai- 
res CB,  CF,  CH  font  enfemble  plus  grandes  que  les  trois  pre- 
mières cordes  paires  CE , CG , CI , Ôt  ces  cordes  font  moindres 
que  les  cordes  correfpondantes  du  Polygone  précédent  ; de  plus 
la  première  corde  impaire  CB  cft  égale  à la  première  racine  po- 
fitive  z ; donc  les  trois  racines  pofitives  de  l’équation  repréfentent 
les  trois  premières  cordes  impaires  3c  les  trois  racines  faulfes  re- 
préfentent les  trois  premières  cordes  paires. 

REMARQUE. 

12 1.  La  folution  d’un  Problème  déterminé  ou  indéterminé 
dépend  prefque  toujours  des  lignes  3c  des  triangles  femblables 
qu  on  confirait  dans  la  Figure  propoféc , car  les  analogies  de  ces 
triangles  vous  font  parvenir  à une  équation  déterminée  ou  indé- 
terminée , laquelle  étant  conftruite  , vous  fait  découvrir  ce  qui 
eft  propofé.  Or  la  confiru£tion  de  ces  équations  eft  facile  après 
tout  ce  que  nous  en  avons  dit , mais  la  difficulté  confifte  à favoir 
tirer  à propos  dans  la  Figure  les  lignes  qui  forment  les  triangles 
femblables  fans  lefquels  on  ne  fauroit  avoir  d’équation  , c’eft 
pourquoi  avant  de  finir  ce  Traité,  je  fuis  bien  aife  d’en  donnée 
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Puifque  AEx  AQ  = ACx  AR  , donc  AE , AC  : : AR,  AQ , 

par  conféquent  AE  -+-  AC , AC  : : AR-+-  AQ , AQ  , & AE 
t AC , AC::  AR— AQ,  AQ  , doncAE-t-AC,  AE— AC 
: : AR-f-AQ,  AR— AQ,  ouAE-i-AC,  CE::  AR-f- AQ, 
QR , & comme  AR  -+-AQ  étant  égal  à 2AQ  -+-QR , la  moitié 
de  AR-+-AQ  cft  AQ-+-7QR,  ouAQ-f-QP,  ou  AP  , li  nous 
prenons  la  moitié  des  deux  derniers  termes  de  la  derniere  pro- 
portion , nous  aurons  AE-+- AC  , CE  : : AP  , QP  ou  SO. 

Ayant  trouvé  AE  , AC  : : AR , AQ  , nous  avons  AE , AE 
— AC::  AR,  AR— AQ,  ou  AE , CE  : : AR,  QR  ou  ST, 
donc  AEx  ST— CE  x AR. 

De  même  ayant  AC  , AE , AQ  , AR,  nous  avons  AC  , AE 
— AC::  AQ,  AR— AQ,  ou  AC,  C£::AQ,  QR  ou  ST, 
donc  ACx  ST  = CE  x AQ. 

Les  triangles  rectangles  ASQ , TR  E étant  femblables  au  trian- 
gle ADE  font  femblables  entr’eux , donc  AQ , QS  : : TR,  RE, 
donc  AQ  x RE  — QS  x TR , mais  OP  — QS  = TR  , à caufe 
des  parallèles  ST , QR , entre  lefquelles  les  droites  SQ , OP , 

a 

TR  font  perpendiculaires , donc  AQ  x RE  — OP. 

Or  de  ceci  nous  allons  tirer  les  Théorèmes  fuivans. 

Second  Théorème.  Si  deux  demi-cercles  ABC,  ADE,  qui  fe 
touchent  en  un  point  A , & dont  les  diamètres  font  fur  une  même  ligne 
AE  ,font  touchés  par  un  cercle  PSD  ; je  dis  que  fi  Ion  mené  le  dia- 
mètre ST  parallèle  à AE  , & que  de  fes  extrémités  on  ahaijfe  les 
perpendiculaires  SQ , T K fur  AE  , le  rectangle  AEx  AQ  du  dia- 
mètre AE  du  grand  demi-cercle  par  la  d fiance  AQ  du  point  d’attou- 
chement A à la  perpendiculaire  AQ  , la  plus  proche  du  point  A efi 
égal  au  re  fl  angle  AC  x AK  , du  diamètre  du  petit  demi-cercle  par  ta 
di fiance  A R du  point  d' attouchement  A à la  perpendiculaire  TR  ta 
plus  éloignée. 

Ttoifiéme  Théorème.  Les  mêmes  chofes  étant  popes , fi  dtt  centre 
O du  cercle  PSD  on  abaiffe  la  perpendiculaire  OP  fur  AE  , la font- 
me  AE-+- AC  des  diamètres  des  deux  demi-cercles  fera  à leur  diffé- 
rence CK,  comme  la  d fiance  du  point  tf  attouchement  A à la  perpen- 
diculaire OP  tirée  du  centre  O , efi  au  rayon  SO  du  cercle  PSD. 

Quatrième  Théorème.  Pofant  toujours  les  mêmes  chofes , le  rec- 
tangle AEx  SI'  du  diamètre  du  grand  demi-cercle  par  le  diamètre 
ST  du  cercle  PST  efi  égalait  rectangle  CE  x AR  de  ta  différence  des 
diamètres  des  deux  demi-cercles  par  la  dfiancc  AR  du  point  d'attou- 
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chement  A à la  perpendiculaire  ta  plus  éloignée  , & le  reÜ  angle  AC 
x ST  du  diamene  au  petit  demi-cercle  par  le  diamètre  du  cercle  PST  , 
eji  égal  an  réel  angle  CE  x AQ  de  la  mime  différence  CE  par  la  dijlan- 
ce  du  point  K à la  plus  prochaine  perpendiculaire. 

Cinquième  Théorème.  Les  mêmes  ckofes  fubftjlant , le  rectangle 
AQ  x RE  des  parties  du  grand  diamètre  AC  comprimes  entre  les  per- 
pendiculaires SQ,  TR,  c T les  extrémités  A,  E,  de  ce  diamètre  eff 
égal  au  quarré  de  ta  perpendiculaire  OP  tirée  du  centre  du  cercle  PS  1\ 

Ces  Théorèmes  que  nous  avons  découverts  ci-deiïus  par  le 
moyen  des  triangles  fcmblables  font  par  eux-mêmes  aflez  curieux, 
& de  plus  ils  vont  nous  fervir  à la  folution  d’une  partie  du  Pro- 
blème. 

Car  fuppofant  qu’on  ne  demande  que  le  feul  cercle  PST , je 
nomme  le  diamètre  AE  = <j,  le  diamètre  AC  = è,  la  diftance 
AR=_y , le  diamètre  inconnu  ST  = QR  = * , donc  RE  = AE 
— AK  — a — y ; AQ  = AR — QR  —y — x,QP  — SO— ix, 
& CE=  AE — AC  —a — b. 

Par  le  quatrième  Théorème  on  a AE  x ST  = CEx  AR  donc 
ax=ay — yb , & x — '-^ff— , par  le  même  Théorème  on  a AC 
x ST  = CEx  AQ  , donc  bx=ay — by  — ax-^-bx  , d’où  l’on 
tire  encore  > ce  qui  n’avancc  rien. 

Parle  cinquième  Théorème  AQx RE  = OP,  maisOP=SO 

--  s 

donc  AQxRE  = SO  , & par  conféqucnt  ay — ax — yy  -i-yx 
= ou  4 ay — 4<w — yyy-\-yyx  — xl , & menant  au  lieu  de 

x fa  valeur  — , & au  lieu  de  xx  le  quarré  de  cett«  valeur  , 
nous  aurons  4 y b — yyy  -+-  4J”l~4r7*  = -rn  & mul- 

tipliant tout  par  aa  , puis  corrigeant  l’cxprcllion  , puis  divifant 
pary,  nous  aurons  4 aab  — 4 ayb=aay — %aby-+-bbyt  ou  4 aab 

= aay  -4-  laby  -4-  bby  &cy~  — ’ i &y  étant  connu  nous 

refoudrons  facilement  le  Problème , car  par  le  fécond  Théorè- 
me nous  avons  AExAQ=ACxAR,  donc  AE,  AC::AR, 
AQ , ou  a,  b : -.y  ,y — x , ainfilcs  trois  premiers  termes  de  cene 
proportion  étant  connus  nous  trouverons  le  quatrième  , & l’ex- 
cès de  y fur  le  quatrième  fera  la  valeur  de  x ; & même  indé- 
pendamment de  ceci  mettant  la  quantité  connue  égale  à.  y dans 
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* = - T-  ) on  trouverait  de  même  la  valeur  de  x. 

Pourconftruirc  réquariotvy  = ; j’en  tire  cette  pro- 

portion a a -+-  iab-\-bb  x ^aa  : : b ,y , c’eft-à-dirc  le  quarré  de  la 
fournie  a-+-b  des  diamètres  des  demi-cercles  , eft  au  quarré  du 
double  2a  du  grand  diamètre  , comme  le  petit  diamètre  b eft  à la 
grandeur  j».  Je  prens  une  ttoilicme  proportionnelle  aux  deux  li- 
gnes a-\-b , 2 a que  j’appelle  m , ce  qui  donne  ::  a -{-b,  ia , m , 
& par  conféquent  a-+-b  eft  à m comme  le  quarré  de  a-+-b  au  quarré 
de  2 a j mais  le  quarré  de  a-hb  eft  au  quarré  de  2a  comme  b'zy 
donc  a-\-b , m::b,y , prenant  donc  une  quatrième  proportion- 
nelle aux  rrois  lignes  a-\-b , m , & b cette  proportionnelle  eft  la 
valeur  dc^  = AR,  c’eft  pourquoi  ayant  trouvé  ci-dcftus  a,  b:  : 
y ,y — x , je  prens  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes 
a t b,  y y & cette  proportionnelle  eft  la  valeur  At  y — * = AQ  , 
ainrt  l’excès  de  AR  fur  AO  , c’eft-à-dire  le  diamètre  ST  ou  QR 
— x , eft  connu  ; diviCtnt  donc  QR  en  deux  également  en  P , & 
élevant  la  perpendiculaire  PO  =7  QR  =7  a-  , je  décris  du  cen- 
tre O & du  rayon  OR  un  cercle  qui  eft  le  cercle  demandé. 

Pour  décrire  un  fécond  cercle  qui  touche  ce  premier  & les 
deux  demi-cercles  donnez,  je  fuppofe  la  cliofe  faite,  & je  vois 
d’abord  que  fi  je  conftruifois  de  la  même  façon  que  pour  le  pre- 
mier j’aurois  des  triangles  femblables  dont  les  Analogies  me  don- 
ncroient  les  mêmes  Théorèmes  que  ci-dcfius  ; mais  comme  ce 
cercle  ne  toucherait  pas  le  diamètre  AE  , je  vois  aufii  que  la  per- 
pendiculaire tirée  de  fon  centre  fur  AE  ferait  plus  grande  que 
fan  rayon  , que  par  conféquent  le  Problème  refteroit  indéterminé 
par  rapport  à ce  fécond  cercle;  car  il  n’eft  déterminé  pour  le  pre- 
mier que  parce  que  OP  étant  égale  à OS=  { x , nous  avons  trou- 
vé deux  différentes  valeurs  de  x que  nous  n’aurions  pas  trouvées 
fans  cette  condition  ; c’eft  pourquoi  il  faut  nécclïairemcnt  quel- 
que cliofe  de  plus  pour  réfôudrc  le  Problème  par  rapport  au  fé- 
cond cercle , & aux  fuivans. 

Du  centre  O du  premier  cercle  ( Fig.  1 1 1.)  je  mené  par  le 
centre  P du  fécond  une  droite  indéfinie,  & du  point  B où  le  pre- 
mier touche  le  petit  demi-cercle  , je  mené  par  le  point  S où  le 
fécond  cercle  touche  ce  même  demi-cercle  une  autre  indéfinie, 
la  partie  SB  fera  corde  du  demi-cercle  ABC , puifqu’ellc  pafiè  par 
deux  points  de  fa  circonférence , donc  elle  ne  fera  point  tangente 
du  fécond  cercle , car  autrement  elle  ferait  aufii  tangente  du 
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demi-cercle  ABC  à caufe  quelle  pafle  par  le  point  d’artouche- 
ment  commun  S , auquel  point  la  tangente  étant  perpendiculaire 
au  rayon  SP  du  fécond  cercle  doit  être  aufli  perpendiculaire  au 
rayon  SV  du  petit  demi-cercle,  qui  eft  en  ligne  droite  avec  SP  ; 
mais  SB  n étant  point  tangente  du  fécond  cercle  & ne  le  coupant 
point  du  coté  de  B , doit  pat  confcqucnt  le  couper  de  l’autre  côte; 
ï'uppofons  que  ce  l’oit  en  I je  mené  la  droite  PI , 6c  je  joints  les 
centres  V,0  par  la  droite  VO  qui  néccflaircmcnt  pafle  par  le 
point  d’attouchement  B , les  triangles  SVB,SPIfo»t  ifofcelcs, 
éc  l'angle  VSB  eft  égal  à l’angle  PSI , qui  lui  eft  oppofé  au  fom- 
met,  donc  ces  deux  triangles  font  femblables  , 6c  l’angle  IPS  eft 
égala  l’angle  SVO,  donc  les  droites  IP,  VO  font  parallèles! 
'•mais  le  rayon  BO  eft  plus  grand  que  le  rayon  IP , donc  les  droites 
OP  , BI  s’approchent  l’une  de  l’autre  du  côté  de  IP  , & leur  pro- 
longcmens  doivent  fe  rencontrer  en  un  point  Q ; or  à caufe  des 
parallèles  OB,  IP  on  a QO,  QP  : :OB , PI , 6c  BO  = HO  , ôc 
PI  = PH  , donc  QO,QP::OH,PH. 

Puifque  QO , QP  : : OH , PM , donc  QO  , OH::QP,PH; 
ôc  QO— OH,  QO::QP— PH,  QP  ou QH, QO ::QR,  QP 
ou  QH  , QR  ::  QO  , QP  ::  QB  , QI  ; donc  QH  , QR 
: : QB , QI;  or  QB,  QI::QBxQS,  QIxQS  6c  QH,  QR 
: : QH  x QH , QR  x QH , donc  QH  x QH  , QR  x QH  : : QB 
x QS  , QI  x QS  ; mais  les  droites  QH  , QS  étant  fccamcs  du  fé- 
cond cercle  le  rectangle  QR  x QH  eft  égal  au  rectangle  QI  x QS, 

a 

donc  QH  x QH  ou  QH  = QB  x QS , 6c  de  ceci  je  tire  les  deux 
Théorèmes  fuivans. 

Sixième  Théorème.  Si  deux  cercla  P , O inégaux  entr  eux  dr 
cjui  fe  touchent  extérieurement  font  aufli  touchés  extérieurement  par 
un  autre  cercle  ABC,  & que  f on  joigne  les  centres  O , P par  une 
droite  & tes  points  d'attouchement  B,  S par  une  autre  droite;  ces 
deux  droites  fe  rencontreront  en  un  point  Q au-delà  du  petit  cercle , dr 
la  dijlance  du  centre  O du  premier  cercle  au  point  Q fera  à la  dijlan- 
ce  du  centre  P au  mente  point  Q comme  le  rayon  OH  au  rayon  PH. 

Septième  Théorème.  Les  mêmes  chofes  étant  pofées , le  quarré 

a 

Q H de  la  di [lance  du  point  Q au  point  d attouchement  H efl  égal  au 
rectangle  QS  xQUi/t/d  di/tance  QS  de  ce  point  au  point  d attou- 
chement S ,par  la  dijlance  QB  de  ce  point  au  point  d'attouchement  B. 

Des  centres  O,  P i,tig-  1 12.),  j’abaifle  des  perpendiculaires 
O.M  , PN  fur  AE , du  point  A pat  P je  mené  AK.  qui  ccupe  OM 
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prolongéen  K ; parle  troifiémc  Théorème  nous  avons  AEh-AC, 
CE  : : AM , OH  ; or  à caille  des  parallèles  QA , PN , OM  nous 
avons  AM , AN  : : QO,  QP  , 6c  nous  venons  de  trouver  QO, 
QP::OH,FH  donc  AM,AN  : : OH,PH;mais  à caufcdes  trian- 
gles femblables  AKM,  APN  on  à AM,  AN  ::  AK , PA  , & à, 
caufe  des  parallèles  AQ , MK  on  a AK , AP  : : QO , QP , donc 
QO , QP  : : OH , PH  ; mais  nous  venons  de  voir  qu’en  menant 
par  les  points  d’attouchement  B,  S ur.c  droite  QB  , clic  rencon- 
tre OQ  en  un  point  Q tel  qn’cn  a Qü,  QP:  : OH,  PH  par  le 
Théorème  lixiemc , donc  ce  point  Q eft  fur  la  tangente  AQ. 

Or  BQ  étant  fecantc  du  demi- cercle  ABC  on  a QBx  QS 

» * 

— AQ  , & par  le  Théorème  précédent  011  a QB  x QS  = QH, 

S 1 

donc  AQ  = QH , & AQ  = QH  d’où  je  tire  ce  Théorème. 

Huitième  Théorème.  Si  deux  demi-cercles  inégaux  qui  Je  tou- 
chent en  un  point  A cr  dont  les  diamètres  font  fur  une  mime  ligne 
font  touchez  par  deux  cercles  O , P qui  fe  touchent , er  qu'apres  avoir 
ment  par  les  centres  O,  P une  droite  indéfinie  OQ  en  mené  par  le 
point  A une  tangente  aux  demi-cercles  , cette  tangente  rencontrera 
OQ  , & l'on  aura  AQ  égal  à la  difiance  QH  du  point  Q ri  la  cir- 
conférence du  plus  éloigné  des  deux  cercles. 

Du  point  A par  le  point  d’attouchement  H des  deux  cercles 
je  mene  la  droite  AV  ; les  triangles  femblables  AQH  , RPH 
donnent  AQ,  QH::PR,  PH;  mais  AQ  = QH,  donc  PH 
= PR;  donc  AV  coupe  la  circonférence  du  cercle  P au  même 
point  où  elle  eft  coupée  par  la  perpendiculaire  PN. 

Les  triangles  femblables  PH  R , HO  V donnent  PH , PR  : : HO, 
\'0;  mais  PR,  = PH  , donc  HO  = VO,  & la  droite  AV 
coupe  la  circonférence  du  cercle  O au  même  point  où  elle  eft 
coupée  par  la  perpendiculaire  MK. 

Les  triangles  femblables  K AV,  PAR  donnent  KV , PR  : : AK , 
AP  ; mais  AK  , AP  : : AM,  AN  ::  OH , PH  comme  on  a vù  ci- 
deflùs ; donc  KV,  PR:: OH,  PH  ; mais  PR=PH,  donc  KV 
— OH  = IiV. 

Les  mêmes  triangles  AKV,  APR  donnent  AK,  AP  ::  KV, 
PR  , & les  triangles  femblables  AKM  , APN  donnent  AK , AP 
::KM , PN  , donc  KM  , PN  : : KV , PR  ou  KM,  KV::  PN, 
PR,  & de  ceci  je  tire  les  Théorèmes  fuivans. 

Neuvième  Théorème.  Les  mêmes  chofes  fubfifiant  comme  dans 
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leThéoreme  8 , fi  du  point  A par  le  point  d’attouchemeut  H det 
deux  cercles  on  mené  la  droite  AV,  cette  droite  coupera  les  deux  cer- 
cles aux  mêmes  points  R , V ois  ils  font  coupés  par  les  perpendiculai- 
res tirées  de  leur  centres  fur  AE. 

Dixième  Théorème.  Pofant  toujours  (es  mêmes  chofes  la  partie 
KV  de  ta  perpendiculaire  KM  comprife  entre  les  droites  AK , AV  ejl 
égale  au  rayon  du  cercle  O. 

Onzième  Théorème.  La  difiance  OM  du  centre  du  premier  cercle 
O à la  droite  AE,  plus  le  diamètre  VM  ou  KO  de  ce  premier  cercle 
ejl  à fon  rayon  KV  ou  VO  comme  la  difance  PN  du  centre  du  fé- 
cond cercle  à la  même  droite  AE  ejl  au  rayon  PR  de  ce fécond  cercle. 

11  eft  évident  que  fi  l’on  décrit  un  troifiéme  cercle  qui  tou- 
che le  fécond  & les  deux  dcmi-circonférenccs , enfuite  un  qua- 
trième qui  touche  le  troifiéme  fie  les  deux  demi-circonférences 
fie  ainli  de  fuite , les  Théorèmes  ci-defTus  auront  toujours  la  mê- 
me vigueur. 

La  difiance  OM  du  centre  du  premier  cercle  étant  égale  à 
fen  rayon  la  droite  KM  eft  triple  de  ce  rayon  , donc  comme  le 
triple  du  rayon  du  premier  cercle  eft  à ce  rayon  , ainfi  la  difiance 
du  centre  du  fécond  cercle  eft  à fon  rayon  ; d'où  il  fuit  que  la 
difiance  PN  eft  triple  du  rayon  PR  ; or  fi  l’on  décrit  un  troifiéme 
cercle  on  aura  la  difiance  PN , plus  le  diamètre  2PR  eft  à PR 
comme  la  difiance  du  centre  du  troifiéme  cercle  eft  au  rayon  du 
troifiéme  cercle  , 6c  comme  PN-H2PR  eft  quintuple  de  PR, 
ainfi  la  difiance  du  centre  du  troifiéme  cercle  eft  quintuple  de  fon 
rayon , & continuant  de  décrire  des  cercles  on  trouvera  que  les 
diftanccs  de  leur  centres  font  à leur  rayons  dans  les  rapports  que 
je  vais  énoncer  dans  le  Théorème  fuivant. 

Douzième  Théorème.  Si  deux  demi-cercles  inégaux  qui  fe  tou- 
chent ( Fig.  109.  ) , & dont  les  diamètres  font  fur  une  même  ligne 
font  touchez  par  d'autres  cercles  qui  fe  touchent  entr'ettx  & dont  le 
premier  touche  le  diamètre  A E;  la  difiance  du  centre  du  premier  au  dia- 
mètre AE  fera  égal  à fin  rayon  ; la  difiance  du  centre  du  fécond  au 
diamètre  AE  fera  triple  de  fon  rayon ; la  difiance  du  centre  du  troifié- 
me fera  quintuple  de  fon  rayon  ; celte  du  centre  du  quatrième  fera 
feptuple  de  fon  rayon , & ainfi  de  fuite  dans  ( ordre  des  nombres  im- 
pairs 1.  3.  5.  7.9.  1 1 , 6cc. 

Maintenant  pour  réfoudre  le  Problème  je  fuppofe  la  chofc 
faite  {Fig.  r 13.  ) , fie  menant  le  diamètre  ST  du  fécond  cercle  fie 
les  perpendiculaires  SQ,  TR,  OP,  je  nomme  AE  =a,  AC =bf 


Digitized  by  Google 


et  le  Calcul  Intégral,  Livre  I.  123 
. AR  —y  , QR  = ST  =x , donc  QP  = ~ x , OP  = | x , AQ 
= AR  — AQ  = y — x , RE=  AE  — AR  —a — y;  ôc  CE 
= AE  — AC  = a — b. 

Par  le  quatrième  Théorème  AE  xST=  CE  x AR,  donc  ax 

— ay  — yb  ôc  x—a~>-. 

Par  le  cinquième  Théorème  AQ  x RE  = OP , donc  ay — yy 
> — ax  -byx  = * xx , êc  multipliant  par  quatre , puis  mettant  la  va- 
leur de  x , ôc  le  quarré  de  fa  valeur  au  lieu  de  .r* , nous  au- 
rons en  multipliant  tout  par  aa , puis  divifant  par  y , $aab=ÿaay 

— 1 4 »yb  -h-  S>ybb  ôc  y= -—■‘g—,. 

Pour  conftruire  cette  équation  je  fais  le  quarré  de  30 , ôc  celui 
de  3^Ôc  les  ajoutant  enfemble  j’en  retranche  le  rctlangle  de  14a 
par  b',  je  fais  un  quarré  mm  égal  au  relie,  ôc  par  conféquent_y 

= ^-j'd’où  je  tire  cette  analogie  mm,  400  : :b ,y , je  prens  une 

troifiéme  proportionnelle  aux  deux  lignes  m , 2a  ôc  l’appellant  n 
] ai  : : m , 2 a,  n , donc  mm , 400  ::m , » , êc  m , n : : b , y ; ainfi  pre- 
nant une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes  m,n,b,  cet- 
te proportionnelle  eft  la  valeur  de^,  quant  à celle  de  .v  je  la  trou- 
verais de  même  que  ci-deffus. 

Et  pour  décrire  un  troifiéme  cercle  , un  quatrième  , un 
cinquième  , ôcc.  faifant  les  mêmes  opérations  je  trouverai^ 

4 aab # 4 

1544 4 6ab-h  15 bb  7 y 4^44  — 94&b  *+*  4-jbb  8lJ4 I 5 tab  -4-  8 \bb 

êc  ainli  de  fuite,  de  façon  que  les  coefficicns  du  premier  Ôc  du 
dernier  terme  du  dénominateur  font  les  quarrez  des  nombres  1. 
3-  J.  7.  9,  ôcc.  6c  les  coefliciens  du  fécond  terme  des  mêmes 
dénominateurs  font  les  doubles  de  ces  quarrés  moins  4.  quant 
au  numérateur  il  efl  toujours  le  même. 

Mais  li  le  Problème  efl  propofé  de  façon  qu’on  veuille  que  le 
premier  cercle  qui  touche  les  deux  demi  - cercles  ne  foit  lui- 
même  qu’un  demi-cercle  , donc  le  diamètre  foit  la  différence 
CE  ( Fig.  1 14.  ) ; je  fuppofe  la  chofe  faite,  6c  menant  le  diametre 
ST  du  fécond  cercle  ôc  les  perpendiculaires  SQ , OP , TR  , 
je  confidére  ce  cercle  comme  s’il  ne  touchoit  que  le  demi-cercle 
AC  6c  le  demi-cercle  AE , 6c  par  le  fécond  Théorème  j’ai  AE 
x AQ  = AC  x AR , donc  AE , AC  : : AR , QA  6c  AE  — AC , 
AC  : : AR  — QA  , QA  ou  EC , AC  : : QR , QA  ou  AC,  EC 
::  QA,  QR. 
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De  même  conlidérant  le  cercle  comme  s'il  ne  touchoit  que 
le  demi- cercle  ABE  6c  le  demi-cercle  CDEqui  fe  touchent  en 
E;  j'ai  parle  même  Théorème  AEx  ER=ECxEQ  ,donc  AE, 
EC:  : EQ,  ER  , 6c  AE  — EC,  EC  EQ—  ER,  ER, ou  AC, 
EC  : : QR , RE , mais  nous  avons  AC , EC  : : QA , Qil , donc 

QA  , QR  : : QR,  RE, 6c  QA  xRE=QK,mais  parle  cinquié- 

mo  Théorème  QAxRE=OP,  donc  QR  = OP,  6c  QR— OP, 
= ST  d'où  je  tire  le  Théorème  fuivant. 

Treziéme  Théorème.  Si  dmx  demi-cercles  qui  Je  touchent  en  un 
point  A & dont  les  dtarnetres  font  fur  une  même  ligne  , Jont  touchés 
par  un  autre  demi-cercle  qui  a pour  diamètre  la  dijjcrcnce  de  leurs  dia- 
mètres , & par  ttne  fuite  de  cercles  qui  s'etitretouchent , & qu'ayant 
mené  un  diamètre  dans  P un  des  cercles  entiers , on  abaijfe  des  ex- 
trémitez  de  ce  diamètre  des  perpendiculaires  ftr  le  d.  ametre  du  plus 
grand  demi-cercle  ; les  parties  de  ce  diamètre  coupées  par  ces  perpen- 
diculaires feront  en  proportion  continue , cr  fi  du  centre  du  premier  cer- 
cle entier  on  a bai  [je  une  perpendiculaire  O P , cette  perpendiculaire 
fera  égale  au  dt ametre  de  ce  cercle. 

La  dillance  du  centre  du  premier  cercle  entier  au  diamètre 
AE  dl  donc  égale  au  diamètre  de  ce  cercle  ; or  par  le  Théorè- 
me 1 1 , la  dillance  OP  plus  le  diamètre  du  cercle  O ell  au  rayon 
de  ce  cercle  comme  la  dillance  NX  du  centre  N du  cercle  fui- 
vant ell  au  rayon  de  ce  cercle  ; mais  OP  plus  le  diamètre  du 
cercle  O cil  quadruple  du  rayon  de  ce  cercle,  donc  la  dillance 
NX  du  cercle  N ell  quadruple  du  rayon  de  ce  cercle  , ôt  fui- 
vant les  mêmes  raifonnemens  on  trouvera  que  les  dillancesdcs 
centres  de  tous  les  cercles  qu’on  peut  décrire  font  aux  rayons 
de  ces  cercles  dans  la  raifon  que  je  vais  énoncer  dans  le  Théo- 
rème fuivant. 

Quatorzième  Théorème.  Pofant  tes  mêmes  chofes  que  dans  le 
Théorème  précédent , ta  dijlance  du  centre  du  premier  cercle  entier  efl 
double  de  Jon  rayon , celle  du  fécond  ejl  quadruple  de  fon  rayon  , cel- 
le du  troijiéme  <■//  fextuple , celle  du  quatrième  oflup/e  , & ainfi 
de  fuite  , félon  P ordre  des  nombres  2.  4.  6.  8.  to.  1 2 , &c.  ou  bien 
mettant  les  diamètres  pour  les  rayons  , la  dtftance  du  centre  du  pre- 
mier cercle  entier  cfl  égale  au  diamètre  , celle  du  centre  du  fécond 
cercle  efl  double  de  fon  diamètre , celle  du  troijiéme  triple , cre,  félon 
l’ordre  des  nombres  naturels  1.  2.  3.  4 , &c. 

Maintenant  pour  conilruirc  le  Problème , je  nomme  les  mê- 
mes 
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mes  grandeurs  , ainlï  que  ci-deffas  ; donc  j’ai  AE  x ST =CE 
x AR  ( Théorème 4.  ) , donc  ax  = ay — yb  6c  x — ; or  par  le 

13.  Théorème  j’ai  AQxRE=QR  = PO  = ST ; donc  ay — yy 
— ax-i-yx  =xx,  Ôc  mettant  la  valeur  de  .v  6c  fou  quarré 
au  lieu  de  xx,  & achevant  le  refte  comme  dans  le  cas  précédent 
je  trouve^  = Pour  *a  va^cur  de  y correfpondante  au 

premier  cercle  entier  ; _y  = pour  la  valeur  dey  cor- 

refpondant  au  fécond  cercle  entiery  = Vm Pour  ^ va' 

leur  de  y correfpondante  au  troifiéme  cercle  entier , 6c  ainfi  de 
fuite , enforte  que  les  coefticiens  du  premier  6c  du  troifiéme  ter-: 
nie  du  dénominateur  font  les  quarrés  des  nombres  1.2.  3.  4.,  ôcc. 
6c  les  coediciens  des  féconds  termes  de  ces  mêmes  dénomina- 
teurs font  les  doubles  de  ces  quarrez  moins  un  , 6c  le  numérateur 
aab  eft  toujours  le  même , quand  à la  conftruélion  elle  eft  trop 
facile  pour  m’y  arrêter  plus  long-tems. 

Ce  Problème  eft  très  ancien  6c  avoir  même  été  réfolu  du  tems 
de  Papptts , mais  j’ai  été  bien  aife  de  le  rapporter , parce  qu’il  eft 
très-propre  pour  faire  voir  aux  commençans  que  la  manière  de 
refoudre  un  Problème  en  fuppofant  la  chofe  faite  donne  fouvent 
occafion  à grand  nombre  de  belles  découvertes  qui  fans  cela  refte- 
roient  dans  l’obfcurité. 

Je  fuis  bien  aife  de  faire  obfcrvcr  en  paflant  qu’il  arrive  quel- 
quefois que  la  feule  confidérarion  des  Figures  6c  de  leur  proprié- 
tés fait  réfoudre  un  Problème  fans  que  l’on  foit  obligé  d’y  em- 
ployer aucun  calcul , j’en  vais  donner  un  exemple  6c  l’on  en  trou- 
vera d’autres  dans  la  faite  de  cet  ouvrage. 

Plufteurs paraboles  ABC,DBE,  FBH,  LBM , ôcc.  (Fig.  1 1 y.) 
ée  différons  paramétrés  étant  décrites  autour  d'un  même  axe  BN , & 
à un  mime  fommet  B , & d’un  point  N pris  Jur  le  diamètre  étant  me- 
nées des  droites  NA,  ND,  NF,  NL,  àtc.  perpendiculaires  furies 
paraboles  trouver  la  courbe  BLFDANCEH  qui  paffe  par  tous  les 
points  où  les  perpendiculaires  coupent  les  paraboles. 

Je  fappofe  les  paraboles  décrites,  6c  leur  paramètres  connus,  je 
prens  fur  N B la  partie  NO  égale  à la  moitié  du  paramétré  de  la  pa- 
rabole ABC,  6c  du  point  O menant  l’ordonnée  OA,  le  point  A eft 
le  point  où  la  perpendiculaire  NA  coupe  la  parabole  ABC  ; caç 
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on  fait  que  dans  la  parabole  la  fouperpendiculaire  NO  eft  toujours 

égale  à la  moitié  du  paramètre. 

Je  prens  de  même  fur  BN  la  partie  NP  égale  à la  moitié  du 
- paramètre  de  la  parabole  DBE  , & menant  l’ordonnée  PD  le 
point  D cft  le  point  où  la  perpendiculaire  ND  coupe  la  parabole 
DBE  j & failanr  la  même  conftruction , je  trouve  les  points  F,  L , 
ôcc.  où  les  perpendiculaires  NF,  NL,  ôcc.  coupent  les  paraboles 
correfpondantes  FBH , LBM , ôcc. 

Maintenant  pour  trouver  la  courbe  qui  pâlie  par  les  points  N,  A, 
D,  F,  L , B,  j'obferve  que  dans  la  parabole  ABC  le  quarré  de  l’or- 
donnée AO  eft  égal  au  rectangle  de  l abfcille  BO  multipliée  par  fon 
paramétré,  que  dans  la  parabole  DBE  le  quarré  de  l’ordonnée  DP 
eft  égal  au  reClangld  de  l’abfcifle  BP  multipliée  par  fon  paramétré, 
& ainfi  des  autres  ordonnées  FQ,  LR  aux  paraboles  fuivantes  ; 
or  les  fouperpendiculaires  ON,  NP,  NQ , ôcc.  étant  les  moitiés 
de  leur  paramétrés  corrcfpondans  font  entr  elles  comme  leur  pa- 
ramétrés; donc  les  rectangles  des  abfcifles  BO,  BP,  BQ,  &c. 
par  les  paramètres  corrcfpondans  font  cnrr’eux  comme  les  rec- 
tangles des  mêmes  abfcifles  BO  , BP  , BQ , & c.  par  les  fouper- 
pendiculaires  NO,  NP , &c.  donc  les  quarrés  des  ordonnées 
AO,DP,FQ,  &c.  font  entr’eux  comme  les  rectangles  BOxON, 
BP  x PN,  BQx  QN,  &c.  mais  quand  les  quarrés  des  ordonnées 
font  entr’eux  comme  les  rectangles  des  parties  que  ccs  ordon- 
nées coupent  fur  un  axe  BN  la  ccurbe  eft  une  Ellipfe  ; donc  la 
courbe  qui  pafle  par  les  points , N , A , D , F , L , B , ôcc.  eft  une 
Ellipfe. 

Pour  trouver  le  paramètre  de  cette  Ellipfe  on  fera  le  quarré 
d’une  ordonnée  AO,  & le  rectangle  correfpondant  BOxON, 

puis  on  dira  par  la  propriété  de  l’Ellipfc  : le  rectangle  BO  x ON 
* 

cft  au  quarré  ÀO  comme  l’axe  NB  eft  au  paramétré  de  cet  axe  , 
& ce  paramétré  étant  trouvé  on  trouvera  l’autre  axe  FH  en  mul- 
tipliant le  paramétré  trouvé  par  l’axe  BN  & tirant  la  racine  quar- 
rée , parce  que  par  la  propriété  de  l’EUipfe  l’axe  BN  eft  à fon 
conjugé  FH , comme  le  conjugué  FH  eft  au  paramétré  de  l’axe 
BN  , ainfi  que  nous  l’avons  démontré  dans  la  troifiéme  pratique 
de  la  Scitncc  du  G i omette  où  nous  avons  traité  des  fe&ions  coni- 
ques. 

Fin  du  premier  Livre. 
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Qui  traite  du  Calcul  Différentiel  & de  Jôn  application 
à la  Géométrie. 


CHAPITRE  PREMIER- 

Des  Principes  du  Calcul  Différentiel. 

Ne  grandeur  qui  cft  moindre  que  tout  ce  qu’on 
peut  a (ligner  , s’appelle  un  infiniment  petit. 

a".  Un  infiniment  petit  comparé  à une  gran- 
deur qui  n’efl:  pas  infiniment  petite , peut  être 
regardé  comme  n’étant  rien  ; car  foit  qu’on  l’a- 
joûte  ou  qu’on  le  retranche  de  cette  grandeur , 
il  ne  fera  jamais  poflible  d’alfigncrraccroificmentou  le  décroiflc- 
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ment  de  cette  grandeur  , 6c  par  conféqucnt  elle  fera  toujours  la  , 
même , ou  du  moins  on  pourra  toujours  la  confidérer  comme 
n’ayant  fouffert  aucun  changement,  fans  craindre  qu’cn  puiffc 
jamais  commettre  aucune  erreur  qui  puiffe  s'aligner. 

De  là  il  fuit , que  fi  deux  grandeurs  qui  ne  font  pas  infiniment 
petites  ne  différent  entr’elles  que  d'une  différence  infiniment  pe-  1 
tite  , clics  peuvent  être  regardées  comme  étant  parfaitement 
égales. 

3°.  De  même  qu’il  y a des  portions  d’étendue  fi  petites  qu’il 
n’eft  pas  poflible  de  les  afïîgner , de  même  aufïi  il  y a des  parties 
de  tems  iï  petites  , qu’il  n’eft  pas  poiïible  de  s’en  appercevoir  ; 
ces  parties  de  tems  s’appellent  des  injlans. 

4°.  Une  ligne,  uncfurface,  un  lolide  peuvent  être  confidé- 
rés  comme  étant  formés  par  le  mouvement  de  l’un  de  leurs  Elc- 
mens  , par  exemple  , une  ligne  droite  eft  formée  par  le  mou- 
vement d’un  point  qui  prend  le  plus  court  chemin  entre  les  extré- 
mités de  la  ligne , ou  qui  fuit  toujours  la  même  direction  ; une 
ligne  courbe  eft  produite  par  le  mouvement  d’un  point  qui  chan- 
ge do  direftion  à chaque  inftant  ; une  furfacc  plane  par  le  mou- 
vement d’une  ligne  droite  qui  avance  toujours  parallèlement  à 
elle  même  le  long  d’une  autre  ligne  droite;  unefurface  courbe 

fiar  le  mouvement  d’une  ligne  droite  ou  courbe  qui  glilfe  paralle- 
ement  à elle-même  le  long  d’une  autre  ligne  courbe  ; un  folide 
re&iligne  parle  mouvement  d’une  futface  plane  qui  avance  pa- 
rallèlement à elle-même  le  long  d’une  autre  ligne  droite,  ôc c. 

y°.  Toute  grandeur  qui  refte  toujours  la  même  fans  recevoir 
des  accroifl'cmens  ou  des  diminutions  infenfibles , s’appelle  une 
grandeur  confiante  ; 6c  toute  grandeur  qui  à chaque  inftant  reçoit 
des  accroiffemeus  ou  des  diminutions  infenfibles , s’appelle  va- 
riable. 

6°.  L’accroiflement  ou  la  diminution  infenfible  qu’une  gran- 
deur variable  reçoit  à chaque  inftant , s’appelle  différence , 6c  la 
manière  d’exprimer  ces  différences  Ôc  leurs  rapports  en  termes  Al- 
gèbre , s’appelle  calcul  différentiel. 

On  exprime  les  grandeurs  confiantes  par  les  premières  let- 
tres de  l’Alphabet , a , b , c , ôcc.  les  variables  par  les  dernières 
x t y z , les  différences  des  confiantes  par  o , parce  que  les  con- 
fiantes n’ont  point  de  différence  , 6c  les  différences  des  varia- 
bles par  la  lettre  d jointe  à celle  dont  elles  font  la  différence , ainfi 
la  différence  de  x fe  marque  par  dx , celle  de  y par  dy , ôcc. 
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Soit  par  exemple  une  parabole  ABC  (Fig.  1 ) ; fon  paramétré 
étant  confiant  fera  = a , fon  abfciffe  AP  étant  variable  fera  — a-, 
fon  ordonnée  variable  PM—  y , maintenant  fi  on  mene  une  au- 
tre ordonnée  pm  infiniment  proche  de  celle-ci  ôc  plus  éloignée 
du  fommet  A la  différence  P p de  l’abfcifie  AP  à l’abfciffe  A p fera 
dx , Ôc  la  différence  infiniment  petite  R»»  de  l'ordonnée  PM  à 
l’ordonnée  Pm  fera = t/y. 

Mais  fi  l’on  prend  l’ordonnée  pm  plus  proche  de  A (Fig.  2.) , 
alors  la  différence  infiniment  petite  P p de  fabfciffeAP  àl’abfciffc 
A p fera  — dx  , puifque  Ap  = AP — P p — x — dx  , & la  diffé- 
rence infiniment  petite  RM  de  l’ordonnée  PM  à l’ordonnée  pm 
fera — dy  , parce  que  Pm  — PM  — RM— _y  — dy. 

Enfin  fi  l’une  des  variables  augmentant , l’autre  diminuoit  la 
différence  de  celle  qui  augmenteroit , auroit  le  ligne  -+-  Ôc  la  diffé- 
rence de  celle  qui  diminueroit  auroit  le  figne  — . 

Soit  par  exemple  le  point  d’origine  en  A (Fig.  }.)  ; la  droite  AB 
la  ligne  des  abfciffes  x,  ôc  les  ordonnées  y à la  courbe  CD  paral- 
lèles à AD  ; fi  après  avoir  mené  une  ordonnée  PM  on  en  mene 
une  autre  infiniment  proche,  mais  plus  éloignée  de  l’origine  A, 
il  eft  évident,  que  i’abfciffe  AP  fera  x , ôc  l’abfciffe  A p fera  .v 
~\-dx , donc  fa  différence  fera  -+-dx , au  contraire  l’ordonnée  pm 
fera  moindre  que  PM  6c  fera_y — dy , donc  fa  différence  RM  fera 
— dy  -,  mais  fi  on  prenoit  l’ordonnée  pm  plus  proche  de  A , l’abf- 
ciffe diminueroit , 6c  l’ordonnée  croîrroit , ainfi  la  différence  de 
l’abfciffe  feroit — dx , 6c  celle  de  l’ordonnée  feroit  -+-  dy. 

Dans  la  fuite  de  ce  Chapitre  nous  fuppoferons  toujours  que  l’une 
des  variables  augmentant , les  autres  augmentent  auffi , ôc  lorf- 
que  l’on  voudra  fuppofer  le  contraire  on  n’aura  qu’à  changer  le  fi- 
gne dans  la  différence  de  la  grandeur  qui  diminue  tandis  que  les 
autres  augmentent. 

Trouver  les  différences  des  Grandeurs  fimples  & des  Gran- 
deurs composes  de  termes  fimples. 

7°.  La  différence  de  x eft  dx , celle  dey , eft  dy , celle  de  z eft 
dz , ôc  ainfi  des  autres  grandeurs  fimples  variables  , 6c  la  diffé- 
rence d’une  confiante  a , ou  b , ouc,  Ôcc.  efto,  c’cft  que  nous 
venons  devoir. 

La  différence  de  x-\-y  eft  dx-i-dy , car  quand  x devient  x 
-+-  dx  ,y  devient_y  -\~dy  } donc  la  femme  de  ces  deux  grandeurs 

F fii; 
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c(l  x-hdx+y^rdy,  maison  ne  demande  que  la  fomme  deleur 
différence;  effaçant  donc  les  grandeurs  x,  y , le  refte  dx-y-dy 
fera  la  fomme  des  différences. 

De  même  la  différence  de  x — z eft  d*  — dz  , celle  de* — y 
• — telliï — dy  — dz  & ainfi  des  autres. 

La  différence  de  x-y-a  eft  dx;  car  la  différence  de  x eft  dx 
&i  celle  de  a eft  o , parce  que  a eft  une  grandeur  confiante  qui 
ne  reçoit  ni  accroiffemenr,  ni  diminution , donc  la  différence  de 
.v  •+•  a ell  dx  -4-  o = dx. 

La  différence  de  n-f-*-4-£-4-eeft  dx-y-dz&c  ainfi  des  autres  ; 
& pour  rendre  ceci  fenlible foit  une  courbe  AB,  dont  PM  =y 
eft  une  ordonnée  ( Fig.  4.)  & AP  =x  l’abfciffe  corrcfpondante , 
fi  l’on  prend  une  autre  ordonnée  pm  infiniment  proche  de  PM 
on  aura  Pp  — dx , Ykm  = dy  donc  Ap  = x-hdx  ; or  fi  j'ajoute  à 
AP  & A p la  grandeur  confiante  CA  = a on  aura  CP  = CA 
-4-  AP  = a-h  x , & Cp=  CA  -4-  AP-4-P/>  = a-H*-f-d.v;  mais 
il  eft  évident  que  la  différence  de  CPàC/>  fera  encore  P p=dx, 
donc  la  différence  de  a -4-  .r  eft  dx. 

< De  même  fi  j'ajoute  AP  à PM  j’aurai  x -\-y,  & fi  j’ajoute  A p 
a pm  j’aurai  .v  -4-  dx  -4 -y  -+-  dy , fi  donc  je  retranche  AP  «4-  PM 
de  Ap-hpm  j’aurai  * -4-  dx  -y-y  -4-  dy — x — y = dx -y- dy , donc 
la  différence  de  x -4-  v eft  dx  -4-  dy. 

De  même  fi  de  AP  je  retranche  PM  j’aurai* — y , fie  fi  de  Ap 
je  retranche j’aurai  x-y- dx — y — dy  ; or  la  différence  de  AP 
— PM  à Ap — pm  eft  *-4 -dx — y — dy — x -y- y = dx  — dy  , 
donc  la  différence  de  x — y eft  dx — dy  , ÔC  ainfi  des  autres. 

La  réglé  eft  donc  de  multiplier  la  grandeur  fimple  ou  les  gran- 
deurs fimpies  dont  on  veut  prendre  ies  différences  par  la  lettre  d 
&.  de  laiffer  fubfifter  les  lignes  des  grandeurs. 

Trouver  les  différences  des  produits. 

8°.  Si  le  produit  n’a  que  deux  dimenfions , & que  l’une  de» 
grandeurs  foit  confiante , on  multipliera  la  confiante  par  la  dif- 
férence de  la  variable.  ' ' 

La  différence  de  ax  fera  donc  adx , celle  de  bz  fera  bdz 6c 
ainfi  des  autres. 

Car  fuppofons  que  la  ligne  AB  = a foit  confiante  ( F/g.  j.  ) 
& la  ligne  AC=.r  foit  variable  , le  rectangle  ACDB  fera  égal 
au  produit  ax  de  l’une  par  l’autre , maintenant  fuppofons  que  AC 
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reçoive  un  accroifTement  infenfîble  CP  qui  fera  dx , nous  aurons 
AP=  AC  -4-  CP  =*•-+-  dx , 6c  multipliant  AP  par  AB  le  reétan- 
gle  APMB  fera  <j.y -4-  adx  ; or  la  différence  du  re&angle  APAIB 
efl  le  reüangle  CPMD  , étant  donc  du  redangle  ax-h[adx  le 
redangle  ax , le  relie  adx  fera  le  redangle  CPMD , donc  la  dit 
férence  d c ax  e&adx,  Sx  en  effet  le  redangle  CPMD  ou  adx 
ayant  la  hauteur  CP  infiniment  petite  n'cfl  qu'un  accroifTement 
infiniment  petit  par  rapport  au  redangle  ACDB  oua.v. 

p.  Si  les  deux  grandeurs  qui  compofent  le  produit  font  varia- 
bles , on  multipliera  la  première  par  ia  différence  de  la  fécondé, 
Sx  la  fécondé  par  la  différence  de  la  première , Sx  l’on  ajoutera 
enfemble  les  deux  produits. 

Ainfi  la  différence  de  xy  fera  xcfy  - +-ydx , celle  de  zy  fera  zdy 
-4 -ydz  Sx  ainfi  des  autres. 

Carfuppofons  que  les  lignes  AB=*,  AD=çyfoient  variables 
(Fig.  6.)  leur  redangle  ADOB  fera  jx , SX  fuppofànt  que  AB  reçoi- 
ve un  accroifTement  infini  ment  petit  BC  —dx,  Sx  que  AD  reçoive 
auffi  un  accroifTement  infiniment  petit  DP  = dy  nous  aurons  AC 
= A B -f-  BC  = x-f-  dx  Sx  AP  = AD  -4-  DP==y  -4- -dy , donc  le 
redangle  APMC  de  AC  par  AP  fera yx  -\~ydx  -+-  xdy -4-  dxdy 
Sx  la  différence  du  redangle  APMC  au  redangle  ADOB  fera^x 
-hydx  -4-  xdy  -4-  dxdy — yx— ydx  •+•  xdy  ■+•  dxdy  ; mais  dxdy  où 
le  redangle  ONMR  ayant  la  hauteur  ON  & la  bafe  OR  infini- 
ment petites,  eft  infiniment  petit  par  rapport  au  redangle  BCNO 
=ydx  Sx  au  redangle  DOrR  = *dy,  donc  on  peut  Te  regarder 
comme  n’étant  rien , Sx  par  conféquent  la  différence  du  redan- 
gie  ADOB  au  redangle  APMC  efl  ydx  -4-  xdy , c’efl-à-dire  la 
différence  où  l’accroiffement  infiniment  petit  du  redangle  ax  eft 
ydx  -4-  xdy. 

1 o.  Si  le  produit  a trois  dimenfions  fit  que  l’une  des  trois  gran- 
deurs qui  le  compofent  foit  confiante , Sx  les  deux  autres  varia- 
bles , on  multipliera  la  première  variable  par  la  différence  de  la 
féconde  , & la  féconde  par  la  différence  de  la  première  , puis 
multipliant  chaque  produit  par  la  confiante  a on  fera  une  fem- 
me des  produits. 

Ainfi  la  différence  de  ayx  fera  aydx-\-axdy , celle  de  bzx  fera 
izdx  bxdz  Sx  de  môme  des  autres. 

Car  quand^  de  viendra  j -+-dy,x  deviendra  x -4-  dx,  multipliant 
donc  enfemble  les  trois  grandeurs  a,y-^-dy,Sc  x-+-dx , on  aura 
ayx  -+-  aydx  -4-  axdy  -4-  adydx;  aiufi  la  différence  du  produit  ayx  à 
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ce  produit  fera  aydx  -4-  axdy  H-  adxdy  ; mais  adxdy  ayant  deux  di- 
menfions  infiniment  petites  dx,  dy , eft  infiniment  petit  par  rap- 
port au  produit  aydx  qui  n’a  qu’une  dimenlion  infiniment  petite 
dx , & par  la  même  raifon  adxdy  eft  infiniment  petit  par  rapport 
à axdy  ; donc  adxdy  peut  être  confidcré  comme  n’étant  rien  d’au- 
tant plus  que  aydx  &.  axay  font  eux-mêmes  infiniment  petits  par 
rapport  au  produit  ayx  à caufe  qu’ils  ont  une  dimenlion  infiniment 
petite  , donc  la  différence  de  ayx  eft  aydx  -+-  axdy. 

Si  les  trois  dimenfions  qui  compofent  le  produit  font  variables  , 
on  multipliera  la  différence  de  chaque  grandeur  par  le  produit 
des  deux  autres , ce  qui  donnera  trois  produits  qui  feront  la  diffé- 
rence cherchée. 

Pour  avoir  la  différence  du  produit  xyz  je  multiplie  la  différen- 
ce dz  de  la  derniere  par  le  produit  x y des  deux  autres , ce  qui 
donne  xydz , je  multiplie  la  différence  dy  de  la  fécondé  par  le 

Kroduit  xz  des  deux  autres  , ce  qui  donne  xzdy , enfin  je  multiplie 
l différence  dx  de  la  première  par  le  produites  des  autres,  ce 
qui  donne  yzdx , fie  la  fomme  xydz  -4-  xzdy  -4-  yzdx  des  trois 
produits  eft  la  différence  cherchée. 

Car  quand  x devient  x -4-  dx, y devient^ -y- dy  fie  z devient  c 
-+-  dz,  multipliant  donc  enfemble , ces  trois  grandeurs , leur  pro- 
duit eft  xyz  -f -yzdx  ■+■  zxdy -f-  zdxdy  ~y-yxdz  -y-ydxdz  -+- xdydz 
-y-dxdydz  -,  mais  le  dernier  terme  dxdydz  ayant  trois  dimenfions 
infiniment  petites  n’eft  rien  de  même  les  produits  zdxdy , ydxdz , 
xdydz  ayant  chacun  deux  dimenfions  infiniment  petites  ne  font 
tien  par  rapport  aux  autres  termes  , effaçant  donc  ces  termes  le 
produit  des  trois  grandeurs  x -y-  dx,y  •+■  dy , e -+-  dz  eft  xyz -y- yzdx 
-+-  zxdy-+-yxdz  ; or  la  différence  de  ce  produit  au  produit  xyz 
eft  yzdx  -+-  zxdy  -y-yxdz , donc  la  différence  ou  raccroiffement 
infiniment  petit  du  produit  xyz  eft  yzdx -y- zxdy  -y-yxdz  ou  xydz 
-f-  xzdy  -y- yzdx. 

11.  Si  le  produit  a quatre  dimenfions , cinq , fix , ficc.  toutes 
variables , on  multipliera  de  même  la  différence  de  chacune  de 
ces  grandeurs  par  le  produit  des  autres , fie  la  fomme  des  pro- 
duits fera  la  différence  cherchée,  fit  s’il  y avoir  une  ou  plufieurs 
grandeurs  confiantes , on  muldplieroit  la  différence  de  chacune 
des  variables  par  le  produit  de  toutes  les  autres  y compris  les 
confiantes,  ficc. 

Ainfila  différence  de  xyzu  eft  xyzdu  -f-  xyudz  -+-  xzudy  -y-yzudx, 
la  différence  de  xyzut  eft  xyzudt  -4-  xyztdu  -y~xytitdz  -f-  xzutdy 


Digitized  by 


et  le  Calcul  Intégral,  Livre  II.  ajj 
-i-yzutdx,  la  différence  de  axyz  eft  axydz  -+-  axzdy  -+-  ayzdx, 
la  différence  de  abxyz  eft  abxydz  -+-  abxzdy  -J-  abyzdx  , la  diffé- 
rence de  abcfxy  eft  abcfxdy  -+-  abcfydx , & ainli  des  autres. 

Trouver  la  différence  des  frottions. 

12.  Pour  trouver  la  différence  d’une  fraction  on  multipliera 
d’une  part  la  différence  du  numérateur  par  le  dénominateur  , fie 
de  l’autre  la  différence  du  dénominateur  par  le  numérateur , & re- 
tranchant le  fécond  produit  du  premier  on  divifera  le  refte  par 
le  quarré  du  dénominateur. 

Ainfi  la  différence  de  ~ fera  — ' xdy-,  car  fi  nous  fuppofons  - 
— z,  nous  aurons  x—yz,  & prenant  la  différence  de  part  fie 
d autre,  nous  avons dx=ydz-+~zdy,  donc dz  = ix  * 1 , & 

mettant  la  valeur-  de  z,  nous  aurons  dz=yix~~x-  : mais  z 
y yy 

étant  égal  à ^ fa  différence  dz  doit  être  égale  à la  différence  de  - 
donc  dz  ou  ydx~xJl  fon  égale  eft  égale  à la  différence  de  -. 

La  différence  de  2 fera  5^.2!^ , car  fup- 

pofant*^=i , & uz=s , nous  aurons  ^ ==  ~ ; mais  la  diffé- 
rence de  eft'’''  ^ par  le  cas  précédent,  donc  cette  diffé- 


rence eft  égale  à la  différence  de  ~ ; or  dt  étant  égal  à la  différen- 
ce de  t , eft  par  conféquent  égal  à la  différence  de  xy  — t,  qui 
eft  xdy-y-ydx , 6c  ds  étant  la  différence  der,  eft  égale  à la  diffé- 
rence de»z  = r , qui  efïudz-y-zdu,  mettant  donc  dans  — ~ 
les  valeurs  de  t , s , ss , ds , dt , nous  aurons  — 

»**» 

•+•  ttzydx  *—  xyudz  — xyzdu* 

La  différence  de  eft  j cequc 

l’on  prouvera  de  même  que  ci-deffus. 


La  différence  de 


j ix -y- ix 


-.eft 


ayzdx — axzdy  — » axydz  — ax  xdzm 
y*z*  -f-  xyzxx  -4-  xzx* 


La  différence  de  eft  carla  ^ 

*y-i-yz  **y  x-t-ixjyt-hyyzz  1 

férence  du  numérateur  a étant  zéro  , il  ne  doit  relier  au  nurné- 

Gg 
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rateur  que  le  produit  de  la  différence  du  dénominateur  xy  -f-js 
par  a , ôc  ce  produit  doit  avoir  le  ligne  moins , fie  ainft  des  au- 
tres. 

Trouver  la  différence  des  Puffances  & des  Racines. 


1 3.  On  multipliera  la  puiffance  par  fon  expofant,  on  diminuera 
îexpofant  d’une  unité,  8c l’on  multipliera  le  tout  par  la  différen- 
ce de  la  grandeur  à qui  la  puiffance  appartient. 

Ainfi  la  différence  de  x*  fera  2 x'-'dx  — axdx;  car  xl  eft  la 
-même  chofe  que  le  produit  de  x par  x.  Or  la  différence  du  pro- 
duit x x x eft  xdx -+- xdx  par  la  réglé  ci-deffus  ( iV.  8.  ) & xdx 
-h  xdx  2 xdx  ; donc  la  différence  de  x * eft  2xdx. 

De  même  la  différence  de  xi  fera  ]xi~'dx  = $xtdx , car  la 

Îiuiffance  xî  eft  la  même  chofe  que  le  produit  x x x x x ; or  la  diff- 
ère ikc  de  ce  produit  eft  xxdx  xxdx  -+-  xxdx  — 3 x1dx , donc , 
&c.  . 


La  différence  de  a*^  eft  -J  x * ' dx—%x'dx  ; car  fuppofànt 

x*  = z , nous  aurons  en  élevant  tout  au  quarré*3  = a1i  or  la  dif- 
férence de  z1  eft  2 zdz , laquelle  eft  égale  à la  différence  de  xi  qui 

eft  ix'dx,  donc  zzdz—  îx‘dx  fle  cfc  = — ; or  dz  érant  la  diff 

férence  de  a * cfl  auffi  la  différence  de  a^  , mettant  donc  dans 

la  valeur  de  dz,  la  valeur  2a’  de  rz , nous  aurons  dz  = ~~±’ 

»** 


— 1 » 2. 

&=\x~dx;  donc  \x’idx  eft  la  différence  deAJ. 

Pour  prendre  la  différence  d'une  racine  , comme  par  exem- 
ple V a,  il  faut  faire  évanouir  le  figne  radical  8c  l'exprimer  ainfi 

j_  2. 

x* , 8c  alors  a*  étant  une  puiffance  imparfaite  de  même  que  la 
précédente  , fa  différence  fera  -j  * ^ dx,  ou^ou-^  ;cartou- 

XXX  X*X 

tes  ces  expreffions  font  les  mêmes  félon  les  réglés  du  calcul  des 
expolàns , dont  j'ai  parlé  en  plufieurs  endroits  de  mes  Ouvrages. 

La  différence  de  i/AOUA>  eft  4*  7 = -?■*—. 

1 j»T  }V** 

La  différence  de  xiyi  qui  eft  une  puiffance  parfaite  de  xy  eft 
x xdy -k-ydx  = 3 a lyl  x xdy-+-ydx=ïxiy1dy-+-  ix'yidx. 
La  différence  de  , qui  eft  une  puiffance  parfaite  de  xz, 
eft  4X,-,r*-4  x a dz  -+■  zdx  = $xizl  x a dz  -+-  zdx  = 4A  *zidz 
-4-4a3s^a. 
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La  différence  de  xy  -+-yzl  qui  cft  une  puiflance  parfaite  de 
xy  -+-  )’2 , eft  3 x xy-k-yz^1  x xdy-b-ydx-b-ydz-b-zdy— J x xy-+-yz 
x xdy  -b-ydx  -\-ydz  -b-zdy. 

La  différence  de  xy  'qui  cft  une  puiflance  imparfaite  de  xy  qu’on 
pourroit  exprimer  par  V'xty* , ' y * 1 x xdy  -+-  ydx 

= { x xdy  -b-ydx={  Vxÿ  x xdy-b-ydx  — \ xdyV xy  \ydx 

^ .A  ■ . 

La  différence  dea’z*  qui  eft  une  puiflance  imparfaite  de  xy 
qu’on  peut  exprimer  par  {/xlzl  eft  j x'  zi  x xdz  -+•.  zdx 

j_  x_  ... j—  xxdz -f-  xxix 

a=  - X J Z » X XOA  4-  zdx  = - 


2.  i_ 
3*1  z» 


3 V* 


La  différence  de  = v : ïy-b-yz*  eft  j x xy  -b-yz  ’ 

l 


xxdy-hydx-b-ydz-b-zdy  — ^ x.xy-+-yz  5 x xdy -b~ydx-b-ydz 

1 xdy -+-  zydx  -h  lydz  -b  >zdy  xxdy -t-  ly.ix -b  ly iz -b  zzdy 


- zdy  ■ 

IXXxy-byz  > 

La  différence  de 


W*J-b)z 


xy-byz 


x xdy  -b-ydx  ■+•  ydz  ~h  zdy  — 


zxy-b-yz  cft  — 3 x xy  -+ -yz 

— 3jrij — »-  7,ydz—~  \zdy 


~yz 


La  différence  de  Va* -b-  axyy  — **-b-axyy 1 eft  {■  x a'-b-axyy 

ayydx  -t-  znyxij 


xayydx-+-2ayxdy=  ■ 

La  différence  de  V *x-b-V  xx+ÿz  ou  ax-b-Vxx-b-yz'  , ou 


x adx 


enfin  as-t- *■*■-<- yz‘  eft^x^+^+F* 
xxx+ÿz  T x a xdx  -4-  ydz  -t-  zdy  , qui  fe  réduit  à i 

J L 

\_m  s 1 xdx  -+-vdz  ■+■  zdy adx 

x ax-b-  xx  -b-yz'  x adx 

ix.jx  -f -y  4*  •+■  My  

. v"  Z^y£x*+jx  x iv'w  + j* 


1 XXX  ■+•.)**  xV^ w-f -+-.)* 

, 6c  ainfi  des  autres. 


J’ai  mis  ici  différentes  exprçftions  de  ces,  diiférentielles  afin 
que  fes  Commençans  s’y  accoutument , &.  l’on  fera  très-bien  de 

ne  pas  les  négliger.  .. 

. Gg  ij 
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Trouver  les  Différences  des  fuites  infinies. 

14.  On  trouvera  les  différences  des  fuites  en  fuivant  les  mê- 
mes réglés  ; mais  il  y a des  occafions  où  l’on  peut  rendre  les  ex- 
prcflions  plus  courtes , & c’eft  ce  qu’on  va  voir  dans  les  exem- 
ples fuivans. 

- - f 

Soit  la  fuite  xm  x a-\-bxm -+-cxxn  -\-gx*n ,&ç.  les  expo- 

fans  m , n , p , marquent  tels  nombres  entiers  ou  rompus  que  l’on 
Voudra. 

Je  fuppofe  K — a -4-  bx  -t-  oc1"  -f-/x 5 " -‘rgx*™  , &c.  donc 

p 

Kr  — a -+-  tx*  ■+■  cxln  -4- fx*"  -t-gx** , &c.  & par  conféquent  xm 
Kr  eft  égal  à la  fuite  donnée  , je  prens  la  différence  de  *"  Kp 
qui  eft  mxm~l  YJ  dx  -4-  pxmYJ~l  </Kou  «x*-1  KxKf~I  dx  -4- 

pxxxm  ' Kf  'd  K,  qui  fe  reduità  mtiàx  -j-pxdls.  x xm~'Kl’~t 
ainfi  cette  différence  eft  la  différence  de  la  fuite  donnée  ; or  K 

= a -4- bx"  -4-  rx1”  -4-/x5“ 8tc.  donc  K dx—a-+-bxn  -4-  rx*"- 4-/x3" 
&c.  x dx , de  même  prenant  la  différence  de  K & de  fa  valeur  , 

nous  aurons  dK=nbxm  ‘ inex1"  '-4 -jn/x5"  1 , & c.  x dx  , 
mettant  donc  les  valeurs  de  K , K dx  & dK.  dans  la  différence 

mKdx  ~\-pxd K x xm  1 Kf  1 , nous  aurons 

ma -4-  twi*"-4-  mex** -+•  rnfxim-\-  mgx4*,  &c.7  , 

•4-pnbx"-+-  2pnexln-+-  jpnfxiH-+.^pnfx*'1,  &c.  J 

& cette  fuite  eft  la  différence  delà  fuitedonnée. 

Cette  expreffion  peut  fervir  de  formule  pour  toutes  les  puiflàn- 
ces  des  fuites  qui  n’ont  qu’une  inconnue  dans  leurs  termes,  lorf 
que  ces  puiffanccs  font  multipliées  par  une  puiffance  de  la  même 
inconnue. 

T Soir  la  fuite  x** x 4 -4-  bx*  -4-  cxl"  -4-  , &c.  x f -4-  gx* 

' — q 

-4-Axin-4-rx3"  , &c.  qui  eft  le  produit  de  deux  fuites.  Je  fuppo- 
fe K =tf-4-£x*-4-fxl",  &c.  & C==/-4-gx"-4-Ax1’',  &c.  donc 
xm  üJ  C?  eft  égal  au  produit  des  deux  fuites  ; j’en  prens  la  diffé- 
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rencc  & j’ai  mxn~l  ¥J  CUx+px”  C?  K*-1  àK-+-qxm  Kpw  , 1 
Cf  ‘ dC , ou  ce  qui  revient  au  même  mx*-1  KxK/~ 'CxC*-1 
dx-i-pxx  *m  1 CxC*—  Kp  'dK-j-qx  x xm  1 KxK1  1 C*-1, 
dC , ou  enfin  mKCdx  ~i-pxLah  -4-  züKaCx  xm  1 K?  ' C*-1, 
& cette  expreffion  étant  la  différence  de  xm  K?  Cq  eft  auffi  la  dif- 
férence du  produit  des  deux  fuites.  Or  K = a-+-bxH -\-cxin,  &c. 
donc  dK—nbx"—'  -+-  2ncxln~‘  -4-  3»m3'"*",  &c.  xdy,de  mê- 
me C —f-j-gx"  -hhxxn  -+■  ixia  y & c.  donc  dC  = ngx  ‘-H  2 nhx 

-4-  jmx}n~t , &cc.  x dx  y mettant  donc  les  valeurs  de  K, 
> C , dC , dans  l’expreflion  de  la  différence  que  nous  venons 
de  trouver , nous  aurons 


maf-h  magx”  -+■  mahxln-\~  maixinl  "A 

-+-  mbfx  -4-  mcfx"-\-  mefx,n£xdx  J 

•+•  mègxln-+-  mcgx3j  I 

*+"  pbfnx  -4-  zpcfnx1”-^  jpefnx 3"î  f 

■+■  pbgnx1H-i-  KP_I  C*-* 

-+-  pbhnx3}  f 

-+-qagnxH  iqahnx1" ^qainx,nl  I 

-i-qbgnx  1,1 -4-  sjiWWxl 

■+■  qeg”x3")  J 

& c’cft  la  différence  du  produit  des  deux  fuites. 

Cette  exprefiion  peut  lervir  de  formule  pour  le  produit  de  deux 
fuites  qui  ont  la  même  inconnue  dans  leurs  termes  & élevée  au* 
mêmes  puiffances. 


Soit  la  fuite  xm  xf  -+-  gx“- f-  A*1” , & c.  x a-+-bxn  -4-  cx^-hex3”* 
&c.  qui  eft  le  produit  de  deux  fuites  dont  l’une  n’eft  qu’à  la  pre- 
mière puiffàncc.  Je  fuppofe  K = <i -4-AxB-4-r*“,  &c.  & par 

conféquent  Kp ~ a-\-bx”-+-exln >6ic.  4 donc  xm  xf-^-gx" 

-+-hxln , ôte.  eft  égal  au  produit  des  deux  fuites  ; ainfi  on  a fxm 

Iff  -)rgxm+n  K/ -4 -hxmr*'la  K? , &c.  je  prens  la  différence  de  ce 

Ggiij 
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produit , ôc  j’ai  m/v'”- : ' Kf  dx -t-pfxnKp~ 1 JK  ■+•  rw  •+-  11g* 
”+*--iKtdx+pgxm'+'”Kf~ldK+-m-h2nhx  1 K r dx+phx 

mm*~ “ Kf  1 dK , ou  ce  qui  revient  au  même mfx*  'KxK/  dx 
-\~pfxxxm  ' K?  ‘ dK-^^+^gxn  xm~l  K x K t-'dx+fg* 
K t—'  dK  + m-+-  2/iÀx”  x x*”"1  KxK?  1 dx-j-pfix 
x x"-1  ¥S~'dK  , ou  bien  mfdxK  -4-  pfxdK  +*  + ngx 
dvK  ~i~pg x”~^ ‘ d K + m -+-  znh1  dxK-\-phx  dK , ôcc.  x x 

Jfj — 1 1 c’cft  l’expreffton  de  la  différence  du  produit  des  deux  fui- 
tes.  OrK  = fl  + i*"-+-«l")  ôcc.  donc  dK  = nAx"  ' -4-  2ticx 

*’ — Cec.xdx,  mettant  donc  ces  valeurs  de  K ôc 
de  dK  dans  l’exprelfion  de  la  différence  nous  aurons 

amf -4-  mfbx  -4-  mfcx  , ôcc .xdx') 

-4-  ptfnx- 4-  2 pfncx* , ôcc.  J 

+m+M^n+  ôcc.  x dx  V"  ‘ Kf  1 

-4-  pgnbx™ , ôcc.  \ 

■ | /7i  -4-  2nbbx  y ôcc.  x dx  J 

Ce  c’ell  la  différence  des  deux  fuites. 

Cette  expreflion  peut  fervir  de  formule  pour  le  produit  de 
deux  fuites , dont  l’une  n'eft  qu’à  la  première  puiffance  , en  fup- 
pofant  toujours  qu'il  n’y  a qu'une  inconnue  dans  l’une  ôc  dans 
f autre , ôc  que  les  expofans  des  termes  de  chacune  font  les  mê- 
mes. . 

Onpourroitde  la  même  façon  trouver  la  différence  du  produit 

de  trois  fuites  de  4 , de  y , ôcc. 
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CHAPITRE  II- 

TJJage  du  Calcul  différentiel  pour  trouver  les  Tangentes  , 
les  Soutangentes  , les  _ Perpendiculaires , les  Souperpen- 
diculaires  , & les  Ajymptetes  des  combes. 

ij. T TNe  courbe  AMB  ( Fig.  7.  ) étant  donnée  avec  fon  axe 
ou  un  de  fes  diamètres  TS , une  tangente  MT  à un 
point  M , une  ordonnée  MP  menée  du  point  d’attouchement , ôt 
une  droite  MS  perpendiculaire  à la  tangente , la  droite  TM  com- 
prifè  entre  le  diamètre  6c  le  point  d’attouchement  Ce  nomme 
tangente , la  droite  TP  comprifc  entre  la  tangente  & l’ordonnée 
Ce  nomme foutangente , la  droite  MS  fc  nomme  perpendiculaire, 
& la  droite  SP  comprife  entre  l’ordonnée  ôt  la  perpendiculaire 
fe  nomme  fouperpendicutaire. 

Prenons  une  autre  ordonnée  pm  infiniment  proche  de  l’ordon- 
née PM  Ôt  plus  éloignée  du  fommet  A , du  point  M , menons 
MR  perpendiculaire  fur  pm,6c  nommons  AP  =x,  PM=_y, 
donc  P/>  = RM  — dx , Ôt  Km  = dy  ; or  les  ordonnées  PM,  pm 
étant  infiniment  proches  , le  petit  arc  de  la  courbe  quelles  cou- 
pent n’eft  pas  différent  de  la  petite  partie  Mm  de  La  tangente  ; 
ainfi  on  peut  regarder  cet  arc  comme  étant  une  ligne  droite  Mm, 
ce  qui  donne  un  triangle  reétangle  MRm  femblable  au  triangle 
rectangle  TPM,  comparant  donc  les  côtés  de  ces  triangles,  nous 

aurons  Rm , MR  : : PM , PT , donc  dy  ,dx:  :y,y-~=  PT  exprefc 
lion  de  la  foutangenre  PT. 

OrTA=TP  — AP,  doncTA  = —'  — *=  expref- 

fion  de  la  partie  TA  comprife  entre  la  tangente  & le  fommet. 

De  même  menant  la  droite  AN  parallèle  à l’ordonnée , 6c 
qui  par  conféquent  fera  tangente  au  fommet  A de  la  courbe , les 
triangles  femblables  MR  m,  TAN  donnent  MR  , Rm::TA  , 

AN , donc  dx  , dy::  — ~xij  f — ~~ — " = AN  exprefiîon  de  la 

tangente  au  fommet  comprife  entre  le  diamètre  & la  première 
tangente. 

Et  prolongeant  AN  en  O iufqu’à  ce  qu’on  ait  AO®=PM, 


. t. 
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nous  aurons  NO  = AO  ou  PM  — AN  =y — = ~^*~ 

expreflion  de  la  différence  de  l’ordonnée  à la  tangente  AO. 

Les  quatre  exprelfions  que  nous  venons  de  trouver  font  tou- 
jours les  mêmes  quelqu'angle  que  les  ordonnées  faffent  avec  le 
diamètre  ; mais  les  fuivantes  fuppofent  que  cet  angle  foit  droit. 

Nommant  l'arc  AM  = u , fa  partie  infiniment  petite  Mot  com- 
prife  entre  les  ordonnées, & que  nous  regardons  comme  étant  une 
petite  partie  de  la  tangente  fera  —'du,  fit  à caufe  du  triangle  re- 
ctangle MRra  dont  Mot  eft  l’hypothénufe , nous  aurons  Mot 

— du  = dx1  -4-  dy 1 , fit  Mot  = du  =■  V dx1  -+-  dyl  ( l’expreffion  d.v* 
eft  la  même  chofe  que  dxdx  fie  lignifie  le  quarré  de  dx , fie  il 
faut  dire  la  même  chofe  de  dy1 , fiée.  ) ; or  les  triangles  fembla- 
blcs  MRot  , MPlfT  donnent  Rot  , Mot  : : PM , TM , donc  dy  , 

Vdx1  dy1  : :y , ~ v/<Lvt-t-uy1=TM,  expreflion  delà  tangente 
TM.  7 

Les  triangles  femblables  MRot  , TAN  donnent  MR , Mot 
: : TA,  TN , donc  dx,ySx^d}~:  : £==£  , 
expreflion  de  la  partie  de  la  tangente  comprife  entre  le  point  T 
6c  la  tangente  AN  au  fomrnet. 

Or  MN  = TM — TN , donc  MN  = f-  Vdx'-hdy'  — 

Vdx1  dy1  = ^ Vdx1  -j-dy1  — Vdx1 -y- dy'-  = ~ 

Vdx 1 -+-  dy1  expreflion  de  la  partie  de  la  tangente  comprife  entre 
Je  point  d’attouchement  M fie  la  tangente  au  fomrnet. 

Les  triangles  femblables  MRot,  PMS  donnent  MR  , Rot 

: : PM,  PS,  donc  dx,  dy  : :y = PS  expreflion  de  la  fouper- 
pendiculaire. 

Les  mêmes  triangles  donnent  MK. , Mot  : : PM , MS  , donc 
dxyVdx^dy1  ::y,^xVdx1~y~dy'-  — MS  expreflion  de  la  per- 
pendiculaire MS. 

Or  AS  = AP  -V  PS , donc  AS  =x-+-y~  = expref- 

fion  de  la  partie  du  diamètre  comprife  entre  le  fomrnet  A la 
perpendiculaire. 

De  même  TS = TP  H- PS  = & -4-  £ = expref- 

fion 
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iîon  de  la  partie  du  diamètre  comprife  entre  le  point  T où  aboutit 
la  tangente  , & le  point  S où  aboutit  la  perpendiculaire. 

Les  expreflions  de  ces  lignes  étant  ainfi  trouvées,  il  s’agit  de 
les  déterminer  , & pour  cela  il  faut  néceffairement  connoirrc 
1 équation  de  la  courbe , parce  que  fe  trouvant  toujours  quelque 
grandeur  connue  dans  cette  équation , on  en  prend  la  différen- 
tielle, & par  fon  moyen  on  détermine  les  grandeurs  cherchées 
ainfi  qu’on  va  voir  dans  les  exemples  fuivans. 

Déterminer  la  foutangente  dune  courbe  dont 
l’Equation  ejl  connue. 

16.  Nous  ne  chercherons  dans  cet  article  que  la  foutangente 
des  courbes  pour  ne  pas  prefenter  aux  commenqans  trop  d’ob- 
jets à la  fois , & nous  paflerons  enfuite  aux  autres  lignes  dont 
nous  venons  de  parler. 

Pour  la  parabole  quarrée. 

17.  D'un  point  quelconque  M prit  fur  une  parabole  AM  (Fig. 
S.  ) , dont  le  paramétré  ejl  connu  mener  une  tangente  à cette  para- 
bole. 

Suppofant  la  chofc  faite  je  mene  l’ordonnée  MP , il  eft  évident 
que  fi  je  trouve  la  foutangente  PT  je  n’aurai  qu’à  mener  du  point 
T par  le  point  M une  droite  TM  qui  fera  la  tangente  deman- 
dée, je  mene  une  autre  ordonnée  pm  infiniment  proche  de  PM 
& nommant  AP=x , PM—  y j’ai  Pr=MR=d.v  & Km  — dy,  les 
triangles  fcmblables  MRw,  TPM  aonnent  Rw , MR  : : PM,  TP, 

donc  dy , dx  i:y , — TP  , qui  eft  la  même  expreflion  que  nous 

avons  trouvée  ci-deffus  pour  la  foutangente. 

Maintenant  le  paramettre  delà  parabole  étant  connu  je  le  nom- 
me a ; or  par  la  propriété  de  la  parabole  j’ai  PM  = AP  x a , donc 
yy  = ax,  & c’eft  l’équation  de  la  parabole  , j’en  prens  la  diffé- 
rence, ce  qui  me  donne  2 ydy  = adx  , d’où  je  tire  dx  — ~t 

& mettant  cette  valeur  de  dx  dans  ~ — TP , j’ai  — - = TP  ; or 
yy  = ax  mettant  donc  cette  valeur  de^  dans  ~ — PT  je  trouve 

ax  = TP,  c’eft-à-dire  la  foutangente  TP  eft  double  de  l’abfciffc 

Hh 
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AP,  & en  effet  nous  avons  trouvé  la  même  valeur  de  la  foutan- 
gente  en  traitant  des  feûions  coniques  dans  notre  théorie  & pra- 
tique du  Géomètre  , prenant  donc  AT  = AP  je  mené  par  les  points 
T , M la  droite  TM  qui  eft  la  tangente  en  M. 

Tour  les  autres  Paraboles. 

iS.  L’équation  de  la  première  parabole  cubique  efty3  = a<j.v, 
là  différence  eft  $y'-dy  — aadx  d’où  l’on  tire  dx=  LÜ;  & met- 
tant cette  valeur  de  dx  dans  ~ = TP  on  a TP  , fie  met- 
tant au  lieu  de yi  fa  valeur  aax  on  a jx  = TP , c’eft-à  - dire  la 
foutangente  1 P eft  triple  de  l’abfciflê  AP. 

Dans  la  première  parabole  du  quatrième  dégré  l’équation  eft 
y*  = a)Xf  fa  différence  $yidy  = aidx,  donc  dx  = *-—■ , & met- 
tant cette  valeur  de  dx  dans  — = TP , on  a —=TP  & met- 

tant  au  lieu  de yî  fa  valeur  alx  on  a 4.v  = TP  ou  la  foutangente 
quadruple  de  1’abfciffe. 

Et  on  trouvera  de  la  même  façon  que  dans  les  premières  pa- 
raboles du  cinquième  , du  fixiéme  , du  feptiéme  aegré , ficc.  la 
foutangente  eft  yar,  6x , qx , &c. 

L’équation  de  la  fécondé  parabole  cubique  eft  yi  = axx , fa 
différence  eft  iy'-dy  — iaxdx , donc  dx  = y ôt  mettant  cet- 
te valeur  de  dx  dans1^  on  a |^=TP  ; ôc  mettant  au  lieu  dey* 

fa  valeur  axx  on  aura  \ x =TP,  la  foutangente  égale  a trois 
moitiés  de  l’abfcifTe. 

L équation  de  la  féconde  parabole  du  quatrième  degré  eft  y* 
aaxx , & tirant  la  racine  quarrée  on  a yx=ax,  ce  qui  fait 
■voir  que  la  fécondé  parabole  ae  ce  degré  fe  réduit  à la  parabole 
ordinaire , ou  pour  mieux  dire  que  ce  degré  n’a  point  de  fécondé 

L équation  de  la  féconde  parabole  du  cinquième  degré  eft_y* 
—a3x‘ , fa  différence  eft  $y*dy  = aaîxdx , donc  dx  — , ôc 

.J*  _ ,,4  f 

4,  uu  — * L , 6c  mettant  au  lieu  de  y*  fa  valeur  aixx  on  a £ x 
= PT. 

Le  fixiéme  degré  n’a  point  de  fécondé  parabole , car  elle  fc- 
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To\tyg=a*xx , laquelle  par  l’extraélion  de  la  racine  quarrée  fe 
réduit  à ^3  = a1*  qui  eft  la  première  parabole  cubique,  fie  on 
trouvera  que  les  degrés  pairs  plus  élevés  n’ont  point  de  fécondé 
parabole , parce  qu’on  peut  toujours  les  abailler  de  la  même 
façon. 

La  fécondé  parabole  du  feptiéme  degré  eft  x1,  fa  dif- 

férence eft  7 y(dy  — 2tfxdx , donc  dx=^-~  6c  PT 

6c  mettant  la  valeur  a***  de  y 7 on  a PT  = \x. 

Et  on  trouvera  de  la  même  façon  que  dans  les  fécondés  pa- 
raboles des  dégrés  impairs  plus  élevés , la  foutangente  cft-y  x , Y 


x , -•  x , ôcc. 

La 

férence 


troifiéine  parabole  du  quatrième  dégré  eft_y4  = axî  fa  dif- 
:e  yyidy==3axzdx  -,  donc  = ~ 6c  PT  = — = “ ÔC 


mettant  <j.v3  au  lieu  de  y*  on  a f x=PT. 

La  troifiéme  parabole  du  cinquième  degré  efty*  = a'-x* , fi 

différence  yy4dy  — ^a'-xxdx , donc  dx  — , 6c  PT  = 


— -1—  , 6c  mettant  a*x3  au  lieu  dey*  on  a£x  = PT , 6c  ainfi 

}t‘xx  t J _ * 

de  fuite  pour  les  autres  paraboles  à l’infini. 


Pour  le  Cercle. 


1 9.  Soit  propofé  de  mener  du  point  M ( Fig.  9.  ) pris  fur  la 
circonférence  du  cercle  une  tangente  MT. 

Suppofant  la  chofc  faite,  je  mené  l’ordonnée  PM  , 6c  l’ordon- 
née infiniment  proche  pin  ; fie  nommant  AP  = x , PM  =y  > j® 
trouve  encoceJ~  — TP , or  nommant  le  diamètre  AB  = * nous 
aurons  PB=«— x,  6c  comme  la  propriété  du  cercle  donrte 
PM  = AP  x PB , l’équation  du  cercle  eft  par  conféqucnt  ax — xx 
—yy,  6c  fa  différence  eft  adx — 2xdx  — 2ydy , donc  dx  = 

4c  TP  — ~ = - ÏJ  * - , ôc  mettant  au  lieu  de  y1  fa  valeur  ax — xx, 

onaTP  = ~~z^~=^ElZ  > "d’où  l’on  rire  cette  analogie  7 a 
— *,  a — *:**TpT  *,  ou  PO  , BP  : : PA  , TP  ou  OP , PA  : : BP , 


PT. 

Or  TA  = TP— AP 


j*— xx- — ’ xx  -4-  ** 


-a—x 

I l h ij 


— ex 

t 

s 
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d’où  l’on  tire  cette  autre  analogie  \ a — x,  *::j«,TA  ;ou  OP , 
PA  : : OA  , TA  & OP,  OP-+-PA  : : OA , OA-+-TAouOP, 
OA  : : OA,  OT. 

Pour  les  cercles  des  degrés  Jùpérieurs. 

20.  L’équation  du  premier  cercle  du  troifiéme  degré  eft  ax- 
— *3  ==y3 , c’eft-à-dire  le  cube  de  l’ordonnée  PM  eft  égal  au 
quarré  de  l’abfcifTe  AP  multiplié  par  PB , fa  différence  eft  2 axdx 

>• — 3x*dx  — 3y1dy , donc dx  = ■■  - d'  & PT 

ôc  mettant  au  lieu  de  y 3 fa  valeur  ax'-  — *3  on  aura  PT = — ■ ’ *.■ 

J 1 m — jj,* 

JM J**  ÛX XX  „ , „ ... 

= --  = 1711^  j cl  ou  Ion  tire  cette  analogie}* — x,t 

::  x f PT. 


Or  TA = TP — PA= 


mx xx  — ■-  éx-hxx 


j* — * y* — * J " — * 

d’où  l’on  tire  cette  analogie}* — x ,*::}*,  TA. 

L’équation  générale  pour  les  premiers  cercles  de  tous  les 
degrés  eft  «.v”’ — x n ~l_ 1 =y*  ~t~  1 ; ( l’expofanr  m ftgnifie  tel 
nombre  entier  que  l’on  voudra) , fa  différence  eft  maxm  1 dx 

— m -+- 1 xmdx  = m-3r\  ym  dy,  donc  dx==  ~ ôc 


ma 7 —m-p-ix™ 


TP  — ~ = 
* , 

valeur  ax”  — 


— - — m,  ôc  mettant  au  lieu  de_y: 


n+Ion  aura  TP  = » -i- ■»  j»1" — ' » 


nH- 1 


fa 


m-f- 1 


Si  m — y on  aura  TP  = 

fax*  — >6x*  f4 

Si  m = 7 on  aura  TP  = 8" 

& ainfi  des  autres. 


max"  ‘ — in-ÿ-  1 x'n 
6axf  — 6x*  6ax — 6x * a*  — ** 

- 6x~  }■> — *' 

- S«r  « XX 

~ =î*— * * 


7M“ — 8m  7 


De  forte  que  dans  tous  les  premiers  cercles  à l’infini  Texpreflion 


de  TP  eft  , — - 


■ xx  ax  — xx  ax  — xx  ax 


« — x%  T.i  — x y 

- 4 Xk 


X _ 


prr,  r7Z7>  &c.  ôc  l’ex- 
preflion  de  TA  eft  , T — . -I _ ±^_  _j?_ 

&c. 


* » 

tM 
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L’équation  générale  pour  les  cercles  féconds  , troiliétnes , 
quatrièmes  , &c.  de  tous  les  degrés  eft  ym~*~H=xm  x a -H  x*  , 
& on  pourroit  la  faire  fervir  pour  les  premiers  de  tous  les  de- 
grés en  fuppofanr  n—i,  fa  différence  eft  m -+-  nym  " ‘ dy 

— mx”  ‘ x a -H  x*  x dx  — nxm x <i  — x"  ‘ dx  , donc  dx 

| ~ m ■+■  n — t j 

— — — ; — ■ — ; , & mettant  cette  valeur  de  dx 

nxm  1 xt-hxn  — 


dans  PT  = ~ on  aura  PT  = , Ôc 

dj  mx™  ’ x ~x*  - xxm  x7=V  - 1 

mettant  au  lien  de^mH"’’  fa  valeur  xmx  a — x”  on  aura  PT 

— ,ôc  divifantle  numérateur  6c  le 


Xa  — x 


dénominateur  par  xm  1 x a — xn  ~ 1 on  aura  PT=  m 

mx  a — * — nx 


.W  + BX4J f XX 


ma  mx  — nx 


m + «x«  + m-fflXXï 


, donc  TA  = PT — AP 


m -ir-nxax  — xx 

ma  — mx  — nx 

nax 

nu  — mx  — nx* 


ma  — mx  — nx 
max  — mxx  -H  nax  — nxx  — max  -f-  mxx  -+-  nxx 

ma  — mx  — nx 


Four  ÏElIipfë. 


20.  Dansl’Ellïpfc  ( Fig.  io.)  nommant  AP=.v,  PM=jf,  l’axe 
eu  le  diamètre  AB  = <»,  ôc  le  paramétré  de  cet  axe  —p,  l’é- 
quation fera  y — ax  — xx,  6c  fa  différentielle  fera  1~  — adx 

— ixdx  ; donc  dx  — * - ; or  PT  donc  en  mettant  la 

ap  — ipx  ay 

valeur  dedx  nous  aurons  PT  = lJy — - , 6c  mettant  encore  au. 

ap  — » Ipx  X 

i,  , ayy  r . i*x  — ixx  ax  — xx 

lieu  de  — fa  valeur  ax — xx , nous  aurons t =PT 

p . . j.  « — »*.**  “ * 

de  même  que  pour  le  cercle. 

Donc  TA=  TP  — AP  = ^~^  — , d’où  l’on. tire: 

-t-X  -m-, 

— x,  x ::~a,  AT  ; ou  OP,  PAt:OA,  AT,  6c  par  confé- 
quent  OP,  OP-+-PAr:  OA , OA  -+-  AT, ou  : :OP,  OA,  OT* 
& c’eft  effectivement  la  même  proportion  que  nous  avons  trou- 
vé dans  les  ferions  coniques. 

Hhiij. 
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Pour  les  Ellipfes  des  degrés  Jùpéricurs. 

* 

21.  L’équation  générale  pour  les  premières  Ellipfes  de  tous 


les  degrés  eft  1! = axm  — a-' 

t 


n*  -+-I 


, fa  différence 


m -h  i a,Jy 


-max 


dx  — m -h  i xm dx  y donc  dx  = 


donc  PT  = — = 
<*y 


W ~+~I 


I 


1 on  aura  PT 

m-4-i  a 

4«»  — 4,  4 

AÊX  — 4X* 

J4X*  — 4*  > 

54  - 4T 

fax*  — fx* 

fax  - U* 

4. IX  1 5*4 

4al  — fX 

m -h  i nym  iy 

mfixm  1 — «+|  x pi"* 

, & mettant  au  lieu  de 

, , m-4-t 


•x  — 


i»p«  -4-ra-t-ixp* 

ura 

■ 4*4 
4*> 

V’ 

U* 

ainfi  des  autres , ce  qui  fait  voir  que  PT  cft  le  même  à l’égard 
des  Ellipfes  & des  cercles  de  tous  les  degrés. 

L’équation  générale  des  Ellipfes  fécondés  , troifiémes , ôcc. 

de  tous  les  degrés  cft  — xm  * a — à laquelle  on  pour- 

roit  rapporter  l’équation  des  premières  Ellipfes  de  tous  les  de- 
grés en  fuppofant  n=  i , 6c  on  trouvera  la  foutangentc  de  cha- 
cun de  ces  degrés  de  même  que  ci-deffus  pour  les  cercles. 

Pour  l’hyperbole  rapportée  à Jcs  diamètres. 

22.  Dans  l’hyperbole  ( Fig.  1 1.  ) nommant  le  premier  axe  ou 
diamètre  AB  —a, le  paramétré  =^,l’abfciflc  AP  = Xj  l’ordon- 
née PM=_y , nous  aurons  PT i or  par  la  nature  de  l’hy- 

— * RA  * 

perbole  BA , p:  : APx  BP , PM,  donc  ~ PM  = AP  x BB  , ÔC 
par  conféquent  l’équation  eft  ^yy  ===  ax  -4—  xx  > ôc  fa  différence 
'rÿdy  — adx-+-2xdx  ; donc  dx  = -’jdy  . ôc  PT  = ^=  -f— p 

py  7 Mp-t-ipxJ  iy  af-t-ipxf 

ôc  mettant  au  lieu  de  - y1  fa  valeur  ax  -4-  xx  nous  aurons  PT 
? J 

, *«*+«*  M-+-W  .....  . T.  T-  .j 

**=  ~ + lx  — IV^-;  j d où  1 on  tire  { a-+-x,  a- f-*::  a-,P1  oti 
OP,  BP  ::  AP*  PT. 
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Or  TA  = TP  — AP; 


* op>  AP  : -OA , TA , doWoP , OP  — AP 

. 9 T A ou  : : OP , OA  ,Or,  & c’cft  la  même  prp- 

portion  que  nous  avons  trouvée  dans  les  fections  coniques. 

Pour  les  hyperboles  des  degrés  Jupcricurs. 

23.  L équation  générale  des  premières  hyperboles  de  tous  les 
degrés  eft  *-ym  1 = axm  xm + * fa  différence  eft  1 


,donc|, 


*47 

-Xi 


-max 


t 

m — 1 


' 1 *ymiy 


dx-3-m- 4-  1 xmdx,  donc  dx  — 

fnu*”  1 -h  ni -t-  1 fxm  t 

donc  PT  = — - t & mettant  au  lieu  de  - 

nupx  -t-nn-ixfjr™  ? 

y ‘ fa  valeur  «.v™  -f-  xm  1 on  aura  PT — x 1 * *fn~t~l 

Si  = 2 , on  aura  PT  = 

Si  m — 3 , on  aura  PT 


la*  J*1 
4J*>  ■+■  4M* 


Ja-t-l*  4-, 

ainfi  de  fuite , de  forte  que  pour  toutes  les  premières  hyperbo- 
les à l’infini  la  valeur  de  PT  fera  ■ âx  +’* 


ÔLC. 


T*"*"* 


Y ^ ^ ^ ■+■  x y ~ a -f-  x 


L’équation  générale  pour  toutes  les  hyperboles  fécondés,  troi- 
fiémes  , quatrièmes , &c.  de  tous  les  degrés  cil  -ym  "*■  " = xm 

* a •+-•*■"  qui  pourroit  fervir  pour  les  premières  hyperboles  en  fup- 
pofant  n = 1 , & on  trouvera  les  foutangentes  de  ces  degrés  de 
même  que  ci-deffus  pour  les  cercles. 


Pour  l’Hyperbole  entre  Jès  Asymptotes. 


24.  Soit  propofé  de  mener  du  point  M (Fig.  t a.)  , pris  fur 
une  hyperbole  entre  fes  afymptotes  , une  tangente  TM. 

Suppofantla  chofc  faite  , je  mène  l’ordonnée  MP  parallèle  à 
1 afymptotc  oppofée  OS , la  droite  HA  tirée  de  l’extrémité  du 
premier  axe  à l’extrémité  du  fécond  , l’ordonnée  mp  infiniment 
proche  de  l’ordonnée  MP,  &nommantEA  = a,OP=a=#,PM 
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=y , i’aî  P p — — dx,6cRm  — dy,  à caufc  que  rabfcifTe  OP  di- 
minuant , l’ordonnée  MP  augmente  ; les  triangles  femblablcs 
MRot  , TPM  donnent  wR,  RM  ::MP  , PT,  donc  dy — dx 


Or  par  la  propriété  de  l’hyperbole  OP  x PM  = EA,  donc 
yx  — aa  eft  1 équation  de  l'hyperbole  entre  les  afymptotcs.  Pre- 
nant donc  la  différence , j’ai  ydx  -4-  xdy  = o , ou  ydx  — — xdy 
Ôt  dx  — — *dy  , & mettant  cette  valeur  dedx  dans  — ,^=PT, 

j'ai  -+■  a:  ==  PT , c’eft-à-dire , PT  efl  égale  à l’abfciffe  PO , mais 
elle  doit  être  prife  fur  le  prolongement  de  OP  ou  du  côté  oppofé 
l'origine  O à caufe  du  ligne  moins  qui  lé  trouve  dans  dx. 


L’équation  de  toutes  les  premières  hyperboles  de  tous  les  de- 
grés prifes  entre  les  afymprotes  & x *ym—  a"*'1  , fa  différence 
eft_yra  dx  -4-  mxym  ' dy=  o,  ouy”  dx  — — ntxym  * dy  , donc 
da  = — — — - , & mettant  cette  valeur  de  dx  dans — 

m dy 


= PT,  j’ai  PT  = -4-  -Ï2Ü.  = _H  mx. 

Si  >it  — y , on  auraPT  =-4-2.v,  li>n  = 3 , donc  PT  = -+- j* 
& ainfi  de  fuite  dans  l’ordre  des  nombres  1.2.  3.  4.  &c. 

L’équation  des  hyperboles  fécondés , troifiémes , quatrièmes , 
&c.  de  tous  les  degrés  prifes  entre  les  afymptotes  eft  x"ym 
_ laquelle  peut  fervir  pour  les  premières  en  fuppofant  rt=  1, 

fa  différence  eft  nymx‘  1 dx  -+-  mxn ym  1 dy  = o , ou  nym  xn  1 

dx— — mxym  1 dy , donc  dx— — ^—1 — —Ü  f & mettant  cet- 

nym  xn  1 

te  valeur  de  dx  dans  dans  PT  — ’l* > je  trouve  PT  = -f™, 
Siw=j  &«  — 2 , on  aura  PT  — -q-far. 


Siw=  3 & n = 3 , on  aura  PT  ==-4-*,  ce  qui  fait  voir  que 
cette  hyperbole  eft  la  même  que  l’hyperbole  ordinaire  , & en 
effet,  fon  équation  eft  =a6 , laquelle  fc  réduit  à xy  — aa 
en  tirant  la  racine  cubique. 

SitM=4&.H  = 3,  on  aura  PT  = -f-  f*,  & ainfi  des  autres 
à l’infini. 

Pour 


Digitized  by  Google 


et  le  Calcul  Intégral,  Litre  II. 


Pour  la  Cijfoïde. 


2$.  Du  point  M par  où  il  Faut  mener  la  tangente  (Fig.  i j.)  je 
mené  1 ordonnée  MP  que  je  prolonge  jufqu’à  la  circonférence 
du  cercle  générateur  en  Q ; je  mène  une  autre  ordonnée  mp  in- 
finiment proche,  & nommant  le  diamètre  AB=a  l’abfcifle  AP 
= l’ordonnée  MP==y,  j’aiPB=a  — a,  PQ  = i/«a— a* 
acaufe  qucPQ  efl  moyenne  proportionnelle  entre  AP  — a,  fle 
PB=a — a;  MK=dx,mK=dy. 

Les  triangles  fcmblablcs  raRM , MPT  donnent  mR , MR  : : 
MP , PT,  donc  dy  , dx  : : y , PT  ; or'par  la  propriété  de  la 

cifloïde  ou  a BP,  PQ  : : PQ,  PA  ; : PA, PM, donc  a-*, 

• : x>  , „xx  =PM , donc  , & quarrant  chaque 

membre yy=-“  _ , & divifant  le  numérateur  & le  déno- 


minateur du  fécond  membre  par  a — x on  aura  yy  = dLL.  qUj  eft 
J équation  de  la  cifloïde  ; prenant  donc  la  différence  , on  aura 
*ydy=  > donc  dx  = 

" — !**-♦-,*  * jaxx  — 1,1  > 

& mettant  cette  valeur  dans  y—  on  aura  PT=  +"»•*•  ***» 

dj  3***— 1*1  * 


& mettant  au  lieu  deyy  fa  valeur  oh  aura  PT 


****■—  4***  -4-  1»  > 


L , 6c  divifant  le  nu* 


i***l 4**4  -f-  ix? 

$aax*  3**  * — i**l-f-i*4  3**  — j**-f-i*i 

mérateur  & le  dénominateur  para— je . on  aura  PT  == 

1 ' la  — *x- 

J ** — J*  ,,  s -, 

— 1«— *>  doulontire  cette  analogie  | a — a,  a — a::a,PT, 

ainfi  prenant  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes -Jn 
— - a,  a — x , & a,  ou  aura  la  foutangente  PT. 


Pour  la  Conchoïde. 


26.  Du  point  M par  où  il  faut  mener  la  tangente  (Fig.  14.)  ^ 
je  mène  la  droite  MC  au  pôle  C-,  l’ordonnée  PM  & une  autre 
ordonnée  pm  infiniment  proche,  & nommant  AP  ==x,  PM ==y, 
AB=MD=a,  BC  = £ , &CM=z,  j’ai  Pp=dx=R\l, 
mR  = dy  , PB  = AB— AP==a-— a , & PC  = AB  -+-  BC 

Ii 


ayo  Le  Calcul  Différentiel, 

*—  AP  = a-+-£  — x , d’où  je  tire  comme  auparavant  PT  =~. 

Maintenant  comme  l’équation  de  la  conchoïde  que  nous  avons 
avons  donnée  dans  le  Chapitre  III.  du  premier  Livre , eft  extrê- 
mement longue  ôc  embarraflante  pour  le  cas  prefent , nous  tache- 
rons de  nous  en  pafler  en  cette  forte;  Je  fais  pour  abréger  a — * 
= r,  donc — dx  — dr  ,&  faifànt  de  même<j-+-i — x = r,  j’ai 
r—dx  — ds , cela  pofé. 

A caufe  des  parallèles  PM , BD , fai  PB , DM  : : PC , CM  , 
donc  r,  a : : s , z , & rz  — as,  donc  rdz-\-zdr—ads  , & met- 
tantla  valeur  — dx,  de  dr  & de  A,  j’ai  rdz — zdx= — adx , ou 
rdz=zdx-  -J" 
de  dz. 

Dans  le  triangle  re&angîe  CPM  j’ai  CM  ==  FM  -+-TC  ou  a* 
— “4— J1 , & prenant  la  différence,  j’âi  zzdz  = zydy-\-  zsds, 
& mettant  la  valeur  — dx,  de  ds,  j’ai  2 zdz—zydy — zsdx,  &t 

tyJy — udx ydy  — six 


, première  valeur 


, fécondé  valeur  de  dz. 

Je  compare  les  deux  valeurs  d cdz,  ,ix  — lir 


& 


multipliant  tout  par  r Ôc  par  z , j’ai  z'dx—azdx  = rydy—rsdx  , 
d’où  je  tire  dx  = t ryiy — . 


Je  mets  cette  valeur  de  dx  dans  PT  =y~  ce  qui  donne  PT 

— » ou  bicn  cn  mettant  la  valeur  z1 — s1  de_y‘ , j’ai  PT 

ie  tire  cettc  analogie  z'-az-hrs,  z1 — s * 
: : r : : PT , c efl-a-dire  que  faifantun  quarré  égal  à z1—az  •+■  rs  , 
& un  autre  égal  à z'~ — s1 , Ôc  exprimant  enfuite  les  rapports  de 
ces  quarrés  en  lignes  que  nous  nommerons  m,n,  nous  aurons 
m,n::r,  PT,  ou  PT  quatrième  proportionnelle  aux  trois  li- 
gnes m , r. 

Pour  mener  une  tangente  du  point  N à la  conchoïdc  inférieu- 
re , je  niene  l ordonnée  NO , ôc  une  autre  infiniment  proche  no, 
& la  petite  perpendiculaire  Nr.  Du  pôle  C par  le  point  N je  me- 
ne la  droite CNV,  ôc  nommant  BC=  b,  NV  = AB=«,  CO 
= f > ON=  y > CN  = 2 , j’ai  Oc  = Nr  = <& , tn^dy,  BO 

— " x>  Cv  — z-i-a , & les  triangles  femblablcs  tNn , O YN 


me  donnent  la  foutangentc  O Y 
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Je  fais  pour  abréger  BQ— h — jc  = ^,  donc — dx  = dq  , ôc 
faifant  au(Ii  z -+-a  = l donc  dz=  dl.  Or  à caufe  des  parallèles 
BV , ON , j’ai  BO,  NV  : : BC  , CV,  ou  q , a : : b , l , donc  ql 
~ab,  & qdl-y-ldq—  o,  ou  qdi= — Idq  , & mettant  la  valeur 

— dx  , de  dq , & la  valeur  dz  , de  dl , j’ai  -H qdz  — -+■  Idx,  d’où 

je  tiredz=-f-  — , première  valeur  de  dz. 

H ' 

Dans  le  triangle  re&angle  NOC  j’ai  CN=.NO-+-CO,  oa 
zl  — y1  -4-  x1 , donc  2 zdz  = 2 ydy  -4-  zxdx , d’où  je  tire  dz 

— ij^y-h  ixJx  , fécondé  valeur  de  dz. 

**  * > . . 

Je  compare  enfemble  ces  deux  valeurs  , ce  qui  donne  ** 

— , & multipliant  tout  par  q & par  z , Izdx  = qydy 


*+•  qxdx , ou  Izdx — qxdx  — qydy  , d’où  je  tire  dx=  vJ—~  & 

lx  — qx 

mettant  cette  valeur  de  dx  dans  OY  -1—  , j’ai  — 2I~  met, 

b 1 lx — qx  ’ 

tant  au  lieu  de  yy  fa  valeur  zz  — xx , j’ai  OY  = qt*~-î** 

• lx qx  • 


Pour  la  Cycloïde. 

t 27-  Du  point  M (Fig.  1 y.)  d où  l’on  doit  mener  la  tangente  , 
je  mené  1’ordonnéc  MP  parallèle  à la  bafe  CB  , & l’ordonnée  mp 
infiniment  proche.  Du  point  P où  l’ordonnée  MP  coupe  la  cir- 
conférence du  cercle  générateur,  je  mène  PK  tangente  à cette 
circonférence.  Il  cfl  évident  que  la  droite  qui  doit  toucher  la 
cycloïde  au  point  M,  coupera  la  tangente  PK,  au  point  T, 
à caufe  que  l’extrémité  M de  l’arc  AM  eft  plus  éloignée  de 
Taxe  BA  que  l’extrémité  P de  l’arc  AP.  Le  petit  arc  P p 
étant  infiniment  petit  peut  Être  confideré  comme  étant  la  conti- 
nuation de  la  tangente  KP , c’eft  pourquoi  menant  du  point  M 
la  droite  MR  parallèle  à KP,  j’ai  Rp=*=MP  ; de  même  l’arc 
infiniment  petit  Mm  de  la  cycloïde  pouvant  être  regardé  com- 
me une  ligne  droite  qui  feroit  le  prolongement  de  la  tangente 
TM , le  petit  triangle  MRr»  eft  femblable  au  triangle  TPM  ; 
cela  pofé. 

Je  nomme  l’arc  AP  = x , l’ordonnée  MP  —y  ; donc  P p 
= MR=dx,  7nR=dy.  Or  les  triangles  fcmblablcs  «RM, 
MPT  donnent  mR , RM  : : MP  , PT , donc  dy , dx  y ,’± 


\ 
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Mais  par  la  propriété  de  la  cycloïde  la  demi-circonférence 
APB  eft  a l’arc  AP,  comme  la  bafe  CB  eft  à l’ordonnée  MP, 
nommant  donc  la  demi-circonférence  APB= a , la  bafe  CB=é , 
nous  aurons  a , x : : b , j = A1P  ; donc_y  = eft  l’équation  de 

la  cycloïde.  Prenant  donc  la  différence  , j'ai  dy  = b-  dx  , ôc  dx 
— j dy , ôc  mettant  cette  valeur  de  dx  dans  PT  = ^ , j’ai  p y 

= PT,  d’où  je  tire  b , a ::  y , PT  , c’eft-à-dire  la  foutangente 
PT  eft  quatrième  proportionnelle  à la  bafe  CB  , à la  demi-circon- 
férence APB&  à l’ordonnée  MP,  où  il  faut  remarquer  que  cette 
proportionnelle  PT  eft  égale  à l’arc  AP  ; car  l’équation  étant  y 

= ~ x , multipliant  par  a ôc  divifant  par  b on  aura  j y = x , ôc  par 
conféquent  PT  = ^=ar. 

Sia  — b,  ce  qui  arrive  dans  la  cycloïde  ordinaire  , on  aura 
TP=y , ôt  par  conféquent  menant  la  tangente  PK , ôc  prenant 
fur  PK  la  partie  PT  égale  à PM , la  droite  PT  fera  la  foutangente. 
Or  en  ce  cas  , fi  l’on  mené  la  corde  PA  cette  corde  fera  parallè- 
le à la  tangente,  car  TP  étant  égale  à l’arc  PA  eft  égale  à PM 
donc  l’angle  externe  TPQ  vaudra  le  double  de  l’interne  TMP  , 
mais  les  angles  KPA,  APQ  font  égaux,  car  le  premier  vaut  la 
moitié  de  l’arc  PA  ôc  l'autre  la  moitié  d’un  arc— PA,  donc  l’an- 
gle APQ  eft  égal  à l’angle  TMP , donc  , ôcc. 

Si  au  lieu  du  cercle  générateur  on  avoit  une  autre  courbe  Algé- 
brique dont  on  fçût  mener  la  tangente  PK  , comme  par  exem- 

Île,  une  demi-parabole  APQ  (f\r>.  1 6.)  Ôc  que  le  rapport  de  MP 
l’arc  PA  fut  comme  la  bafe  CB  à la  courbe  QA  , nommant 
comme  ci-deflus  la  courbe  QA=a,  ôc  la  bafe  AB  = b , l’équa- 
tion de  la  courbe  AMC  feroir y 6c  conftruifant  de  même 

que  ci-deffus  les  triangles  femblables  wRM , MPT,  donneroient 
PT  = ^ , ainli  prenant  la  différence  de  I’équation_y  = — , nous 

aurions  dy=~di r , Ct  dx  = j ify , ôc  mettant  cette  valeur  de  dx 
dans  PT= ^ , nous  aurions  encore  PT  = a-y  — x , ôc  fuppo- 

fant  a = b , nous  aurions  PT  =y  , ôc  fi  l’on  vouloit  que  le 
rapport  de  y à x fut  exprimé  pat  la  raifon  bb  , aa  , on 
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auroit  aay  = bbx,  fit  l’équation  feroit_y  = dont  la  différence 

feroitdy  = ^<bc,  donc  dx—^dy,  & PT=~  = ~^,  Ôcainfi 
des  autres  , ce  qui  fait  voir  que  fi  l’on  a une  courbe  dont  l’on  fâ- 
che mener  la  tangente , fit  une  fécondé  courbe  dont  les  ordon- 
nées ayent  un  rapport  connu  aux  arcs  de  la  première  courbe  on 
pourra  toujours  mener  une  tangente  à cette  fécondé  courbe. 

Ce  feroit  ici  le  lieu  de  parler  de  l’Epicycloïde  qui  eft  une  cour- 
be formée  par  un  point  de  la  circonférence  d’un  demi-cerde  qui 
roule  fur  la  circonférence  d’un  autre  demi-cercle , mais  comme 
l’équation  de  cette  courbe  eft  trop  longue  fie  trop  embarraffante 
par  la  méthode  préfente  , nous  en  parlerons  dans  un  autre  en- 
droit où  nous  en  détaillerons  toutes  les  propriétés. 

Pour  la  Spirale..  : ■ ; • 

28.  Du  point  M (Fig.  i7.)où  il  faut  mener  là  tangente  , \e  me- 
né l’ordonnée  MP , fie  une  autre  ordonnée  mp  infiniment  proche , 
ces  deux  ordonnées , comme  on  fçait , aboutiront  au  centre  P 
de  la  fpirale  ; du  centre  P fie  du  rayon  PM , je  décris  un  arc  MR, 
cet  arc  étant  infiniment  petit , peut  être  regardé  comme  une  por- 
tion d’une  ligne  droite  qui  le  toucheroit  en  M . & par  conféquent 
l’angle  MRot  eft  droit  ; j’éleve  en  P la  perpendiculaire  PT  fur  la- 
quelle la  tangente  MT  ira  aboutir.  Enfin  prolongeant  PM , Pot  , 
jufqu’à  la  circonférence  du  cercle  en  O fie  en  0 , je  nomme  PM 
—y,  la  circonférence  du  cercle  générateur =a , l’arc  AO  — x , 
donc  Oo  — dxôc  Rot = dy  , je  nomme  aufti  le  rayon  OP  = c. 

Les  fctleurs  femblables  OPo , PRot  donnent  OP , Oo  : : PM, 

MR, donc  c,dx::y,  — ^ = MR  ; maintenant  le  petit  arc  de  la 
fpirale  otM  étant  infiniment  petit  peut  être  pris  comme  une  li- 
ligne  droite  faifant  partie  delà  tangente  MT,  fie  par  conféquent 
le  petit  triangle  otRM  eft  rectangle , d’autre  part  l’àngle  PotM 
eft  égal  à l’angle  PMT , car  fi  à l’angle  PMot  on  joint  l’angle 
PMT  leur  fomme  vaudra  deux  angles  droits  , ôc  fi  au  même 
on  joint  les  deux  MotP,  MPot,  leur  fomme  vaudra  aufti  deux 
angles  droits  , donc  PMT  eft  égal  à MotP  -4-  MPot  , fit  par  con- 
féquent la  différence  de  l’angle  PMT  à l’angle  MotP  eft  l’angle 
MP  ot  , mais  l’angle  MPot  eft  infiniment  petit , donc  les,  angles 
PMT , MotP  font  égaux  puifqu’ils  ne  différent  que  d’une  gran- 

Ii  iij 
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deur  infinimenr  petite;  donc  les  triangles  rectangles  MRm,TPM. 

font  femblables. 

Comparant  donc  enfeinble  les  cotés  de  ces  triangles  nous 
aurons  wR,  RM  : : MP,  PT  ou  dy , : -.y , ^ = PT. 

* Or  par  là  propriété  de  la  fpirale  nous  avons  la  circonférence 
du  cercle  générateur  , cft  à 1 arc  AO  coninic  le  rayon  PO  à for- 
donnée  PM  , donc  a , ar::  c ,y , ôc  par  conféquent  ay  = ex  cft 
l’équarion  de  la  fpirale , ainli  prenant  la  difféiaicc  de  cette  équa- 
tion, j’ai  aây  = cdx , &ç  dx  — ^t  je  mets  cette  valeur  de  dx 
dans  = PT , ce  qui  donne  PT  — ^ ôt  mettant  au  lieu  de 

ay  fa  valeur  ex  , j’ai  PT  — ~ > d’où  je  tire  cette  analogie , c , x 
: \y  , PT , c’cft-à  dire  la  foutangente  PT  cft  quatrième  pro- 
portionnelle au  rayon  c.du.  cercla  générateur  à l’arc  AO  & à l’or- 
donnée PM. 

. -Sjl'on  youloit  iinençr  une  tangente  au  point  A où  la  fpirale 
coupe  la  circonférence , du  cercle  générateur , alors  l’ordonnée 
y leroit  égale  au  rayon  c , & l’arc  x l'eroit  égal  à la  circonférence 
parce  que  la  fpirale  n’arrive  en  A que  lorfque  le  rayon  c a décrit 
toute  fa  circonférence , àinfi  on  auroit  PT  =±*1=  — — a.  c’eft- 
à-dire , la  foutangente  feroit  égale  à la  citçonférencc  du  cercle , 
d’où  l’on  voit  que  li  l’on  pouvoit  trouver  une  maniéré  géométri- 
que de  mener  une  tangente  à la  fpirale , on  auroit  une  ligne  droi- 
te égale  à la  circonférence  du  cercle  , Ôt  par  conféquent  la  qua- 
drature feroit  trouvée. 

Pour  toutes  les  Spirales  à f infini. 


2j>.  L’équation  des  fpirales  de  tous  les  degrés  eft  a y"=cn xm> 
fa  différence  eft  na'yn~ 1 dy.*=mcnxm~Idx,  donc  dx—  ------- — 7 

& mettant  cettevaleur  de  dans  PT  = — nous  aurons  PT 


aurons  PT  = 


, & mettant  au  lieu  de  a myn  fa  valeur  c"  xm 

nçnïmy  nxy 

Kn-r-\ Jt. — l Bif* 


nous 


■ — 
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Pour  la  Spirale  parabolique. 

3 o.  L’équation  de  cette  fpirale  efty*  = ax , fa  différence  eft 
a y<ty  — adx  , donc  dx  — Ôc  PT  = ~~  = Ex  mettant  au 
lieu  de  y1  fa  valeur  ax , on  aura  PT  s=  . 

Pour  la  Jprrale  Logarithmique. 

31.  Je  fais  la  même  conftruâion  que  pour  les  autres  fpirales  , 
6e  nommant  PO  = r (Fig.  17.  ) l’arc  AO  = # l’ordonnée  PM 
—y,  j'ai  O o=dx,  Rwa=  dy,(x  je  trouve  comme  auparavant  PT 
yyi* 

<4j  , J 1 .... 

Je  mène  une  autre  ordonnée  PQ  ôc  fon  infiniment  proche 
Pf,  & nommant  PQ  = e,  l’arc  AON  — « j’ai  q\  — dz,  ôc 
N n=2-du  -,  ainfi  menant  une  tangente  au  point  Q fa  foutangentc 
Pt  fera  *-£. 

Or  il  eft  vifible  que  Oo=  N«,  & par  conféquent  les  quatre 
arcs  AO,  Ao,  AN,  A»  font  en  proportion  arithmétique , donc  x 3 
x •+■  dx  : :u , u -f-  du  ; mais  par  la  nature  de  cette  fpiralequand  les 
arcs  font  en  proportion  arithmétique,  les  ordonnées  PM,  P mt 
PN , P»  font  en  proportion  Géométrique  dortt^>  ,y  -\*dy  : : z , 
z-\-dz , Ex  divifanr^i,  dy::z,  dz , donc  ~ , & divifant  par 

c,  ^ ^ , & multipliant  le  premier  membte  par  dx , 6c  le  fe-i 

cond  par  du  égal  à dx  on  a maisîafburângcntePT  eft 

_yx  ^ ôc  la  foutangentc  Preftax*^  ; donc  ces  deux  foutangentc» 

font  entr’cllcs  comme  y eft  à z ; c’eft-àidire  PT,  Pr:  : PM,  PQ , 
d’où  il  fuit  que  les  triangles  rcâangles  MPT,  QPf  font  fembla- 
blcs,6cque  dans  cetre  fpirale  l’angle  TMP  fait  par  la  tangente 
MP  ôc  par  une  ordonnée  PM  eft  toujours  égal  à 1 angle  t QP  fait 
par  une  autre  tangente  Qr  ôc  une  autre  ordonnée  PQ. 

Comme  il  n’eft  pas  poffiblc  de  faire  évanouir  les  différences  dy  * 
dz  dans  les  expreflions  des  foutangentes  PT , Pr,  on  ne  peut  pas 
non-plus  trouver  les  valeurs  de  ces  foutangentes  du  moins  par 
te  feul  calcul  différentiel  ; nous  venons  dans  la  fuite  ce  que  le 
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calcul  intégral  pourra  nous  apprendre  la  deflus. 


Pour  la  Logarithmique. 

52.  Du  point  M où  il  faut  mener  la  tangente  { Fig.  18.  ) je  tire 
l'ordonnée  MP  & une  autre  ordonnée  mp  infiniment  proche,  je 
nomme  PA  = x,  PJ\1  =y  , donc  Pp  — MR  = — dx  & Rm 
= dy  à caufe  que  les  ordonnées  croiflant,lcs  abfcilTes  décroif- 
fent  ; les  triangles  fcmblables  MRra,  TPM,  donnent  R/» , MR 

: : PM,  PT,  oudy,  — dx  : : /,-&  = PT. 

. Je  mène  une  autre  ordonnée  NS  6c  fon  infiniment  proche  m 
& nommant  AS  = u,  NS  = z,  j’ai  Si  = — du,  6c  On=dz-,  les 
triangles  femblables  NO»,  rSN  donnent  O»,  NO  ::NS  , St, 
donc  dz, — du  . -.z,  — = Rr. 

Or  il  eft  vifiblè  que  Pp=-  St , 6c  par  conféquent  les  quatre 
abfcifles  AP,  A p,  AS,  Ai  font  en  proportion  arithmétique*, 
x — dx  : : u,  u — du  ; mais  par  la  propriété  de  la  courbe  les  abf- 
eifles  étant  en  proportion  arithmétique  , les  ordonnées  font  en 
proportion  Géométrique  , donc  y ,y  -J-  dy  z , z -+-  dz , 6c  divi- 

fant  y,  dy  : : z,  dz  , donc  F — & multipliant  le  premier mem. 

bfè  par  , — dx , 6c  le  fécond  par  — du  — — dx  nous  aurons 
— ~ > c’eft-à-dire  la  foutangente  PT  égale  à la  foutan- 

gentc  St , ce  qui  fait  voir  que  dans  cette  courbe  toutes  les  fou- 
tangentes  font  égales  , 6c  quelles  doivent  être  prifes  de  l’autre 
côté  de 1 l’origine  A des  abfcifles.  - r 

On  ne  peut  pas  déterminer  la  valeur  de  la  foutangente  par 
le  feul  calcul  différentiel  pour  la  même  raifon  que  nous  avons  dit 
ci-deflus. 

, • Pour  la  quadratrice  dè  Dinojlrate. 

33.  Du  point  M par  où  il  faut  mener  la  tangente  ( Fig.  tp.  ) 
je  mene  l’ordonnée  PM  6c  fon  infiniment  proche  pm,  du  centre 
Q je  mene  les  droites  QO,  Qo,  du  point  M j’abaifle  MX  per- 
pendiculaire fut  le  rayon  QB , 6c  j’éleve  MS  perpendiculaire  fut 
QM  , enfin  fuppofant  la  tangente  MT  tirée  je  mene  du  point  T, 
la  droite  TH  parallèle  à QM.  , 

J ç nomme  la  circonférence  AOB  = a , l’arc  AO = * , la  droite 

AP 
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AP  —y , la  droite  QM  =/,  le  rayon  AQ  = c , donc  Oo—dx, 
RM  = dy  , PQ  = MX=e— y. 

Si  du  centre  Q 6c  du  rayon  QM  je  décrivois  un  arc  entre  les 
deux  lignes  infiniment  proches  QO , Q 0 , cet  arc  fe  confondroit 
avec  la  petite  partie  M»  de  la  droite  MS  comprifè  entre  ces 
deux  lignes,  ainfi  l’on  peut  regarderie  petit  triangle  MQ»  com- 
me un  l'e&eur  femblable  au  fe&eur  OQe,  donc  QO , QM  : : O 0, 

M»  ou  c ,f:  : dx  /—  = M». 

Dans  le  triangle  rectangle  MQ»  les  angles  MnQ , MQ»  pris 
enfcmble  valent  un  angle  droit,  mais  l’angle  MQneft  infiniment 
petit , donc  l’angle  M»Q  ne  différé  d’un  angle  droit  que  d’une 
partie  infiniment  petite  ; ainfi  on  peut  le  regarder  comme  droit 
6c  la  ligne  «Q  comme  parallèle  à TH  ; cela  pofé 

Les  triangles  femblables  M mn , MTH  donnent  Mm  , MT 
::M»,  MH,  de  même  les  triangles  femblables  MR»»,  MXT 
donnent  Mm,  MT::  MR , MX,  donc  MR,  MX:  :M«,  MH  ou 

- 

Or  par  la  propriété  de  la  quadratrice  on  a AOB , AO  : : AQ  , 
AP  ou  a , x c ,y\  donc  l’équation  eft  ay  — «r  ; ôc  prenant  la  dif- 
férence on  a ady  = cdx , 6c  dx  — mettant  donc  cette  valeur 
de  dx  dans  la  valeur  de  MH  = ^ — on  aura  MH=  ~ 

ay  (dy  e 

— —,  ôc  mcttant*au  lieu  de  y fa  valeur  ~ prife de  l’équation  de 
la  courbe  , on  aura  MH  d’où  je  tire  c , / : : a — x, 

MH  ; ainfi  prenant  une  quatrième  proportionnelle  MH  aux  trois 
lignes  AQ , QM , OB , on  élevera  cette  proportionnelle  perpen- 
diculairement fur  le  point  M , 6c  de  fon  extrémité  H menant 
HT  parallèle  à QM , on  mènera  du  point  T où  cette  parallèle 
coupe  QBla  droite  TM  qui  fera  tangente  en  M , 6c  MH  fera  la 
foutangente , cette  conftruûion  fuppofe  la  quadrature  de  l’arc 
OB. 

Pour  trouver  le  point  où  la  quadratrice  AMV  coupe  le  rayon 
QB  ( Fig.  20.  ) on  mènera  un  autre  rayon  QO  infiniment  proche 
de  QB  , 6c  du  point  M où  il  coupe  la  quadratrice  on  tirera  la 
droite  MP  parallèle  à QB;  par  la  propriété  de  la  courbe  on  a 
AOB , AQ  : : OB , PQ  ; or  l’arc  OB  étant  infiniment  petit,  peut- 
être  regardé  comme  une  petite  partie  d’une  tangente  en  B ôc  le 
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f.&eur  BQO  comme  un  triangle  rcétangle  en  B ,ceh  pofétlcs 
triangles  OQB  , QMP  donnent  QB  ou  QA  , PM  ou  QV:: 
OB  , PQ , donc  QB  , QV  : : AOB , AQ  , ou  AOB  , AQ  : : QB 
ou  AQ  , QV  ; c’eft-à-dire  QV  eft  troifiémc-proportionnelle  à la 
circonférence  AOB  & au  rayon  AQ  ou  QB. 

Déterminer  la  Tangente  , la  Perpendiculaire , & la 
Soupapendiculaire  et  une  Courbe. 


34-  La  foutangente  étant  trouvée,  il  eft  facile  de  déterminer 
les  autres  lignes , foit  que  l’angle  que  les  ordonnées  font  avec 
le  diamètre  l’oit  droit , ou  qu’il  ne  le  foit  pas. 

. Si  l’angle  des  ordonnées  eft  droit  nous  avons  trouvé  {N.  I y.  > 
que  l’expreffionde  la  tangente  eft  V dx1  -+-  dy1 , celle  de  la  per- 


pendiculaire £ Vdx1  -+-  dy'- , & celle  de  la  fouperpendiculairc 

’iï>  fappofant  donc  que  la  courbe  AMB  ( Fig.  7.  ) foit  une  pa- 
rabole quarréc  dont  l’équation  eft  yy  — ax , fa  différence  fera 
2 ydy  — adx,  donc  dx  — maintenant  pour  mettre  cette  va- 
leur dedx  dans  l’cxpreflion  de  la  tangente  TM  = J-  Vdx 1 -| -dy1 , 
féleve  cette  expreftion  au  quarré,  ce  qui  donne  j1-*  71  ^ 


or 


tyâ  *d  % * 

d*—  donc  dx1  = , & mettant  cette  valeur  de  dx1  dans. 

t»  rfrïî  . 4,4  ___> 

dy*  — iM  ) ai^*  + — =TM,  & mettant  ax  au  lieu  de 


y-+ 


yy  > fai  ax-t-j-x1  = TM  , donc  TM  = Vax  -+-  4*1. 

Ou  bien  comme  on  a trouvé  ci-delfus  PT  = ax,  on  aura  dans 

le  triangle  reâangle  TPM , TM = TP  Pm’=  4**  -hyy,&c 

mettant  ax  au  lieu  deyy , TM=ax-hix-  & TM  = Vax-t-^x1. 

L’expreffion  de  la  fouperpendiculaire  PS  eft  ~ & mettant  au 
lieu  de  dx  fa  valeur  on  aura  PS  = x a. 

4 * 

L expreftion  de  la  perpendiculaire  SM  cft£  Vdxl-+-dy'-,  donc 
SM  —yy  & mettant  au  lieu  de  dx'-  ü valeur  on. 

44  * 
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aura  SM  =jyy  -+-£  aa , 6c  SM  = Vyy->r\  ââ , ou  bien  dans  le 
triangle  reétangle  PSMon  auraSM  = PM-+-PS  —yy-v-^aa, 

% i ■■  — . ■ 

6c  mettant  ax  au  lieu  dcyy , SM=<i.v+  ~ aa  6c  SM^v7 ax  -+-  i aa. 

Si  la  courbe  eft  un  cercle  ( Fig.  ç.  ) fon  équation  eAyy  = sx 
— .v.y  6c  fa  différence  aydy  = adx  — 2 xdx;  donc  dx=*~~— 

& d.x 1 = 


iyyJy* 


, ; or  TM  eft  ~ v'dx1 

aa  — 44*  -f-  4**  ày 

yjlx’ 


w 


x g 

donc  TM 


—yy  6c  fubflituant  la  valeur  de  âxl  on  aura  TM  —yy 

4J4 


-t — . Ôc  mettant  au  lieu  de  yy  fa  valeur  ax — xx  on 

44 4«-t-4M» 

— — - * +aaxx  — 8axî  -4-  4*  4 

aura  TM  = ax  — xx<‘ 


« — 44* -4-4** 


! TM  = Vax  — xx 


44»*— «.* » -4- 4»*  ou  fcicn  a t trouvt:  ci  . deffus  TP 

aa ■+■  4**  1 


-on aura  TP  = 


4 âaxx  — -f-  4*  4 

4M  — 4** -+-4*4” 


6c  PM  =y’-  — 


— — 1 * 

_ *x;  or  dans  le  triangle  reflangle  TPM  on  a TM==PM 
PT  , donc  T Ai  = ax  — xx  -b - - - ^ TM 


I — 4AX-4-4** 


jaex  * 8 ax 1 -H  * * 4 

a 4*x  -H  4* 1 


-=  ^ aa — xx-y- 

La  fouperpendiculaire  PO  eft  ~ ; 6c  fubftituant  la  valeur  de 

abc  on  aura  PO  = — x 

La  perpendiculaire  MO  eft  ^ Vd^-y-  dy*  , donc  MO  = yy 


y ‘«b* 


, fie  fubftituant  la  valeur  de  dx* , on  aura  MO=_yy 
« — 44* -i- 4*»  &mettantax_ xx  au  lieu  de^y,  on  aura  MO 


: ax  ■ 


4 

'XX  • 


aa  - 


x1  4-*x 4jr*-H<*4 4«-*-4xx  ^ 

« — • 1 ’ . A 


4 4 

donc  MO  = ~a.  D,  t„ 

Ou  bien  comme  à caufe  du  tnangle  redangle  PMO  on  a 

s 3 ^ ^ 4d  — 4<xx  -H  4**' 

MO  = PM -H  PO  , on  aura  auff»  MO  = y1  H 


— ax — ‘XX  H* 


tx  — 44*  -H  4** 


sAau6cMO=ia. 


Et  on  fera  la  même  chofe  à 1 egard  des  autres  courhcs.  § 
Que  fi  l'angle  que  les. ordonnées  font  avec  le  dnimetrc  ne 
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J tas  droit , alors  dans  le  triangle  PMT  ( Fig.  7.  ) on  connoîtra  la 
butangente  PT,  l’ordonnée  PM,  6c  l’angle  compris  TPM,  6c 
par  conféquent  on  connoîtra  aifément  la  tangente  TM  r 6c  l'an- 
gle TMP  ; c’eft  pourquoi  le  complément  de  l’angle  TMP  à po 
degrés  fera  l’angle  PMS , car  l'angle  TMS  eft  toujours  droit;  or 
on  connoîtra  aulfi  l’angle  MPS  qui  eft  le  complément  de  l’angle 
MPT  à deux  droits , ôc  l’ordonnée  PM , donc  dans  le  triangle 
PMS  on  pourra  connottre  aifément  les  deux  autres  côtés. 

Déterminer  les  Afÿmptoptes  d' une  Courbe. 

3$.  Soit  l’hyperbole  AMX  (Fig.  a 1.)  fi  nous  menions  d’un  point 

M une  tangente  MT , fa  foutangente  PT  feroit  ( JV.  22.  ) 

en  nommant  le  premier  axe  ou  diamerre  = a l’abfciffe  AP  = v 
6c  l’ordonnée  PM=j/,  6c  Ion  auroir  TA  = TP  — AP 

plus  les  triangles  femblables  MRm, 
TAB  donneroient  MR , Rw , TA , AB  ou  dx , dy  : : , 

s ^ ^ * 

r1  * J — = AB,  6c  on  trouvera  les  mêmes  expreflîons  en 

— tdx  -h  xdx  1 

quelque  point  de  la  courbe  qu’on  veuille  mener  une  tangente. 

Maintenant  fi  nous  fuppofons  que  le  point  M foit  infiniment 
éloigné  du  fommet  A , ia  tangente  menée  de  ce  point  ne  fera 

fas  différente  de  l’afymptote,  6c  comme  alors  l’ab(ciffe  AP,  ôc 
ordonnée  PM  feront  infinies , la  grandeur  confiante  a fera  in- 
finiment petite  par  rapport  à x 6c  à y , ôc  pourra  être  regar- 
dée comme  zéro  ; c’eft  pourquoi  l’expreflion  de  TA  = - fe 

t I 

changera  en  jJi  =ÎLÜ!  —7 a;  ainfilapartkTA  correfpondante 
à la  tangente  dans  ce  cas  fera  ou  la  moitié  de  l’axe. 

Par  la  même  raifon  dans  l’équation  ~yy  — ax-4-xx,  l’abfciffe 

x devenant  infinie  fon  quarré  xx  fera  infiniment  grand  par  rap- 
port au  plan  nx  qui  ne  contient  que  la  première  puiffance  de  * 
multipliée  par  la  grandeur  a infiniment  petite  ; ainfi  cette  équa- 
tion fe  changera  en  ^yy  = 0’+-  xx  ou  ~ yy  = -+•  xx  , dont  la 
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différence  eft  — ^ = ■+•  2 xdx , d’où  l’on  tire  dx  == 

t I* 

Les  triangles  fcmblables  MRm , TAB  donneront  de  même 

que  ci-deffus  MR , Km::TA,  AB  , mais  à caufe  de  TA  devenu 
on  aura  dx , dy::{  a,  ^ = AB,  & en  effet  onretrouve- 

roit  la  même  chofc  fi  dans  l’expreflion  de  AB  = ; — 1 — — que 

9 a x x' 

nous  avons  trouvée  ci-deffus  pour  le  cas  où  le  point  M n’cft  pas 
infiniment  éloigné  du  Commet , on  effâqoir  la  grandeur  - adx 
qui  devient  infiniment  petite  lorfque  * devient  infiniment  grand, 

mettant  donc  dans  AB  = -y  la  valeur  de  dx , nous  aurons  ÀB 


Or  l'équation  étant  jyy=xx,  ona  yy=  £ 
mettant  donc  cette  valeur  dey  dans  AB 


xx&cy—x  f 
nous  aurons  AB 


V iip. 


Prenant  donc  une  moyenne  propot- 


tionnelle, entre  le  diamètre  a & le  paramétré p, on  fera  AS  égal  à la 
moitié  de  la  moyenne  proportionnelle , & prenant  AO  égal  à j a, 
on  tirera  du  point  O parle  point  S la  droite  indéfinie  OSV  qui  fera 
afymptote  ue  l’hyperbole  ; & ceci  s’accorde  très-bien  avec  ce 

3 ue  nous  avons  vû  dans  les  ferions  coniques  , car  la  droire  AS 
oit  être  égale  à la  moitié  du  fécond  axe  , & par  conféquent  à la 
moitié  de  Vap  puifquc  le  fécond  axe  entier  eft  moyen  propor- 
tionnel entre  le  premier  axe  & le  paramétré. 


On  peut  trouver  ceci  d’une  manière  encore  plus  commode 
en  cette  forte , l’équation  eft  y y = xx  donc  ayy  = pxx  , & 

yVa  = xVp  , & la  différence  dyVa=dxVp , d’où  l’on  tire  cette 
analogie  dy , dx  ::Vp , Va  , puis  donc  que  les  triangles  fembla- 
bles  MRra,  TAB  donnent  MR  , Rtw  : : TA  , AB  , ou  dx , dy 
: : TA  , AB  , nous  aurons  en  fuppofant  l’abfciffc  AP  & l'ordon- 
née PM  infinies  dx,  dy::Va  , vp::  TA,  A B ; & comme  TA 
eft  alors  ~ a, nous  aurons  Va  ,Vp::\  a,  ^ V^p  ; 

ainfi  AB  qui  deviendra  alors  AS  fera  iv'âp,  de  même  que  ci- 
deffus. 


I 
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L'équation  de  toutes  les  hyperboles  à l’infini  cft  ^ym^~n  = *" 

xii  + r*,&  dans  le  cas  où  la  tangente  eft  infinie , elle  fe  chan- 
Seeujym  " = x’r'~i~,'}  car  la  grandeur  a étant  infiniment  petite 

par  rapport  à .v , qui  eft  infiniment  grand  , fa  puiftance  a , & tou- 
tes les  puiffances  de  a:  qui  feront  multipliées  par  a , feront  infini- 
ment petites  par  rapport  à la  puiftance  a”h"b  qui  fe  trouvera  dans 
1 équation , ainfi  on  peut  les  regarder  comme  zéro  : Faifànt  donc 
pour  abroger  m-hn  — r , & tirant  la  racine  r de  l’équation  nous 
aurons yÿa=x{/p  , dont  la  différence  eft  dy'^a  — dxy'p , & de 

là  on  tire  i°.  dx=J-^  , 2°.  dx,  dy::  ÿa , ÿp. 

Or  quand  la  tangente  eft  finie  & que  l’équation  cft  -y  " 
=*'"  * a -Jt-xn  la  différence  de  cette  équation  eft  w-H»  jym~*~,‘~l 
dy—mx  1 x a -+-  x*  dx-\-nxmx  a-\-xn  1 dx  , donc  dx 

— — f - - — • , & mettant  cette  valeur  de  dx 

mx  ‘xa+«  +K  x«  + « 1 


dans  PT=-ÿon  aPT: 


w-f-«  — y 
P 


m 1 x 

tant  la  valeur  de  ~ ym~'~n  prife  de  l’équation  on  a PT 


met- 


wi-f-HX xmx  a- 


& divifant  le  numérateur  & le 


dénominateur  par  xn 


xa- 


ona 


PT  = 


= donc  TA=PT— PA==  S-t**"*? 

ma-hmx-t-nx  ma rex  4-  nx 


w -h  a x x x 4 -h  x 
ma  mx  -f-  nx 


X 


ma  -f-  mx  *Jt* 

Mais  dans  le  cas  où  la  tangente  cft  infinie , le  plan  ma  cft  infi- 
niment petit , donc  alors  on  a TA  = — — = J!L.  , Dr  dans 
ce  môme  cas  les  triangles  femblables  MRm  , TAB  donnent 
MR , Rm  : : TA  , AB  ou  dx , dy  : : , AB  , & nous 

m -+■  n * * 

i.»  n.,ÿ/p 


avons  dx  , dy  : : ÿa  , {/ p , donc  ■»/« , {yp 
= AB  ou  AS. 


m -f-  ny/  a 


> 
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Si  m = 2,  6c  n—  i , on  aura  TA  = j & AS  = ~ 

c’eft-à-dirc , que  pour  avoir  l’afymptote  de  cette  hyperbole , il 
faut  prendre  TA  égal  au  tiers  de  l’axe , & que  pour  avoir  la  droite 
AS  il  faut  chercher  deux  moyennes  proportionnelles  entre  le 
diamètre  a & le  paramétré/» , & prendre  le  tiers  de  la  première  ; 
car  fi  l’on  appelle  ces  deux  proportionnelles/,  g , on  aura  = a, 
& par  conféqucnt  ai  ,fi  : : a,  p , alp—fia , donc  fi 

==«*/ ’>  &/=*/ââ/T,  & 3-=Tp. 

Si  m = j , ôc  n—  i , onauraTA  = & AS=  = , 

W a 4 

c’eft-à-dire , qu’il  faut  prendre  TA  égal  au  quart  de  l’axe  , & AS 
égal  au  quart  de  la  première  des  trois  moyennes  proportionnel- 
les prifes  entre  a car  appellant  ces  trois  proportionnelles/, 
g , li,  on  aura  a* , fi  : : a,p  , & a*p—afi,  donc  fi  = a>p,  Ôc 

f=V—p,  ac£ 

D’où  l’on  voit  que  dans  les  hyperboles  qui  furpaffent  le  fé- 
cond degré  les  afyniptotes  n’ont  point  leur  origine  au  milieu  de 
l’axe,  comme  dans  l’hyperbole  ordinaire. 

On  trouvera  de  la  même  façon  les  afyniptotes  des  autres 
courbes. 

Un  Angle  étant  donné  , décrire  dans  cet  Angle  une  Courbe 
Algébrique  qui  touche  l’une  des  jambes  en  un  point  donné. 

36.  Soit  la  courbe  demandée  une  parabole  quarréc,  l’angle 
donné  PTM  (Fig.  7.)  & le  point  d’attouchement  M.  De  ce  point 
je  mene  une  perpendiculaire  MP  fur  TP  , & regardant  PM  com- 
me une  ordonnée  de  la  courbe  que  je  cherche  , TP  fera  la  fou- 
tangente  : je  menc/»m  infiniment  proche  de  PM , & j’abailTe  la 
petire  perpendiculaire  MR  : je  nomme  TP,  h , PM  —y  l’abfcil- 
fe  corrcfpondante  que  je  ne  connois  point  encore,  =*,  le  pa- 
ramétré inconnu  —p  , & j’ai  MR  = dx , Rm=  dy , les  triangles 
fcmblablesTPM,  MRw  donnent  TP,  PM::  MR,  R;»,  donc 
fi, y ::  dx , dy  , & hdy=>ydx.  Or  l’équation  de  la  parabole  que 

je  cherche  eûyy=px  ; fa  différence  a yiy— pdx , dcncr/.v  = '-3*y  , 
& mettant  cette  valeur  de  dx  dans  hdy=ydx , j’ai  hdy=  > 
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donc  //  = y , ôc  mettant  au  lieu  de_y_y  fa  valeur px , j’ai  h — zx 
£z  x — ±h;  prenant  donc  la  moitié  de  PT,  le  point  A eft  le  fom- 
met  de  la  parabole  cherchée  , 6c  prenant  une  troifiéme  propor- 
tionnelle aux  droites  AP,  PM  , cette  proportionnelle  eft  le  pa- 
ramétré; carappellant  cette  proportionnelle z , j’ai  : : AP,  PM, 
z,  donc  ::  x , y ,z,  6c  par  conféquent  yy—xz  , mais  nous 
avons  yy  = xp , donca=p. 

On  aurait  pù  refoudre  ce  Problème  fans  aucun  calcul , car  dès 
qu’on  fçait  que  dans  la  parabole  la  loutangentc  eft  double  de 
l'abfciflë  , il  eft  évident  qu’il  n’y  a qu’à  partager  TP  en  deux  éga- 
lement , en  A pour  avoir  le  fommet  de  la  parabole  , après  quoi 
on  peut  trouver  aifément  le  paramétré,  6c c. 

37.  Si  la  courbe  demandée  eft  un  cercle  ( Fig.  9.  ) fur  le 
point  donné  M on  élevera  la- perpendiculaire  MO  , ôt  du  point 
O pris  pour  centre  , 6c  du  rayon  OM  on  décrira  un  cercle  dont 
la  droite  TM  fera  la  tangente , ce  qui  eft  évident. 

38.  Si  la  courbe  demandée  eft  une  Ellipfe  ( Fig.  10.  ) je  con- 
firais de  même  que  pour  la  parabole  , 6r  donnant  les  mêmes 
noms  aux  mêmes  grandeurs,  les  triangles  fcmblablesTPM,  RMm 
me  donnentTP,  rM  : : RM , Rm  ou  h ,y  ; : dx , ely  6c  hdy—ydx\ 
or  l’équation  de  l’Ellipfe  en  nommant  Taxe  où  le  diametre==fleft 

~yy  — ax — xx , fa  différence  eft  *^ydy=adx  — zxdx , donc  dx 
= zpzz*—  y 8c  mettant  cette  valeur  de  dx  dans  hdy  —ydx , j’ai 

hày  = , 6c  a = -il'V  & haP  — *hP* = ™yy ; or ayy 

= af  x — pxx  par  l’équation  de  la  courbe,  mettant  donc  cette 
valeur  de  ayy  nous  aurons  hap  — 2 hpx—  zapx — ipxx , donc  -j- 
hap—apx — pxx  -+-  hpx  ; 6c  tranfpofant , ôc  divifant  par  p on 
aura  xx — ax  — hx  — — ~ ha  , 6c  faifant  pour  abroger  a-+-h 
— m,on  aura  xx  — mx  — — \hat  réfolvant  donc  cette  équa- 
tion on  aura  .v.v  — mx  <+-  mm  = ± m’-  — ^ha,  & * — t m 
= v'  ml  — ôc  * = t m~+-  V~m'- — ±ah,  faifant  donc  l’abf- 
cifle  AP  = t(=^  | r»  -+•  v'  m1  — ~ah , le  point  A fera  le  fommet 
de  l’Ellipfe,  le  diamètre  a fe  prend  àdiferetion. 

L’abfciflë  x étant  connue  il  ne  refte  plus  qu’à  trouver  la  diftan- 
ce  du  point  P au  centre  O de  l’Elliple  , j’appelle  cette  diftance 
z ; or  par  la  propriété  de  la  courbe  nous  avons  : : OP , AO , OT , 
donc  z,  2 -4-.V  A— Hz  6c  zh-i-zz  = zz-i-2xz-i-xxt 

ou 
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ou  z/i  — xx 2.\z  ou  z/>  — 2zx  = xx,  d'où  je  tire  z — ~* — . 

ôc  par  conféqucnt  h — tx  , x::x,  z ; e’cft-à-dire  PT  — 2PA  , 
PA::  PA,  PO,  ainfi  PO  étant  trouvé  il  fera  facile  de  décrire 
l’Eliipfe. 

Et  on  fe  fcrvira  de  la  même  méthode  fi  la  courbe  demandée 
étoit  une  hyperbole. 

REMARQUE. 

3J>.  Il  arrive  fouvent  qu’une  courbe  11e  nous  eft  connue  que 
par  le  rapport  qu’elle  a avec  d’autres  courbes  données  de  pofi- 
tion  , 6c  dont  les  équations  font  connues  ; or  la  méthode  des 
tangentes  que  nous  venons  d’expliquer  s’étend  encore  à ces.  for- 
tes de  courbes , ainfi  qu’on  va  voir  dans  les  exemples  fuivans. 

40.  Soit  une  parabole  quarrée  ArM  (Fig.  22.  ) & une  autre  courbe 
ArN  , dont  la  propriété  eft  que  toutes  les  ordonnées  NP  à taxe  AP 
font  moyennes  proportionnelles  entre  f ordonnée  MP  de  la  parabole 
& fon  abfcijfe  PA  , on  demande  de  mener  une  tangente  NO  d'un 
point  N pris  fur  la  courbe  ArN. 

Selon  l’énoncé  de  ce  Problème , le  quarté  NP  eft  égal  au 
re£tangle  MP  xPA;  or  parla  propriété  de  la  parabole,  lorsqu’u- 
ne ordonnée  rV  eft  égale  au  paramètre  fon  abfcilfe  VA  eftaufll 
égale  au  paramètre;  ainfi  le  rectangle  rV x VA  eft  égal  au  quarré 

rV , & comme  le  quarré  de  l’ordonnée  de  la  courbe  ArN  eft 

alors  égal  au  rectangle  rV , VA  , il  s’enfuit  que  ce  quarré  eft  aufti 

— — * 

égal  à rV , & que  par  conféquent  l’ordonnée  à la  courbe  eft  aufli 
t V , ôc  les  deux  courbes  fe  coupent  au  point  t.  Par  la  même  pro- 

{>rieté  de  la  parabole  toutes  les  ordonnées  comprifes  entre  rV  6c 
e fommet  A font  moindres  que  le  paramétré  6c  leur  abfcilTes 
aufti , d’où  il  fuit  que  fi  l’on  fait  un  quarré  égal  au  rectangle 
d’une  ordonnée  par  fon  abfciflfe,  ce  quarré  fera  moindre  que  le 
quarré  du  paramétré , ôc  fon  côté  moindre  que  le  paramétré  , 
bien  plus  elle  fera  encore  moindte  que  l’ordonnée  correspon- 
dante de  la  parabole , parce  que  cette  ordonnée  à la  parabole 
étant  toujours  plus  grande  que  fon  abfciflfe  , eft  par  conféqucnf 
plus  grande  que  la  moyenne  proportionnelle  prife  entrfeüe  ôç 
fon  abfciflfe  , c'eft-à-dire  plus  grande  que  l’ordonnée  cprtefpon- 
dante  de  la  courbe  ; donc  la  portion  de  la  courbe  comprilè  entes 
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»V  & le  fomnict  A fera  toute  entière  dans  la  parabole , au  con- 
traire les  ordonnées  MP  à la  parabole  qui  font  au-delà  de  rV 
font  toutes  plus  grandes  que  le  paramétré  ôc  leur  abfcilfes  aullî  ; 
niais  les  abicilfes  deviennent  plus  grandes  que  les  ordonnées, 
donc  le  quarré  égal  au  reûangle  de  l'une  de  ces  ordonnées  par 
fort  abfciflè  fera  plus  grand  que  le  quarré  du  paramétré , ÔC  Ion 
côté  , c’eft-à-dire  l’ordonnée  correlpondante  PN  de  la  courbe 
fera  plus  grande  que  le  paramétré , bien  plus  il  fera  encore  plus 
grand  que  l'ordonnée  à la  parabole  , puifqu’il  fera  moyen  pro- 
portionnel entre  PM  ôc  fon  abfciiïe  PA  plus  grande  que  PM  ; 
ainfi  la  portion  de  la  courbe  qui  fera  au-aelà  de  l’ordonnée  TV 
fera  toute  hors  de  la  parabole. 

Pour  mieui  faire  entendre  aux  commençans  ce  que  je  viens 
de  dire  au  fujet  des  ordonnées  & des  abfcifles  de  la  parabole , 
foit  l’ordonnée  TV  (Fi g.  23.  ) égale  au  paramétré,  ôc  par  con- 
féquent  fon  abfcilfe  VA  égale  au  même  paramétré  , je  mene  la 
corde  TA  que  je  prolonge  indéfiniment,  on  fait  que  TA  fera 
toute  entière  dans  la  parabole  , parce  que  le  triangle  TVA  ne 
vaut  que  la  moitié  du  rcôangle  circonfcrit  au  lieu  que  la  para- 
bole TRA  en  vaut  les  deux  tiers , on  fait  aufii  que  le  prolonge- 
ment TO  de  TA  fera  tout  entier  hors  de  la  parabole,  parce 
AO  n’étant  point  tangente  en  T , ôc  fa  partie  TA  étant  dans 
la  parabole  , fa  partie  TO  doit  être  dehors  ; cela  pofé  fi  je 
mène  une  ordonnée  RS  entre  TV  fit  le  fommet  A , cette  ordon- 
née coupera  TA  en  un  point  H , ôc  il  eft  vifible  que  RS  fera 
plus  grand  que  HS , mais  dans  les  triangles  recianglcs  fembla- 
bles  TVA,  HSA  on  a TV,  VA  ::  HS  , SA  ôc  TV  = VA  par 
la  conftrudlion , donc  HS , SA , ôc  par  conféquent  RS  plus  grand 
que  HS  eft  aulïî  plus  grand  que  l’amcilte  SA. 

De  même  fi  je  mene  une  ordonnée  XQ  au-delà  de  TV,  il  eft 
vifible  que  XV  fera  moindre  que  OQ , mais  les  triangles  fembla- 
bles  TVA , OQA  donnent  TV , VA  : : OQ  , QA  Ôc  TV  ==  VA , 
donc  OQ  = QA , & par  conféquent  XQ  moindre  que  OQeft 
aufli  moindre  que  fon  abfciflTe  QA  , donc , ôcc.  tout  ceci  n’éroit 
pas  nécelfaire  pour  la  réfolution  du  Problème , Ôc  je  n’en  ai  parlé 
que  pour  montrer  comment  on  peut  connoître  ôc  déterminer  la 
pofition  d’une  courbe  par  les  conditions  connues  dans  la  queftion 
propofée. 

Pour  revenir  donc  au  Problème  (Fig.  21.)  nommons  l’ordon- 
née MP=_y,  fon  abfcifie  PA=  x , le  paramètre  connu  ==  a , l’or- 
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donnée  à la  courbe  NP  = z,  donc  MR  = dx , R»j=dy , rN 
= MR  = dx  fit  m — dz. 

Suppofant  donc  que  la  tangente  NO  foit  menée,  les  trian- 
gles îcmblablcs  «rN  , NPO  donnent  nr  , rN  : : NP , PO  , donc 
dz,dx::z,~  — PO;  or  l’équation  de  la  courbe  ett  zz  = xy , 

& fa  différence  cft  2zdz=sxdy  -\-yix , donc  dz  — > & 

mettant  cette  valeur  de  dz  dans  PO  — nous  aurons  PO 

izzix 

xdy  jdx  * 

Mais  l’équation  à la  parabole  dlyy=ax,  & fa  différence  zydy 
— adx,  donc  dy  — ~,  & mettant  cette  valeur  de  dy  dans  PO 

izzdx  ut  lit  4T*« 


’sfSz.00  auraP°! 


Axdx  MX 

~--i-ydx  ~+y 


tjt 


& mettant  au  lieu  de  zz  fa  valeur  xy  prife  de  1 équation  de  la  cour- 
be, & au  lieu  de yy  fa  valeur  ax  prife  dans  l'équation  a la  para- 
bole on  a PO  = ^ = 4£  = -~  ==  T * ; prenant  donc  AO 
= j PA , la  droite  PO  fera  la  foutangentc  fit  la  droite  ON  la  tan- 
gente. . . . 

Pour  rendre  ce  Problème  général  en  fuppofant  toujours  la  me- 
me parabole  ; fuppofons  que  1 équation  de  la  courbe  foit  z 
— x'yH,  fa  différence  fera  m -4-» a”1"1"”  1 dz=nx  y dy 

+my”  xm-'dx,  donc  dz  = > & mec* 

tant  cette  valeur  de  dz  dans  PO  = ^ ? on  aura  PO 


Or  l’équation  à la  parabole  étant  yy=ax  , & fa  différence 
aydy  = adx , on  a dy  — , & mettant  cette  valeur  de  dy  dans 

ni-t-üX  *m  1 “dx 

la  demicre  valeur  de  PO  on  aPO=  - — m n-n  j ...  t 

dx 
” fa 


ou 


m n X ijx 

1 " 1 -h  xmj 


i-t-i  m — i t 


anxm  yn  1 dx  , •* 

fi  ' -V- m y x 

i)  •> 

& menant  au  lieu  de  z 


Llij 


2 CS 

valeur  xm y”  on  a PO  = 
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— , & dlvî- 
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fant  le  numérateur  & le  dénominateur  par  xm  'yn  'on  a PO 
=:2L±"i2l,  & mettant  au  lieu  de  y1  fa  valeur  ax,  on  a PO 

mx  H-  m;  * 7 ■' 

m + nx  tax* w » X lax imx  -f-  mx 

an  a -+-  lamx  au  -+-  lam  n -f-  i«t 

Si  m = 3 , & » = 2 , on  aura  PO  = ~~  ;■  = ¥*=4*- 

Si  m = a , fie  n = î , on  aura  PO  = = j x , 6c  ainll 

des  autres. 

On  peut  encore  rendre  ce  Problâme  plus  général  en  prenant 
au  lieu  de  la  parabole  quarrée  une  autre  parabole  de  tel  degré 
que  l’on  voudra  , ou  une  hyperbole , ou  une  Ellipfe , ou  un 
cercle  de  quelque  degré  que  ce  foit,  6c  opérant  de  môme  que 
ci-deftits  on  trouvera  toujours  la  foutangente  de  la  courbe  ; mais 
il  faut  obferver  qu’en  prenant  une  courbe  qui  fe  replie  fur  elle* 
même  comme  le  cercle  ou  l’Etlipfe,  alors  la  courbe  qui  aura 
relation  à cetre  courbe  rentrante,  aura  des  tangentes,  dont  les 
unes  iront  d’un  côté  de  l’axe,  & les  autres  de  l’autre  côté , 6c 
c’eft  ce  que  nous  allons  voir  dans  l’exemple  fuivanr. 

4 1 . Soit  par  exemple  un  demi-cercle  ABC  ( Fig.  2 ç.  ) dans  lequel 
nous  prendrons  te  point  A pour  t origine  des  abfcijjes  , & foit  une  au- 
tre courbe  ANBHC  donc  les  ordonnées  font  moyennes  proportionnel- 
les entre  les  ordonnées  du  cercle  & leur  abfcijfes  ; ce  fl  -à- dire  N P. 
moyenne  proportionnelle  entre  MP  & AP  , on  demande  de  mener  par 
un  point  N pris  fur  cette  courbe  une  tangente  NK. 

Selon  l’énoncé  de  ce  Problème.  i°.  La  courbe  doit  couper 
la  circonférence  du  demi-cercle  au  point  B qui  la  divife  en  deux 
également;  car  alors  l’ordonnée  BO  au  demi-cercle  étant  égale 
à l’abfciflc  AO,  il  eft  évident  que  l’ordonnée  à la  courbe  qui  eft 
moyenne  proportionnelle  entre  BO  ôc  AO  doit  être  égale  à 
BO.  2°.  d outes  les  ordonnées  delà  courbe  qui  font  entre  BO  6c 
le  fomnict  A doivent  être  plus  courtes  que  les  ordonnées  corref- 
pondautes  du  demi-cercle  ; car  fi  l’on  achevé  le  cercle  ( Fig.  24.  ) 
& que  dans  le  quart  de  cercle  ABO  ayant  mené  une  ordonnée 
MP  on  la  prolonge  jufqu’à  ce  qu’elle  rencontre  la  circonférence 
en  un  autre  point  S , & qu’on  rnene  la  corde  AM  , il  eft  évi- 
dent que  l’anrgle  AMS  qui  embraffe  l’arc  AS  eft  moindre  que 
l’angle  MAC  qui  embraflê  l’arc  MC  plus  grand  que  l’arc  AS  > 
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donc  dans  le  triangle  AMP  le  côté  AP  oppofé  à l’angle  AMP 
elî  plus  petit  que  le  côté  MP  oppofé  à l’angle  MAP  ; ainfi  l’or- 
donnée PM  étant  plus  grande  que  fon  abfciffc  AP,  la  moyenne 
proportionnelle  entre  ces  deux  lignes,  c’eft-à-dire  l’ordonnée  à la 
courbe  fera  moindre  que  MP  , Ôc  comme  cela  arrivera  à l’égard 
de  toutes  les  ordonnées  au  quart  de  cercle  ABO , il  s’enfuit  que 
la  partie  de  la  courbe  eomprife  entre  A ôt  BO , fera  toute  entière 
dans  le  cercle.  j°.  La  partie  de  la  courbe  eomprife  entre  BO 
& l’extrémité  C du  diamètre  fera  toute  entière  hors  du  demi- 
cercle  ; car  ft  dans  le  quart  de  cercle  BOC  on  mène  une  ordon- 
née RZ  , il  eft  vifible  que  cette  ordonnée  fera  moindre  que  fon 
abfciflc  AZ , ôt  par  cônféquent  la  moyenne  proportionnelle  en- 
tre RZ  ôc  AZ,  c’eft-à-dire  l’ordonnée  à la  courbe  fera  plus 
grande  que  RZ  ôt  fera  hors  du  cercle.  40.  Enfin  la  courbe  rejoin- 
dra le  point  C ; car  alors  l’ordonnée  du  cercle  étant  infiniment 
petite,  ou  zéro  la  moyenne  proportionnelle  entre  cette  ordonnée 
Ôt  l’abfciflfe  , AC  fera  aufli  infiniment  petite  i d’où  il  fuit  que  la 
coucbc  ANBHC  ( Fig.  25.)  rentre  en  elle-  même,  ôt  qu’elle  aura 
des  tangentes  qui  iront  du  côté  de  A,  ôt  d’autres  du  côté  de 
C ; nous  dirons  dans  le  Chapitre  fuivant  comment  on  peut  trou- 
ver le  point  où  les  tangentes  commencent  à palier  de  l’autre 
côté. 

Pour  revenir  au  Problème  je  nomme  le  diamètre  AC  = a, 
Fordonnée  MP  —y , fon  abfciffe  AP  = x , ôt  l’ordonnée  à la 
courbe  NP=z;  ainfi  menant  une  autre  ordonnée  infiniment 
proche , ôc  les  petites  perpendiculaires  RM , rN , j’ai  MR  = Nr 
= dx , /«R  = dy  ôc  nr=  dz. 

Concevant  donc  que  la  tangente  MT  au  cercle , ôt  la  tangente 
NK  à la  courbe  foient  menées , les  triangles  femblables  N rn , 

NPK  donnent  nr , rN  : : NP , PK , donc  dz , dx  : t z , = PK  ; 

or  l’équation  de  la  courbe  eft  zz  = xy  , ôt  fa  différence  2 zdx 
= xdy  -4- ydx , donc  dz=  - 'y  T yJz , ôt  mettant  cette  valeur  de 

dz  dans  PK  — ~ on  aPK= 

iz  *iy  -h  jdx 

Mais  l’équation  du  cercle  eûyy=nx — xx  , ôt  fa  différence 
aydy  = adx  — zxdx  ; donc  dy  = "d*  ~ , ôc  mettant  cette  va- 
leur de  dy  dans  PK  = on  a PK  = 


27° 


tzx 
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i,tz  — ôc  mettant  au  lieu  de  zz  fa  va- 


v 


-+-y 


leur  jey  prife  de  l'équation  de  la  courbe  , & enfuite  au  lieu  dey y 
fa  valeur  ax  — xx  prife  de  l’équation  au  cercle  , on  a PK. 
= = , =t'IZZ±.'.  d’où  l’on 

tire  3 a — 4* , 4a — 4*  : : * , P K.  ; ainfi  prenant  une  troifiéme  pro- 

[>ortionnelIe  aux  trois  lignes  ja  — 4V,  4a  — 4*,  6c  je  on  aura 
a foutangente  PK , 6c  par  conféquent  la  tangente  RN  fera  facile 
à tirer. 

Si  le  point  par  où  il  faut  mener  la  tangente  fe  trouve  au-delà 
du  point  où  les  tangentes  commencent  à pafler  de  l'autre  côté  , 
comme  par  exemple  en  H menant  l’ordonnée  HL,  fon  infini- 
ment proche  hl , les  perpendiculaires  AQ  > ri , fuppofant  les 
tangentes  menées,  6c  nommant  HL==z,  TL  —y  > AL=*, 
on  auroit  dx , TI= — dy  caufe  que  les  x aug- 

mentant, les  y diminuent,  6c  HQ  = — dz-,  ainfi  les  triangles 
femblables  HQA , HLE  donneroient  HQ,  QA::HL,  LE, 

ou — dz,  dx : : z — —,  6c  achevant  le  relie  comme  ci-defiùs , 


on  trouveroit  la  foutangente  LE  = — qui  eft  une  valeur 

négative  qui  fait  voir  que  la  tangente  doit  Être  menée  de  l’autre 
côté.  Or  de  cette  exprelfion  on  tire  34 — 4V  , * : : — 4a -4- 4* 
— LE  , c’ell-à-dire  3 AC  — 4AL  , AL  : : — 4AC  •+■  4AL, 
• — LE  ou  3 AC — 4 AL,  AL  : : — 4LC,  LE. 

Si  on  vouloit  mener  une  tangente  au  point  B où  les  deux  cour- 
bes fc  rencontrent , l’équation  du  cercle  feroit  alors  yy  = aa,  à 
caufe  que  l’abfcifle  AO  elt  en  ce  cas  égale  à l’ordonnée  BO , 6c 
que  l’une  6c  l’autre  font  égales  à la  moitié  du  diamètre  a, ôc  prenant 
la  différence  on  auroit  iydy  — o,  &cdy  — o,  c’eft  pourquoi  met- 
tant cette  valeur  de  dy  dans  PK=  ^ on  aura  == 

= y , 6c  mettant  au  lieu  de  zz  fa  valeur  .ry  prife  de  l’équation 

de  la  courbe , on  auroit  PK  — = zx , 8c  on  obfervera  la  mê- 

1 

me  chofe  toutes  les  fois  que  les  deux  courbes  fe  rencontreront 
en  un  point  où  dy  devient  égale  à zéro , ce  qui  arrive  dans  le  cer- 
cle , 6c  dans  l’Ellipfc  lorfque  l’ordonnée  paffe  par  le  centre. 

Ceci  me  donne  lieu  de  faire  en  paffant  une  remarque  qui  ne  fe- 
ra pas  hors  de  propos , 6c  qui  fera  voir  qu’elle  cft  la  fureté  du  cal- 
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cul  que  nous  employons.  L’équation  du  cercle  eft  yy  — ax 
— xx , mais  lorfquci’ordonnéc  tombe  fur  le  centre,  le  reélan- 
gle  ax — xx  fe  change  en  aa  , parce  qu’alots  or  = -J  h fit  a — * 
= 7 a ; ainfi  l’équation  devient yy=±aa , fie  fa  différence  2 ydy 
=0 , d’où  l’on  tire  ày  = o.  De  même  l’équation  à l’Ellipfe  eft 

jyy  — *x  — xx,  mais  lorfque  l’ordonnée  tombe  fur  le  centre  , 
l’équation  fe  change  en  j yy—^aa  pour  la  même  raifon  , ainfi  fa 

différence  2 “-ydy  — o,  d’où  l’on  tire  encore dy  — o.  Or  lorfque 
d’un  point  quelconque  pris  fur  l’une  ou  l’autre  de  ces  deux  cour- 
bes on  veut  mener  une  tangente  on  fait  que  la  fourangente  eft 
^ , mettant  donc  la  valeur  de  dy , on  a la  foutangente  égale  à 

~ , c’eft-à-dire  la  foutangente  eft  infinie  lorfque  le  point  par  où 
l’on  veut  mener  une  tangente  , eft  le  même  que  celui  où  l’or- 
donnée au  centre  coupe  la  courbe,  donc  alors  la  tangente  ne 
doit  rencontrer  l’axe  qu’à  l’infini  , fie  par  confe’quent  clic  ne  le 
rencontrera  jamais,  d’où  il  fuit,  quelle  eft  parallèle  à l’axe  , ou 
au  diamètre  fur  lequel  tombent  les  ordonnées  ; & en  effet , c’cft 
ce  que  la  Géométrie  nous  apprend  indépendamment  du  calcul. 

42.  U y a deux  courbes  connues  autour  d’un  même  axe  AL  (Fig. 
2S.) , par  exemple , une  parabole  HNA  , & une  hyperbole  XSA  , 
& il  y a une  troiftéme  courbe  IA  A,  dont  les  ordonnées  font  troifti~ 
mes  proportionnelles  aux  ordonnées  de  la  parabole  & à celles  de  l'hy- 
perbole. On  demande  de  mener  une  tangente  d’un  point  M pris  fur  cette 
courbe. 

Je  fuppofe  la  chofe  faite , fie  je  mene  l’ordonnée  PM , & fon 
infiniment  proche  pm  -,  les  droites  , MR , SV  , NO  qui  font  éga- 
les entr’elles , les  tangentes  NK . SF  , fie  leur  foutangentes  PK  , 
PF , me  font  connues  , puifque  je  comtois  la  parabole  fie  l’hy- 
perbole à qûi  elles  appartiennent. 

Je  nomme  l’ordonnée  NP  de  la  parabole  =x , l’ordonnée  SP 
de  l’hyperbole  —y  , l’ordonnée  AlP  de  la  courbe  —z  , la  fou- 
tangente PK  de  la  parabole  = r,  fit  la  foutangente  PF  de  l’hy- 
perbole = r ; donc  nO  = dx,  tV  =dy , fie  mW.  — dz. 

Les  triangles  femblables  NPK  , «ON  , donnent  NP , PK  : . 

nO , ON , donc  x , r : : dx/^  = ON. 

Les  triangles  femblables  SPF  > rVS  , donnent  SP , PF  t:  s V , 
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VS , donc  y , t : : dy , — = VS  ; mais  VS  = ON  , donc  ~ 

rix  j>  . i*  • j rri* 

= — , d on  1 on  tire  dy  = 

Les  triangles  femblables,  mRM , MPT , donnent  «oR,  RM  , 
ou  ON  : : M P , PT , donc  dz,  — : :z,r~=YT. 

Or  par  la  condiiion  du  Problème  on  a : : PN,  PS  , PM,  donc 
: :x  , y , z,  ôc  par  conféqucn^yy=*2 , & l’équation  de  la  cour- 
be eft  z — ” \ fa  différence  eft  donc  dz  — — f & met_ 

tant  la  valeur  ^ de  dy  , on  a dz=  'dS±  — 
ôc  mettant  cette  valeur  de  dz  dans  PT  = — , on  a PT 
= — v-'-— — p = — — — ; & mettant  au  lieu  de  yy  là  valeur 
prife  de  l’équation  de  la  courbe  , on  a enfin  PT  = — ■ ■■ 
•==  7^3; , d’où  l’on  tire  cette  analogie  , zr — t , r;  : r , PT. 

Pour  -rendre  ceci  général  en  fuppofant  que  l’équation  de  la 
courbe  eft£nV=  y"~t~Bouz,B  = ym^~n , & que  les  deux  courbe* 

données  font  d’autres  courbes  Algébriques  de  quelque  genre 
que  l’on  voudra , dont  on  fait  mener  les  tangentes  ; on  fera  la 
même  conflruâion  que  ci-delfus  , & l’on  aura  de  même  ON 
— VS  = — =—  , *V  = = 2l* & PT  = — . 

Or  la  différence  de  l’équation  de  la  courbe  fera  mz"  1 dz 

m -t-  ym~y~n  1 .i y — nym~y~  nxn  “ lJx  I , ry.ijt 

= L — - , & mettant  la  valeur  -L. 


_ iï+ïr,*  -XJ»-*-  ">-+•« 


de  dy , on  aura  ro"  ' dz 

tx  y 

& mettant  au  lieu  de/"  ^ n fa  valeur  z'x  , on  aura  r,iz~  ‘ dz 


y d’où  l’on  tirera  dz 


_ z x 


1 dx — ntzm  j*11*  1 dx 


PT  ==~  , on  aura  PT  = — 


, & mettant  cette  valeur  de  dz  dans 

mrtzn  xlndx  **rt 


tr.-k-nrz™  x'ndx~nizn  xlndx  rn-i-nr — nt 


Si  m , n=2}  on  aura  PT  = . 

4, — 


Si 
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Si  w=  4 , n ==  3 , on  aura  PT  = -■  -r'  , & ainii  des  autres. 

Lorfque  l’une  des  deux  courbes  données  BCA  (Fig.  1 7.),  ren- 
tre en  elle-même  telle  qu’eft  le  cercle  , l’Ellipfe  , ôcc.  Ôc  que  les 
ordonnées  de  la  troifiéme  QMA  fonttroifiémes  proportionnelles 
aux  ordonnées  des  courbes  données.  BCA , HN  A , ou  dans  l’une 

des  rations  exprimées  par  l’équation  z = * — , alors  menant 

une  ordonnée  PM  du  centre  P de  la  courbe  BCA  , il  eft  vifiblc 
que  la  courbe  QMA  aura  d’abord  fa  concavité  tournée  du  côté 
du  centre  P,  parce  que  les  ordonnées  des  courbes  BCA , HNA 
vont  en  augmentant  ; mais  comme  celles  de  la  courbe  BCA  aug- 
mentent moins  & diminuent  enfuite  , tandis  que  celles  de  la 
courbe  HNA  augmentent  toujours, les troifiémes'proporticnnel- 
les  à ces  ordonnées , c’eft-à-dire  les  ordonnées  à la  courbe  QMA 
augmentent  entr’elles  dans  une  raifon  beaucoup  plus  grande  que 
celle  dans  laquelle  clics  augmentoient  au  commencement  , ôc 
par  conféquent  la  courbe  fera  forcée  de  tourner  fa  convexité  vers 
BP;  enfin  quand  l’ordonnée  tombera  en  B,  alors  l’ordonnée  de 
la  courbe  BCA , étanr  infiniment  petite  ; la  troifiéme  proportion- 
nelle à cette  ordonnée  & à l’ordonnée  BH  de  la  courbe  HNA 
fera  infiniment  grande  , ôc  par  conféquent  elle  feral’afymptote 
de  la  courbe  QMA. 

Si  les  deux  courbes  données  HNA,  BNC  (Fig.  28.)  avoient 
leurs  fommets  en  deux  point  différens  B , A , ôc  que  l’une  pre- 
nant fon  cours  vers  B , l’autre  prit  le  fien  vers  le  côté  oppofe  A , 
il  eft  vifible  que  la  courbe  FNE  toucherait  les  deux  autres  au- 
point  N Où  elles  fe  couperaient , parce  qu’alors  l’ordonnée  delà 
courbe  BNC  étant  égale  à l’ordonnée  de  la  courbe  HNA  ; la  troi- 
fiéme proportionnelle  à ces  deux  ordonnées , c’eft-à-dire  l’ordon- 
née de  la  courbe  FNE  feroit  égale  à chacune  de  ces  ordonnées; 
il  eft  encore  vifiblc  par  les  railons  que  nous  venons  de  dire  ci- 
deftus , que  fi  en  élevé  les  perpendiculaires  BL , AI  , elles  fe- 
ront les  afympiores  de  la  courbe  FNE. 

Si  les  deux  courbes  données  BCD  , HNA  (Fig.  29.),  ayant 
leurs  fommets  D , A , disjoints,  alloicnt  cependant  du  même  côté, 
ôc  que  l’une  d’enrr’elles  BCD  fût  une  courbe  rentrante  , on  voit 
aifémcnr  que  la  courbe  FSE  aurait  aufii  pour  afymptote  les  deux 
perpendiculaires  BL,  DI. 

Si  les  deux  courbes  données  AH,  BD  (Fig.  30.)  ayant  leurs 

Mm 
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fommet»  disjoints,  prenoicnt  leur  route  du  même  côté  , fans  fe 
couper  jamais,  ôc  que  ni  l’une  ni  l’autre  ne  fut  rentrante  , alors 
la  courbe  FNE  auroit  pour  afymptote  la  droite  AL,  & quand  cet- 
te courbe  feroit  parvenue  en  un  certain  point  qu’on  peut  déter- 
miner par  les  réglés  du  Chapitre  fqivanr,  elle  tourneroit  fa  con- 
cavité vers  H & vers  F à l'infini. 

Si  les  deux  courbes  données  AD , BH  (Fig.  j r.)  ayant  leurs 
fonimets  disjoints  , prenoient  leur  cours  du  même  côté  ôt  fe 
Coupoient  en  un  point  N fans  que  l’une  ni  l’autre  ne  fut  rentrante , 
la  courbe  FNE  auroit  pour  afymptote  la  droite  AL,  & quand  elle 
feroit  parvenue  en  N , elle  couperoit  les  deux  courbes  & s’ap- 
procheroit  de  PB  fans  y parvenir  jamais. 

Il  y a une  infinité  d’autres  cas  fur  lefquels  on  pourroit  faire  de 
femblables  remarques  , & dans  tous  ces  cas,  on  pourra  toujours 
mener  une  tangente  à la  troifiéme  courbe  à quelque  point  que  ce 
foit  en  fuivant  les  réglés  ci-defTus , ainfi  qu’on  va  voit  dans  l’exem- 
ple fuivant  où  j’ai  réuni  toutes  les  difficultés  qui  peuvent  fe  ren- 
contrer. 

44.  Il  y a deux  courbes  connues  BCA , HN  A (Fig.  27.)  ayant  leurs 
fommet  s en  un  même  point  A de  leur  diamètre  commun  AB  s F une  ejl 
une  courbe  rentrante,  comme  par  exemple  un  demi-cercle  A CB  , & 
F autre  efl  une  courbe  qui  nef  point  rentrante , par  exemple , une  para- 
7/ole  ANH , & il  y aune  troifiéme  courbe  AMQ  dont  les  ordonnées 
font  troifémes proportionnelles  aux  ordonnées  du  demi-cercle  & à celles 
de  ta  parabole , on  demande  de  mener  une  tangente  par  un  point  pris 
fur  cette  troifiéme  courbe. 

Du  centre  P du  demi-cercle  j’éleve  une  perpendiculaire  PM; 
il  efl  vifible  que  fi  le  point  pris  fur  la  courbe  efl  entTC  PM  & le 
fommet  A , on  mènera  la  tangente  demandée  ainfi  que  nous  l’a- 
vons enfeignédans  l’exemple  précédent , ainfi  je  ne  parlerai  point 
de  ce  premier  cas. 

Si  le  point  M efl  le  point  par  où  il  faut  mener  la  tangente  , je 
fuppofela  chofe  faire  , & je  mene  l’ordonnée  infiniment  proche 
pm , les  perpendiculaires  RM , N V , CZ  , & je  m apperçois  d’a- 
bord que  cette  derniere  CZ  fera  la  même  que  la  tangente  du  cer- 
cle au  point  C,  & nu’il  n’y  aura  point  de  petirrriangle  tel  que  le 
triangle  MRm,  d’où  il  fuit  que  nommant  l’ordonnée  CP  = x , on 
aura  dx  — o , ce  qui  a déjà  été  obfervé  ci-deffus  fur  la  fin  du  nom- 
bre 41. 

Je  nomme  l’ordonnée  NP  delà  parabole  —y,  fa  foutangente 
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PK  = r,  l’ordonnée  MP  de  la  courbe  = z,  donc  R m=dz. 
nV  = dy. 

Les  triangles  femblables  NPK,  wVN  , donnent  NP,  PK 
«V,  VNdonc^,  t ::  dy , = VN  = RM,  & les  triangle* 

femblables  «RM,  MPT,  donnent  «R,  RM::  MP,  PT,  ou dz 

~ ::z,~  =z  PT. 

Or  par  la  condition  du  Problème  on  a : : PC , PN , PM  donc 
x, y,  z,  d’où  l’on  tire  *2  =yy>  & pat  confisquent z—’j  eft 
l’équation  de  la  courbe  QMA , 6c  fa  différence  eft  <feœ 
mais  dx  — o,  donc  dz  = . mettant  donc  cette  valeur  de  dz 

dans  PT  = — , on  aura  PT = V—L  = — ; & mettant  au  lieu  de 
2 fa  valeur  ” on  aura  PT  = ~~  — ~ , ce  qui  fait  voir  que  la  fou- 

tangente  PT  aboutit  au  fommet  A ; menant  donc  du  point  A par 
le  point  M la  droite  AML,  on  aura  la  tangente  cherchée. 

Il  faut  obfetver  ici  que  la  courbe  QMA  ayant  fa  concavité  en 
partie  d’un  côté , & en  partie  de  l’autre  la  tangente  TL,  n’eft  pro- 
prement, tangente  que  de  la  partie  convexe  QM  , car  il  eftvifi- 
ole  qu’elle  couperoitla  partie  concave  MA , n on  la  continuoit 
de  l'autre  côté , ce  qui  arrive  dans  toutes  les  courbes  de  cette 
nature. 

On  peut  trouver  encore  cette  tangente  de  cette  façon  : après 
avoir  confirait  de  même  que  ci-deffus , je  mette  du  point  M 
(Fig.  j 2.)  la  droite  MO  parallèle  Ôc  égale  à BP , ôc  comme  BP, 
= r A = \ PK  = t f > je  nom  me  MO = f • 


Les  triangles  femblables  NPK. , «VN  donnent  NP  , PK  : : 
«V  , VN,  donc^t , t : : dy , ^ — VN = MR;les  triangles  fenv- 
blables  »*RM,  LOM , donnent  RM  , «R  : : MO,  OL,  donc 
2^— OL. 


dz-  i-t  22? 

J - %'t  lldy 


Or  l’équation  de  la  courbe  étant  2=  j , fa  différence  eft  dz 
îyxdy—Tj^  _ ^ caufc  Je  dx= o , mettant  donc  cette  va- 

XX  XX  • y 

leur  de  dz  dans  OL  = on  aura  OL  = l~l  — ’j  — z , ainQ 

prenant  OL  =2,  où  OL  troifiéme  proportionnelle  aux  deux  li- 

Mrn  ij 


1 
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gnes  connues  PC , PN  , ôc  menant  la  droite  LM  on  aura  la  tan- 
gente , ce  qui  s’accorde  parfaitement  avec  la  maniéré  précédente  , 
car  ayant  trouvé  ci-dcffus  que  la  tangente  doit  être  menée  du 

K oint  A,  les  triangles  APM  , MOL  , donnent  AP,  PM  :: 
IO,  OL,  mais  AP=OM,  donc  PM  = z = OL. 

Si  le  point  M eft  au-delà  de  l’ordonnée  qui  palfe  par  le  centre 
du  demi-cercle , c’eft-à-dire  fi  le  point  M eft  du  côté  de  B , (Fig. 
33.),  je  mène  l'ordonnée  PMfon  infiniment  proche les  droi- 
tes MR  , NV  , HO,  & nommant  HP  — x,  la  foutangente  PZ 
du  cercle  = — r,  à caufe  quelle  eft  de  l'autre  côté  du  fommet, 
& donnant  aux  autres  lignes  les  mêmes  noms  que  ci-deflus  , j’ai 
mK  = dz,  «V  — dy  ôc  Oh  — — dx  , à caufe  que  hp  = HP 
— Oh. 

Les  triangles  femblables  HPZ , HOA  donnent  HP,  PZ  : : OA, 
OH , donc  *,  — r : : — dx  -h  ~ = OH  = RM  = VN. 

Les  triangles  femblables  NPK  , «VN  , donnent  y,  t i:dy  , 
— = VN  , donc  ~ d’où  l’on  tire  dy  = -+- ,,ix 

Les  triangles  femblables  »tRM , MPT , donnent  rwR , RM 
::  MP,  PT,  donc  dz,-t-^:  : z, z'^*  — PT.  Or  l’équation  de  la 

courbe  étant  z—-7  fa  différence  eft  dz  — ty—  yy‘,x  , ôc  mettant 
au  lieu  de  dy  fa  valeur  on  aura  dz  — & mettant 
cette  valeur  de  dz  dans  PT  = z—  onauraPT=  — — 

xdt  tt  xyy  — i)jx 

= — ~ — — , ôc  mettant  au  lieu  de  yy  fa  valeur  xz , on  aura  PT 

= lxx  — <lu‘  eA  la  même  expreflion  que  nous  trouve- 
rions pour  les  foutangenres  des  ordonnées  qui  font  entre  le  cen- 
tre du  demi-cercle  Ôc  le  fommet  A , ce  qui  fait  voir  que  quoique 
la  courbe  tourne  fa  concavité  d’un  côté  ôc  enfuite  de  l’autre  , l’ex- 
preflion  de  la  foutangente  eft  la  même  dans  ces  deux  cas , ôc 

Îu’elle  ne  varie  qu’à  l’égard  de  l’ordonnée  qui  tombe  fur  le  centre 
u cercle , à caufe  qu’aiors  on  a dx  — o. 
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CHAPITRE  III- 

Ufagc  du  Calcul  Différentiel  pour  refoudre  les  Problèmes , 
de  Maximis  8c  Minimis. 

4fT  Ors  que  dans  un  Problème  il  fe  trouve  une  quantité 

| , variable  x ou_y  , qui  va  d’abord  en  augmentant  jufqu’à 

un  certain  point , ôc  enfuite  en  diminuant , ou  bien  en  dimi-  < 

nuant , ôc  enfuite  en  augmentant , fi  l'on  demande  quel  eft  l’en- 
droit où  cette  quantité  eft  la  plus  grande  ou  la  moindre , cela  s’ap- 
pelle unequetlion  de  Maximis  & Minimis. 

De  même  s’il  fe  trouve  dans  le  Problème  deux  quantités  va- 
riables x,y , ôc  qu’on  demande  quel  eft  le  produit  xy  ou  le  pro- 
duit xmyn,  qui  eft  le  plus  grand  ou  le  moindre  , cela  s'appelle 
une  queftion  de  Maximis  & Minimis , ôcc. 

PRINCIPES  NECESSAIRES 

. ' ! 

Pour  l’intelligence  de  ce  Chapitre.  . , 

4 6.  Si  l’on  conçoit  que  l’axe  ou  le  diamètre  AL  d’une  courbe 
{Fig.  34.)  foit  divifé  en  une  infinité  de  petites  parties  égales  AG  . 

GH,  HI , ôcc.  & que  de  tous  les  points  de  divifion  loicnt  me- 
nées des  ordonnées  qui  feront  par  conféqucnt  infiniment’ proches 
entr’elles , les  petits  arcs  AB,  BC,  CD,  ôcc.  interceptés  entre 
ces  ordonnées  pourront  Être  pris  pour  des  petites  lignes  droites 
qui  formeront  un  Polygone  d’une  infinité  de  côtés  , lequel  ne 
fera  pas  différent  de  la  courbe  , ôc  il  eft  vifible  que  toutes  ces  pe- 
tites lignes  auront  des  diredions  différentes.  > 

47.  Si  des  extrémités  des  ordonnées  on  mene  des  petites  lignes 

droites  BM,  CN,  DO,  ôcc.  parallèles  à l’axe  ou  au  diamètre, 
elles  formeront  des  petits  triangles  BMC,  CNO  , ôcc.  ôc  fi  l’on 
appelle  les  abfciffes  x,  les  ordonnées^,  les  différences  des  ab(« 
cifles  feront  dx , ôc  celles  des  ordonnées  dy  , il  eft  vifible  que 
dans  les  petits  triangles  BMC  , CND , DOË , Ôcc.  6c  les  côtés 
BM,  CN,  DO,  ôcc.  parallèles  à l’axe  ou  diamètre  feront  égaux 
aux  dx , ôc  les  côtés  MC,  ND,  OE,  ôcc.  qui  font  partie  des 
«ordonnées  feront  les  dy.-  Mm  iij 


Dig 


esd  by  Google 


278  Le  Calcul  Différentiel, 

48.  Si  la  courbe  tourne  fa  concavité  du  côté  de  l’axe  ou  dia- 
mètre ( Fig.  j 4.  ) ôc  quelle  ne  foit  pas  rentrante  en  elle-même  , 
le  rapport  des  dx  aux  dy  augmente  à mefurc  que  les  ordonnées 
s’éloignent  du  fommet  A ; par  exemple  CN  eft  plus  grand  par 
rapport  à ND  que  BM  par  rapporta  MC,  Prolongeons  de  part 
& d'autre  le  petit  côté  BC  du  polygone  circonfcrit , le  petit  côté 
CD  n’ayant  pas  la  même  diredion  que  le  côté  BC , il  n’aura  pas 
non  plus  la  même  diredion  que  le  prolongement  C4  du  petit 
côté  BC , donc  CD  aura  fa  diredion  ou  en  delà  de  C4  par  rap- 
port à l’axe  ou  diamètre , ou  en  deçà  ; mais  fi  CD  avoit  fa  dire- 
dion en  delà  de  C4  , il  eft  vilrble  que  la  courbe  tourneroit  là 
convexité  ducôré  de  l’axe,  donc  puifqu’on  fuppofe  qu’elle  tourne 
là  concavité  vers  l’axe  ou  diamètre , il  faut  néceflaircment  que 
CD  ait  fa  diredion  en  deçà,  c’eft-à-dire  entre  l’axe  AL  Ôc  la  di- 
redion C4  , & par  conféquent  fi  l’on  veut  que  l’ordonnée  ID 
coupe  la  droite  C4  ; il  faudra  la  prolonger  au-delà  du  point  D ; 
cclapofé.  Les  triangles  CNy,  BMC  étant  femblables  l’angle  NyC 
eft  égal  à l’angle  MCB;  mais  l’angle  NDC  étant  extérieur  au 
triangle  CDy  eft  plus  grand  que  l'angle  NyC,  donc  il  eft  plus 
grand  autli  que  l’angle  MCB;  ainfi  dans  les  triangles  rectangles 
BMC,  CND  , l’angle  aigu  BCM  étant  moindre  que  l’angle  aigu 
CDN , l’autre  angle  aigu  CBM  fera  plus  grand  <jue  l’angle  aigu 
DCN , donc  BM  fera  moins  grand  par  rapport  a MC  que  CN 

;>ar  rapport  à ND  ; or  la  même  choie  arrivera  à l’égard  de  rous 
es  petits  triangles  ; donc  le  rapport  des  côtés  BM  , CN,  DO, 
&c.  aux  côtés  CM  , ND , PO  , &c.  c’eft-à-dire  le  rapport  des  dx 
aux  dy  augmente  à inefure  que  les  ordonnées  font  plus  éloignée* 
du  fomntet. 

Puifque  le  rapport  des  dx  aux  dy  augmente  à mefurc  que  les 
ordonnées  s'éloignent  du  fommet , il  s’enfuit  que  le  rapport 
des  dy  aux  dx  augmente  à mefure  que  les  ordonnées  s’appro- 
chent du  fommet , ce  qu’on  peut  démontrer  de  la  même  façon; 
car  par  exemple  ie  petit  côré  AB  n’ayant  pas  la  même  diredion 
que  le  prolongement  B j de  la  corde  BC , 6c  fa  direâion  étant 
entre  B;  ôc  l’axe  ou  diamètre  AL , il  eft  vifible  que  l’angle  ABG 
eft  moindre  que  l’angle  yBG  égal  à l’angle  BCM , Ôc  par  con- 
séquent l’autre  angle  aigu  BAG  du  rdangle  redangle  ËAG  eft 
plus  grand  que  l'autre  angle  aigu  CBM  du  triangle  redangle 
CBM  , donc  le  côté  BG  eft  plus  grand  par  rapport  au  côté  AG 
que  le  côté  CM  par  rapport  au  côté  BM , fit  ainii  des  autres. 
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Les  prolongcmens  B4,  B 3 du  petit  côté  BC  font  tous  entiers 
hors  de  la  courbe  ; or  BC  étant  infiniment  petit  n’eft  qu’un  point 
de  cetre  courbe,  donc  la  droite  34.  eft  tangente. 

49.  Si  la  courbe  tourne  fa  convexité  du  coté  de  l’axe  ou  dia- 
mètre AL  ( Fig.  33.  ) & quelle  ne  foit  pas  rentrante , le  rapport 
des  dx  aux  dy  diminue  à mefure  que  les  ordonnées  s’éloignent 
du  fommet  A ; car  faifant  la  mémo  conftrudion  on  prouvera  aifé- 
mem  que  l'angle  CDN  eft  moindre  que  l’angle  BCM  égal  à 
l’angle  CyN,  & par  conféqucnt  dans  le  triangle  redangle  N CD 
l’autre  angle  aigu  NCD  eft  plus  grand  que  l’autre  angle  aigu 
MBC  du  triangle  MBC , d’où  il  fuit  que  le  côté  ND  eft  plus 
grand  par  rapport  au  côté  NC,  que  le  côté  MC  nar  rapport  au 
côté  MB,  donc  le  rapport  des  côtés,  BM , CN , DO , &c.  aux 
côtés  MC,  ND , OE , ôte.  où  le  rapport  des  dx  aux  dy  diminue 
à mefure  que  les  ordonnées  s’éloignent  du  fommet. 

yo.  Si  la  courbe  tourne  fa  concavité  du  côté  de  l’axe  au  dia- 
mètre AL ( Fig.  3 6.) , ôc  quelle  rentre  en  elle-même  le  rapport 
des  dx  aux  dy  augmentera  jufqu’au  point  où  la  courbe  commen- 
ce à rentrer;  là  ce  rapport  fera  infini , c’eft-à-dire  dy  fera  zéro  , 
après  quoi  le  rapport  des  dx  aux  dy  , ira  en  diminuant  jufqu  au 
point  L ; car  conftruifant  de  même  que  ci-deflùs , on  peut  regar- 
der le  point  où  la  courbe  commence  à rentrer  comme  un  petk 
côté  CE  du  polygone  inferit,  lequel  feroit  parallèle  à l’axe  , ôc 
l’ordonnée  à ce  point  comme  étant  deux  ordonnées  infiniment 
proches  qui  aboutifTent  aux  extrémités  de  ce  petit  côté  ; or  il  eft 
vifible  que  ccs  ordonnées  n’auront  aucune  différence  entr’elies , 
donc  dy  eft  alors  égal  à zéro , fit  par  confisquent  le  rapport  de 

dx  à dy  étant  **  eft  infini , après  quoi  il  eft  évident  qu’en  allant  de 

E en  L , le  rapport  des  dx  aux  dy  diminue  toujours. 

Puifquc  le  point  où  la  courbe  commence  à rentrer  eft  un  côté 
infiniment  petit  du  polygone  inferir , ôc  que  ce  côté  eft  parallèle 
à l’axe  , il  s enfuir  que  la  tangente  en  ce  point  eft  parallèle  à Taxe 
à caufe  que  cette  tangente  n’eft  autre  chofe  que  le  prolongement 
du  petit  côté. 

y 1.  Si  la  courbe  étant  rentrante  ( Fig.  37.  ) on  prenoit  les  abf- 
cifles  fur  une  droite  extérieure  BH  parallèle  au  diamètre  AL , a 
commencer  du  point  B , le  rapport  des  dx  aux  dy  iroit  en  aug- 
mentant jufqu’au  point  où  la  courbe  commence  a rentrer  , la  il 
feroit  infini,  après  quoi  il  iroit  en  diminuant  jufqu  en  L , ce  qui' 
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le  démontre  de  môme  que  dans  le  nombre  précédent. 

y a.  Dans  toutes  les  courbes  où  le  rapport  des  dx  aux  dy  va  en 
diminuant  vers  le  fominet  A (Fig.  34.  36.  37.)  la  tangente  au 
.Commet  eft  parallèle  aux  ordonnées  ; car  fi  l’on  regarde  le  point 
A comme  un  petit  coté  du  polygone  inferit , l'angle  que  ce  côté 
fera  avec  l'ordonnée  «oiftie  fera  infiniment  petit,  à caufe  que 
dans  les  périt*  K P K , DOE,  CND,  &c.  ( fiy.  34.  ) les 

angles  EEB,  .dMf  , GDN  vont  en  diminuant  à mei'ure  qu’on 
avance  vers  le  fotnTÉu,  donc  les  deux  autres  angles  du  triangle 
fait  par  le  petit  côté  A^teç,  [ ordonnée  voilinc  & labfcifte  corref- 
poudantc  vaudront  deu^nglcs  droits  , ÔC  par  conféqucnt  le  petit 
côté  ,A  & l'ordonnée  voilme  feront  parallèles  ; or  la  tangente  en 
A n’eltaurre  cliofc  quelle  prolongement  du  petit  côté  A,  donc 
cette  tangente  elt  parallèle  à i 'ordonnée  voilinc  , fie  par  confé- 
quent  aux  autres  ordonnées,  d $ ^ . 

L’angle  fait  par  le  petit  avec  Sbjjfetnée  voifine,  étant 

iniinintcnr  petit,  il  s’enfuit  que  le  coté  oj^^rÇStet  angle  dans  le 
petit  triangle  elt  inliniment  petit  par  rapport  à l’ordonnée  qui 
forme  un  autre  côté  du  triangle  ; c’eft-à-aire  que  le  rapport  de 
dy  à dx  elt  infiniment  grand  ou  dy  = 00. 

y 3.  Dans  toutes  les  courbes  où  le  rapport  des  dx  aux  dy  va  en 
augmentant  vers  le  fommet  A ( lig.  3 s - )>  la  tangente  en  A cû 
parallèle  à la  ligne  des  abfciffes  AL;  car  fi  l’on  regarde  le  point 
A comme  étant  un  petit  côté  du  polygone  inferit,  l’angle  que 
ce  petit  côté  fera  avec  fon  dx  fera  infiniment  petit  à caufe  que 
les  angles  que  les  côtés  du  polygone  inferit  font  avec  leur  dx 
vont  en  diminuant  vers  le  fommet  , donc  les  deux  autres  an- 
gles du  triangle  que  ce  petit  côté  fera  avec  fon  dx  & l’ordonnée 
voifine  vaudront  deux  droits,  donc  le  dx  & le  petit  côté  A feront 
parallèles  ; mais  la  tangente  eft  le  prolongement  du  petit  côté  A , 
donc  cette  tangente  eft  parallèle  au  dx  correfponaant , & par 
conféqucnt  à tous  les  dx  ou  à la  ligne  des  abfciffes , laquelle  eft 
parallèle  à tous  les  dx. 

L’angle  fait  par  le  côté  A avec  fon  dx  dans  le  petit  triangle 
étant  infiniment  petit  fon  côté  oppofé  où  le  dy  correfpondanr  eft  in- 
finiment petit  par  rapport  à dar,donc  le  rapport  de  dx'ady  eft  alors 
infiniment  grand  ou  ‘i*. 

34.  Si  une  courbe  ABC  ( Fig.  38.  ) toujours  concave  vers  fon 
axe  rcbroufTe  chemin  en  un  point  B & tend  vers  C , le  rapport 

des 
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des  dx  aux  dy  ira  en  diminuant  depuis  le  point  A jufqu’au  point 
B,  où  il  fera  égal  à zéro , & enfuite  il  ira  en  augmentant  depuis 
le  point  B jufqu’en  C ; & la  tangente  au  point  B fera  parallèle 
aux  ordonnées  ; c’eft  une  fuite  de  ce  qui  a été  dit  dans  les  nom- 
bres précédens. 

Trouver  quelle  ejl  la  plus  grande  ordonnée  d'une 
courbe  rentrante. 

y y.  Si  la  courbe  eft  un  cercle  ABC’(fir>.  39.)  je  fuppofe  que  de 
tous  les  points  du  diamètre  foient  élevées  des  ordonnées , & que  de 
leur  extrémités  foient  menées  les  petites  lignes  qui  forment  les  pe- 
tits triangles  dont  les  côtés  font  les  dx , dy , le  rapport  des  dx  aux  dy 
ira  en  augmentant  jufqu'au  point  où  la  courbe  commence  à rentrer 
& à ce  point  nous  aurons  dy  = o;  or  il  eft  vifible  que  l’ordon- 
née qui  aboutira  à ce  point  fera  la  plus  grande  , c’eft  pourquoi 
je  nomme  le  diamètre  AC  = a,  & l’équation  eft  yy  — ax — xx  ; 
j’en  prens  la  différence  lydy  — adx — ixdx  , d’où  je  tire  dy 

= - — - - ; mais  nous  avons  dy  = o , donc  — — -=  o , oc 

adx — 2xdx  = o,  donc  adx—zxdx,  6c  par  conféquent  a = 2Xf 
6c  x = ~ a , c’crt-à-dire  l’abfcifTe  correfporvdante  à la  plus  grande 
ordonnée  eft  égale  à la  moitié  du  diamètre  ou  au  rayon  , ce  qui 
s’accorde  avec  ce  que  la  Géométrie  nous  apprend. 

Si  la  courbe  eft  un  des  cercles  à l’infini  dont  l’équation  eft 

y"+"  = a”  x a — *" , la  différence  fera  m-\-n ym  "+”  " 1 dy 

— r»xm  1 y.  a — x"  dx  — nxm  x a — xn  1 dx  ; donc  dy 

11  x« — X*  dx — nxm  x < — x"  1 it  . / i ■ m — i 

= — ■ — ; or  dy  — o , donc  mx 

x j m — m — ij  . m — 1 a 

a — x dx  — nx  xa — x dx  = o , donc  mx  a — x 

=nxmxa — xn  ‘;Sc  divifant  par  a™  'xa  — x " ’,onaura 

ma  — mx=  nx  ou  ma—  nx  -t-  mx , donc  x—  m“-. 

Sim=2,  n—  1 , on  aura  x — ja-,flm==3)n—l0n  aura  * 

— ^a,  & ainfi  de  fuite. 

De  môme  fi  m = 3 , n = 2 on  aura  x = } a;  fi  m = 4 = » 
= 3 on  aura  x — ^ a,  & ainfi  des  autres;  ce  qui  fait  voir,  que 
dans  tous  ces  cercles  la  plus  grande  ordonnée  ne  part  pas  du  cen- 
tre comme  dans  le  cercle  ordinaire. 
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y<f.  Si  la  courbe  eft  une  Ellipfc  fon  équation  eft jyy=ax—xxt 
& fa  différence -eft  2 - ydy  = adx  — 2 xdx  , ou  lydy  — 

— donc  dy  =****--?—  , mais  dy =0,  donc**1*  ~ K* 

— o , d’où  je  tire  «p  = 2px  & x=±a , c’eft  - à - dire  l’abfciffe 

correfpondantc  à la  plus  grande  ordonnée  eft  égale  à la  moitié 
du  diamètre  , ce  qui  s’accorde  avec  ce  que  les  fcdions  coni- 
ques nous  apprennent.  , 

Si  la  courbe  eft  une  des  Ellipfcs  à l’infini  dont,  l'équation  eft 

tym  ■+■  " — xm  x a — xn , la  différence  eft  m-\-  n aym  " 1 dy 

= tnpxm  1 x a — x*  dx  — npx"  x a — x"  * dx , donc 

,fr  — r x ~ 


dy 


■x”  dx- 
■ n #ym 


1*££ 


1 dx 


quent  mpx 

n 

X 


x a- 
• 1 


= o , & par  conlé- 


-x"  = npxm  x a — x"  1 , ôc  divifant  par 


x a — x“  011  aura  mpa  — mpx  — npx , donc  mpa  = npx 

mpx , & x — ^ m de  même  que  nous  avons  trouvé  pour  les 
cercles  à l’infini. 

• 57.  Si  la  courbe  eft  une  demi  - cycloïde  racourcie  ALHC 
( Fig.  40.  ) , je  mene  une  ordonnée  PM  , fon  infiniment  proche 
P m , les  perpendiculaires  NS,  MR  , le  rayon  NO  au  centre,  & 
nommant  la  demi-circonférence  ANC  = «,1a  bafeHC  = £,  le 
rayonNO=c,  l’arc  inconnu  AN=w  , l’inconnue  NP  = z, 
i’abfciffe  AP= x , l’ordonnée  MP  —y , j’ai  rwR  — dy,  NS  — MR 
= dx , N»  = d«;  or  par  la  nature  de  la  courbe  on  a ANC,  HC 
: : AN , NM , donc  « , b : : « : = NM  ; donc  MP  = MN  -+-  NP 

= z-+-  7 > doncy  = z-4-  ^ eft  l’équation  delà  courbe,  & fa 
différence  eft  dy  — dz  •+■ b—  ~ ^ — ",  mais  dans  le  cas  où 

l’ordonnée  eft  la  plus  grande  on  a dy  = o , donc  — = o. 

Mais  les  triangles  reâangles  ONP,  SN»  font  femblables;  car 
fi  des  angles  droits  ON»,  PNS  on  ôte  l’angle  commun  SNO  , 
il  reftera l’angle  aigu  SN»  égal  à l’angle  aigu  ONP,  donc  ON  , 
OP  : : N»  , Sn  ; or  OP  = OÂ  — AP  = c — x , donc  c , c — x 

'•■du , — —Sn  — dz,  mettant  donc  cette  valeur  de  dz  dans 
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ît±lt  — o on  aura  — — 1-  T = o ou “ 

= o , donc  acdu  -+-  i>cdu  = axdu  , 6c  * = f-t- 7 ; >mfi  prenant 
fur  le  diamètre  le  rayon  AO , Ôc  lui  ajoutant  la  partie  ° K troifiémc 
proportionnelle  aux  trois  lignes  AInC,  HC  ôc  ON  , 1 ordonnée 
KL  menée  du  point  K fera  la  plus  grande. 

y8.  Soit  la  courbe  ANBC  ( Fig.  ay.  ) dont  les  ordonnées  font 
moyennes  proportionnelles  entre  les  ordonnées  du  cercle  AH 
6c  l'es  abfciffcs  , je  nomme  les  ordonnées  du  cerc  e —y,  leurs 
abfcifles  =*,  en  prenant  leur  origine  au  point  A , les  ordonnée 
de  la  courbe  z , 6c  le  diamettre  AC  = a , 1 équation  de  la  cour 
eft  donc  zz=xy,  ôc  fa  différence  azdz=  xdy +yd*^d onc 

dans  le  cas  de  la  plus  grande  ordonnée  on  a dz  = - 0 » 

or  l’équation  du  cercle  étant  yy  = ax — xx  fa  différence  eft  a ydy. 

. mettant  donc 


-.adx—zxdx,  d’où  l’on  tire  dy  = 
cette  valeur  de  dy  dans 


xy 

xdi  ydx  “xdx  — ixxdx 

,jy  -f-jmx  __  Q on  aura  


^ M v 

axix  — ixxix  -f-  tyydx  — ^ & mettant  ]a  valeur  ax — xx  de  yy 

v* 

on  aura  “ ~ = o ; donc  ?«-v  = 4*‘  ou  3*  = 4*> 

ôc  par  conféquenT x — \a,  prenant  donc  les  \ du  diamètre  de 
A en  z , l’ordonnée  à la  courbe  qui  partira  du  point  z fera  la  plus 
grande. 

Et  fi  l’équation  de  cette  courbe  ANBC  ( Fig.  2y.)étoitt 
— ym  xn , fa  différence  feroit  ^z 

dy  nymxH  dx,  d’où  l’on  tireroir  dz  = 


n m — l 

mx  y 

' dy+nym  t**' dx 


rîi  + nî 
m - 


= o , 6c  par  conféquent  en  multipliant  par  wj  -t-  n z"  # on 

auroit  mxnym~'  dy  nym  x'~'  dx=  o,  6c  mettant  au  lieu 
de  dy  fa  valeur  *^rr—  trouvée  ci  - deffus  , on  auroit 


n*xn,m ld*+ -tnl 


m-hl  > — l 


dx 


==  o , ôc  mut» 


i . n n- f-i 

on  auroit  iw*.*  — 2 mx 


tipliant  par  iy , puis  divifant  par  y 

2nyz  x*  — 1 _ o , & mettant  au  lieu  de  y 1 fa  valeur  ax  — xv 

prife  de  l’équation  du  cercle  on  auroit  max  — '■+■  2n3X 
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» + 1 . - „ nu  -4-  M« 

: — 2 nx  =ooui)M  + 2»a—  imx  2 nx  oc.  x=  — . 

If»  H-  IB 

Si  w = 2 & »=  1 , donc  x=J<T=f<j;  fi  « = 3, « = 2, 
donc  x — ~ a , & ainfi  des  autres. 

Trouver  la  moindre  ordonnée  et  une  courbe  rentrante. 

yp.  Si  la  courbe  rentrante  a fa  concavité  tournée  du  côté  de 
l’axe  , il  eft  vifible  que  la  moindre  ordonnée  eft  infiniment  pe- 
tite ( Fig.  3p.  ) & qu’il  s’en  trouve  môme  deux  , l’une  au  fom- 
met  A & l’autre  à l’autre  extrémité  du  diamètre  ; mais  fi  la 
courbe  a fa  convexité  tournée  vers  une  droite  parallèle  à fon 
axe , alors  elle  aura  une  moindre  ordonnée  que  l'on  trouvera  de 
cette  maniéré. 

Si  la  courbe  eft  un  cercle  ( Fig.  41.)  on  cherchera  fa  plus 

frande  ordonnée  OB  au  diamètre  AC  , ôc  prolongeant  OB  en 
fon  prolongement  BP  fera  la  moindre  ordonnée  tirée  de  la 
circonférence  à la  droite  HL,  ce  qui  eft  évident. 

Si  la  courbe  eft  une  Ellipfe  ( Fig.  42.  ) on  cherchera  la  plus 
grande  ordonnée  OB  à fon  propre  diamètre  AC , & le  proion- 
.gement  BP  fera  la  moindre  ordonnée  à la  droite  HL,  & fi  on 
voulait  que  les  ordonnées  à la  droite  HL  fuftent  perpendiculai- 
res lorfque  les  ordonnées  au  diamètre  AC  ne  le  font  pas , on  me- 
neroit  de  l’extrémité  B de  la  plus  grande  ordonnée  OB  une 
perpendiculaire  BR  qui  feroit  la  moindre  qu’on  pût  tirer  fuc 
HL;  car  menant  une  autre  ordonnée  ST  au  diamètre  AC  , & 
de  fon  extrémité  une  perpendiculaire  TP  fur  HL,  les  triangles 
fcmblables  BPR , TVP  donneront  BP,  TV  ::  BR,  TP,  mais 
BP  eft  moindre  que  TV.,  donc  BR  feroit  aulfi  moindre  que 
TP,  &c. 

60.  Si  ^équation  de  la  courbe  par  rapport  à la  ligne  extérieure 
• eft  donnée,  par  exemple  fi  la  courbe  FSE  ( Fig.  29.  ) a fes  or- 
données troifiémes  proporrionnelles  aux  ordonnées  d’un  demi 
cercle  BCD , 6c  d’une  parabole  HNA  qui  ont  le  même  axe  BA , 
& les  fommets  A , D différens  ; voici  comme  on  réfoudra  le 
Problème. 

Je  nomme  l’ordonnée  à la  courbe  = 2 , l’ordonnée  à la  para- 
bole ==  y , & l’ordonnée  au  cercle  — x ; ainfi  l’équation  eft  2 

— 7,6c  la  différence  dz  = — ’ r.i‘  ■ or  dans  le  cas  de  la. 
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moindre  ordonnée  on  aura  dz= o,  donc  r--yi-  =o,d’ott 

** 

l’on  tire  2x=y , & x=iy,  ce  qui  me  fait  voir  que  lorfque  l’or- 
donnée à la  courbe  fera  la  moindre  , l’ordonnée  correfpondante 
du  cercle  ferai  l’ordonnée  correfpondante  de  la  parabole  com- 
me I 0 2. 

Maintenant  pour  déterminer  les  grandeurs  de  ces  trois  ordon- 
nées, je  nomme  l'abfcifle  du  cercle  RD  = «,13  diftancc  DA 
du  fommet  D du  cercle  au  fommet  A de  la  parabole  — a , le 
paramétré  de  la  parabole—  b , le  diamètre  BD  du  cercle  = c , 
donc  l’abfcifle  RA  de  la  parabole  = RD  -+-DA  = « ~\-a  ; or  par 

la  propriété  de  la  parabole  on  a TR=RA  y b,  donc  y*—ub 

-4-  ab  ; par  la  propriété  du  cercle  on  a QR  = BR  x RD  & BR 
= BD  — DR  , donc  x1  = eu — ul  ; mais  nous  avons  | y = x , 
donc^_)7  = x1  ou^ub-i-~ba  = cu — #*;  ce  qui  donne  «* 
ub  — cu-h^ba  = o , qui  eft  une  équation  déterminée  du  fécond 
degré  , laquelle  étant  réfolue  félon  les  réglés  que  nous  avons 
enfeignées  dans  le  premier  Livre  donnera  la  valeur  de  « , c’efl- 
1-dire  la  valeur  de  l’abfcifle  DR  du  cercle  correfpondante  à la 
moindre  ordonnée  RS  de  la  courbe,  &.  ainfi  des  autres  casfem- 
blables. 

D'un  point  donné  fur  F axe  cfune  Courbe  Algébrique  , 
mener  à cette  Courbe  la  plut  courte  ligne 
qu’on  puijfe  lui  tirer. 

6 1.  Soit  la  parabole  ABC  ( Fig.  4j.)  & le  point  donnéD;  je 
fuppofe  la  choie  faite  , & menant  l’ordonnée  MB  je  nomme  AM 
= .v,  MB=  y , AD=  c , le  paramétré  — a ôc  DB  — z,  donc 
MD=r — x. 

a a _a 

Le  triangle  reâangle  MBD  donne  DB  = DM  -+-  MB , donc 
z1  = rc — 2«r  -4-  xx  -+-yy  ; orfi  je  regarde  z comme  la  plus  pe- 
tite ordonnée  d’une  courbe,  fa  différence  dz  fera  égale  à zéro, 
prenant  donc  la  différence  de  l’équation  que  nous  venons  de 
trouver  nous  aurons  zzdz  = — 2cdx~\-  2 xdx  -4-  xydy  ôt  dz*= 

• — — — o , donc  2 ydy  -4-  a xdx — 2cdx=o,  ou 
ydy  -4-  xdx  — cdx  = o. 

Nniij 
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Or  l’équation  de  la  parabole  eft  yy  = ax , & fa  différence  a ydy 
= adx , donc_ydy  = ÿ adx  , & mettant  cette  valeur  de  ydy  dans 
ydy  -+-  xdx — cdx  — o nous  aurons  ~ adx  ■+■  xdx  — cdx  = o , donc 
x=c — i a ; c'eft-à-dire  que  fi  de  la  droite  AD=r  je  retran- 
che la  moitié  du  paramètre  le  refte  fera  rabfciffe  AM  par  l'extré- 
mité de  laquelle  menant  une  ordonnée  MB  , le  point  B fera  le 

F oint  auquel  la  droite  DB  étant  menée  fera  la  plus  courte  que 
on  puilfc  tirer  du  point  D fur  la  parabole. 

La  partie  DM  qu’il  faut  retrancher  de  la  droite  AD  étant 
égale  à la  moitié  du  paramétré,  il  s’enfuit  que  fi  on  menoit  une 
tangente  au  point  B la  droite  MD  feroit  la  fouperpendiculaire 
ainli  que  nous  avons  vu  plus  haut,  ôc  pat  conféquent  DB  feroit 
la  perpendiculaire , donc  de  toutes  les  lignes  qu’on  peut  me- 
ner à la  parabole  d’un  point  pris  fur  l’axe  , la  plus  courte  cfl  la 
perpendiculaire. 

62.' Soit  un  cercle  ABC  ( Fig.  44.)  & le  point  donné  D» 
je  mené  du  point  D à un  point  quelconque  de  la  circonfé- 
rence la  droite  DB , & du  point  B l’ordonnée  BM , je  nom- 
me AC  = a , AD  — cf  AM  = x , MB  —y , DB  — z ; donc 
MD  = c — x. 

* , t 1 

Dans  le  triangle  re&angle  DMB  on  a DB  = DM+  MB  , 
donc  zz  — fc  — zcx -i- xx -i-yy  ; or  fi  je  confidére  z comme 
l’ordonnée  la  plus  petite  d’une  courbe , fa  différence  dz  fera  égale 
à zéro  , donc  prenant  la  différence  de  l’équation  que  nous 
venons  de  trouver  nous  aurons  2 zdz  = — 2 cdx  2 xdx 

Hh  2 ydy , & = 0. 

Ot  l’équation  du  cercle  eft  yy—ox — xx,  & fa  différence 
aydy  = adx — axdx , mettant  donc  cette  valeur  de  2 ydy  dans  la 
valeur  de  dz , on  aura  — tcix  "T  llJx  — 0 d'où  l’0n 

tire  a=2c , & cette  expreflion  me  fait  voir , i°.  Qu’afin  qu’on 
puiffe  mener  dupoint  D la  plus  courte  ligne  à la  circonférence , 
& mener  enfuite  du  point  B une  ordonnée  , il  faut  que  AD  foit 
égal  au  rayon.  20.  Qu’cn  ce  cas  * eft  indéterminée  puifque  l’é- 
quation a — je  ne  contient  plus  que  des  grandeurs  connues,  & 
que  par  conféquent  on  peut  donner  à * telle  valeur  que  l’on  vou- 
dra, pourvu  quelle  n’cxcede  pas  le  diamètre.  50.  Enfin  que  puif- 
que lorfque  le  point  D n’eft  point  au  centre  , on  ne  fauroit  me  • 
net  d’ordonnées  ni  d’un  côté  du  diamètre  ni  de  l’autre  , il  faut 
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néceffairemem  que  cette  plus  courte  ligne  foit  la  ligne  AD  , 6c 
en  effet } c’eft-cc  que  la  Geoniétrie  nous  apprend. 

63.  Soit  une  Ellipfe  ABC  (Fig. 43.),  êc  le  point  donné  D ; 
je  conftruis  delà  même  façon  , ôc  nommant  le  paramétré  = b , 
l’axe  AC  — a,  la  droite  AD=c  , l’abfciffc  AM=*,  l'ordon- 
née  MB  = jr , ôc  D B = z ; j’ai  encore  zz=cc  — 2 «.•-+-  .va-  -hyy  > 
ôc  considérant  DB  comme  ia  plus  courte  ordonnée  d’une  courbe , 
la  différence  de  l’équation  eft  22 dz  — — 2c  dx -4-  ixdx  -t-  aydy  , 


Or  l’équation  de  l’Ellipfe  eü^yy  — ax — x* , 6c  fa  différence 

2 j ydy  = adx — axdx  , donc  2ydy  = bdx — 2 ~xdx  , ôc  met- 
tant cette  valeur  de  2 ydy  dans  celle  de  dz , on  aura 

— z — xix 

=0  , ou  — 2 ne  •+-  2ax-^-nb  — 2b x 

12  7 

a=  o , d’où  l’on  tire  * — prenant  donc  une  quatrième 

proportionnelle  AM  aux  trois  lignes  2 a — 2b , a , 6c  2 c — b,  6c 
menant  par  le  point  M une  ordonnée  MB  . le  point  B fera  le 
point  où  il  faut  mener  la  droite  DB  pour  avoir  la  plus  courte 
ligne  qu’on  puiffe  tirer  du  point  D à la  circonférence. 

x*c-+-xb  xâe^xlc— wr-Kti 


DM = AD  — AM=c — x=c — 


14—  ib 


14  —l£ 


= : or  fi  l’on  menoit  au  point  B une  tangente  l’exprelfion 

delà  fouperpendiculaire  feroit^,  6c  mettant  au  lieu  de  dy  fa 


valeur 


bdx 1 — xdx 


tbdx—xlxix  . 

ou  — — - , on  auroit 


êby — ily*  T I t* 

— — OU  {.b 

1 y ~ ~~  1 ty  ' ' X*y  * 

pour  l’expreflion  de  la  fouperpendiculaire , 6c  mettant  dans  cette 

rr  1 t xac  — ab  1 il  xa<b  -f-  abb 

cxpreüion  la  valeur  ^ de  x* , on  trouvera  7 b — 

= = t~I4-  » & conféquent  la  fouper- 

pendiculaire feroit  égale  à DM , que  nous  avons  trouvée  aufir 
égale  à m,  donc  la  plus  courre  ligne  qu’on  puiffe  mener 

d’un  point  D pris  fur  l’axe  d'une  Ellipfe  à fa  circonférence  , eff 
la  perpendiculaire. 

64.  Soit  l’hyperbole  ABG  (Fig.  $6.)  t 6c  le  point  donné  D 3 
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je  conftruis  de  la  même  façon , & nommant  les  mêmes  grandeurs 

des  mêmes  noms , je  trouve  DB  = it  = «-  — 2fA--+-*x-|-vy , 
donc  la  différence  eft  2 zdz  — — icdx  -+-  2xdx  2ydy , d'où  je 

1 u Jx-h  ijr.'x-f-  %ydy  , . . 

tire  az — = o,  ou  2ydy-\-  2xdx — 2cdx=o . 


Or  l’équation  de  l’hyperbole  eft  ~yy  = ax  -+-  xx  ou  yy  = bx 

H-  ~ xx } & fa  différence  2 iydy=bdx -i-~xdx  , mettant  donc 
cette  valeur  de  2ydy  dans  2ydy  4- 2xdx — 2cdxx=o  , on  aura  b 
■+- — r + s*  — 2^=0,  ou  2ax-y-  2bx=2ac  — ab  , d’où  l’on 

tire  * = J donc  prenant  AM  quatrième  proportionnelle 

aux  trois  lignes  2a-+-2b,  a,  & 2 c—b,  & menant  par  fon  extré- 
mité l’ordonnée  MB  , la  droite  DBfera  la  plus  courte  lignequ’on 
puiffe  mener  du  point  D à l’hyperbole. 

MD  = AD  — AM = c — 

14  -4-  ib 

— Or  fi  I on  menoit  une  tangente  au  point  B l’expref- 


fion  de  la  fouperpendiculaire  feroit^ , & mettant  au  lieu  de  dy 

l_  *****  ou  abdx-t-  itidx 

diculaire  feroit  — , & mettant  au  lieu  de  * 


fa  valeur  -J- 
v 


, l’exprefllon  de  la  fouperpen- 


fa  valeur  * on  auroit- b-h  — — — 1 1 " 

la -h  U * “T-  +^  + +j4  -♦-««* 

•Ab  -f-  14 cb  l cb  + ab  . r . m *- 

=*=  Ziï+ni  — ia-+17  9 am"  cette  c^prclTion  feroit  la  môme  que 
celle  de  DM,  donc  la  plus  courte  ligne  qu’on  puiffe  mener  d’un 
point  D à l’hyperbole  eft  la  perpendiculaire  DB. 

5y.  Si  1 on  fait  la  même  conftruction  à 1 égard  des  autres  cour- 
bes , on  trouvera  toujours  dz  = 1,iy  1J^*  ~~ lcd*  _ 0 f & par  con. 
(équemydy  -h xdx  — cdx  = 0 , ou ydy  = cdx—xdx  , d’où  l’on 
,ire  *i ma“  f“*-DM  , eft  la  fouperpendicu- 

laire que  l’on  trouveroit  en  menant  une  tangente  au  point  B , 
donc  la  fouperpendiculaire  de  cette  rangente  eft  toujours  égale 
à DM  , & par  conféquent  dans  toutes  les  courbes  , la  plus  cour- 
te ligne  DB  qu’on  peut  mener  à la  courbe  d’un  point  D pris  fur 
l’axe , eft  toujours  la  perpendiculaire. 

66.  Il  fuit  de  là , que  fi  i’011  prend  le  point  D pour  centre 

( % 47-  ) 
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{Fig.  4 7.)  fie  la  droite  DB  pour  rayon , le  cercle  RBO  décrit  avec 
ce  rayon  , touchera  la  courbe  en  B fans  la  couper  , puifque  fon 
rayon  étant  la  plus  courte  ligne  qu’on  puiffe  mener  à la  courbe  , 
ne  peut  rencontrer  cette  courbe  qu’au feul  point  B,  & par c on- 
féquent  fi  l’on  propofoit  d’infcrire  dans  une  courbe  un  cercle 
qui  eût  lbn  centre  en  un  point  donné  D de  l’axe , le  Problème 
fe  refoudroit  en  cherchant  la  plus  courte  ligne  DB , qu’on  peut 
mener  du  point  D à la  courbe. 

D’un  point  pris  hors  d’une  Courbe  mener  Jùr  cette  Courbe 
la  plus  courte  ligne. 

67.  Soit  la  parabole  ABC  {Fig.  48.)  fie  le  point  D ; je  fuppofe 
la  chofe  faite,  fie  menant  DR  parallèle  aux  ordonnées , l’ordon- 
née BH , & la  droite  TB  parallèle  à l’abfciffe.  Je  connois  la  droi- 
te DR  fie  la  droite  AR  à caufe  que  la  polttion  du  point  D eft  don- 
née, c’eft  pourquoi  je  nomme  AR=/>,  DR=y,  AH— *,HB 
—y , BI)=z;  donc  TB=RH=AH — AR=at — ^.ôeTD, 
= RD  — HB  = q—y. 

Dans  le  triangle  re£tangle  BTD  , on  a BD  = BT-4-TD; 
donc  2*=  a;1 — 2px-+-pp-i-qq — 2 qy-\-yy>  & prenant  la  diffé- 
rence de  cette  équation,  j’ai  2zdz=  ixdx  — 2 pdx — 2qdy-+-2ydy  y 
& par  conféqucnt  dz=  ’J‘.  qdy  ^ yJy  ; or  fi  je  confidére  la 

grandeur  z comme  étant  la  moindre  ordonnée  d’une  courbe  , fit 
différence  dz  fera  égale  à zéro , donc  xJjr  td*  ~ — o , 

& xdx — pdx — qdy  -+-ydy  = o. 

' Mais  l’équation  de  la  parabole  eft  yy  = ax , Se  fa  différence 
2ydy  = adx , donc  dx=ld^L,  fie  mettant  cette  valeur  de  dx 

dans  xdx — pdx — qdy-\-ydy  — o,  on  aura  — qdy 

-hydy—xs  -,  fie  mettant  la  valeur  ^ de  x,  &c  divifant  par  dy,  on 
aura  ^ — ~ — q-y-y=o , ouyi-h{aay  — -j  aaq—o , qui  eft  une 

équation  déterminée  du  3e  degré,  laquelle  étant  conftruite  donnera 
la  valeur  de_y=HB  fie  celle  de  * = AH , ainfi  qu’on  va  voir. 

Je  multiplie  l’équation  par_y , fie  j’ai _y4  -t- j aayy  — ~aaqy~o  s 
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je  fuppofe  a,y::y,x,  ce  qui  me  donne  yy=ax,  ou yy  — ax  — o, 
première  équation  à la  parabole.  Je  mets  la  valeur  ax  de  yy  dans 
l’équation , ÔC  j’ai  aaxx-ï-{aix — ■£■  aaqy  = o , 6c  divifant  par  aa , 
— aapx 

j’ai  xx  -4-  7 ax — iqy—o  , fécondé  équation  à la  parabole.  J’a- 
• ■ — px 

joute  enfemble  les  deux  équations  à la  parabole,  ôc  j’ai^y-l-** 
—.±qy  + ±ax  = o,  ouyy-t-xx—tqy—iax  = o,  quieft  une 

— px  — Px 

— ax 

équation  au  cercle. 

La  première  équation^ — ax—  o , eft  la  parabole  même  du 
Problème.  Quant  à l’équation  du  cercle  , je  compare  fes  termes 
avec  ceux  de  la  formule  générale  du  Chapitre  III.  du  premier 
Livre,  & je  trouve  ±q  — r,  ^ a-4-±  p—i  ,£*■ 
ap-+--~pp=*tt. 

Je  prens  donc  fur  le  diamètre  AP  de  la  parabole  {Fig.  49.), 
la  partie  AL  = i«+T/'i  j’éleve  fur  le  point  Lia  perpendicu- 
laire LO  q , & menant  la  droite  OA , le  triangle  rectangle 

OLA  donne  OA=  OL  -+-LA  = \îsqi-\-rial-y-^ap-^-~pp  ; 
donc  OA  eft  le  rayon  du  cercle  de  l’équation^y-f-xx — - qy,  ôcc. 
je  décris  le  cercle  , 6c  le  point  B où  il  coupe  la  parabole  , eft  le 
point  on  il  faut  mener  la  droite  DB  pour  avoir  la  plus  courte 
Jignequ’on  puifle  tirer  du  point  donné  D fur  la  parabole  (Fig.  48.) 

Car  menant  l’ordonnée  BM(  Fig.  4p.) , 6c  la  droite  OS  paral- 
lèle à l’axe  de  la  parabole  i je  nomme  AM  = * , ôc  MB  —y* 
Mais  par  la  propriété  de  la  parabole  * = ^ , donc  AM  —~p 

OS=LM=  AM  — AL  = ” — ja — \p,  6c  SB=MB— MS 
= MB — LO==y — \q  ; or  dans  le  triangle  reètangle  OBS  on 
a OB  ou  AO  = SB-t-OS  , donc  -,V?î-*"rï  a1  -t-\*p  -+-i  PP 

—y — r qy+rz $‘  •+-  7!  — \yy ■+■  a* — -K  v-H pp>  & 

corrigeant  l’expreflion , on  aura  -4- \yy  — ~ — 7 ‘]y  — °> 
multipliant  par  aa , puis  di vifant  par_y , on  aura  yi- 4-7  aay  — apy 
— \aaq  = o , qui  eft  l’équation  que  nous  avions  à conftruire. 
Ayant  trouvé  ci-deffus  xdx — pdx  — qdy  -+-ydy  — o , nous  au- 

ronsdonc  xdx — pdx=qdy — ydy , 6t  par  conféquent  jx  = ^c 


Digitized  by  Google 


et  le  Calcul  Intégral,  Livre  II.  291 
multipliant  tout  par^ , nous  aurons  ^ Or  les  triangles 

femblables  DTB , BHP  (Fig.  48.)  donnent  TD , TB  : : HB , HP , 
doncÿ — y,x — p'--y>'-^zr^  = HP  , donc  HP  =^7  » niais  y^~ 
eft  l’erpreffion  de  la  fouperpendiculaire  de  la  tangente  qui  ferait 
menée  par  le  point  B , donc  HP  eft  la  fouperpendiculaire  , ÔC 
par  coniéquent  le  prolongement  BP  de  la  droite  DB  eft  la  per- 
pendiculaire ; mais  PB  ne  peut  pas  être  perpendiculaire  à la 
courbe  fans  que  DB  ne  le  foit  aufti  ; donc  la  plus  courte  ligne 
qu’on  peut  mener  à la  parabole  d’un  point  D hors  de  cette  para- 
bole eft  la  perpendiculaire. 

Si  la  droite  DR  romboit  au-deffus  du  fommet  de  la  parabole 
(Fig.  yo.),  alors  RM  = TB  ferait*  -4-  p,  & dans  le  triangle  rec- 
tangle BDT,  on  aurait z1  = xx-+- apx -\~pp~+- qq — a^y-t-vy  > 
ôc  la  différence  ferait  2 zdz=  2xdx -+-  2 pdx  — 2 qay  -4-  2 ydy , tP  où 
l’on  tirerait  en  fuppofant  dz  = 0 , xdx  -4 -pdx — qdy-^-yay  = o , 
& mettant  au  lieu  de  dx  fa  valeur  l~  , on  aurait  ~ -4- ~ — q 
-i-y  = o ; ôc  mettant  au  lieu  de  x fa  valeur  ~ , on  aurait 


-j-  — q-i-y=o  , ouyî-\-kaay — T aa<l  = 0 > & cette 


-4-  apy 

équation  ne  différerait  de  la  précédente  , qu’en  ce  que  le  terme 
apy , a le  figne  plus. 

Ainfi  pour  conftruire  cette  équation , on  la  multiplierait  parjr 
ce  qui  donnerait _y4  -4-  7 aayy -4- apyy — \aaqy  = o , puis  fuppo- 
fant a,  y.  :y  ,x,  on  aurait  yy — ax  — o,  première  équation  à 
la  parabole  ; ôc  mettant  ax  au  lieu  de^y  dans  l’équation  , on  au- 
roitaaxx-4--L<«3.v-4-ij1px  — 7 aaqy , ôc  divifantpat  aa , on  aurait 
x1  -h±ax-+-px  — rqy  = °i  fécondé  équation  à la  parabole; 
ôc  ajoutant  enfemblc  ces  deux  équations  à la  parabole  , on  aurait 
— i qy  — \a: c=o,  équation  au  cercle. 


-4-  px 

Comparant  donc  les  termes  de  cette  équation  au  cercle  avec 
ceux  de  la  formule  générale  du  Chapitre  III.  Livre  premier , on 
aurait  7^  —t  ; — ~ a-\-p— — ax,ôc  — 7 ^-4- 7 p— — r.  de  forte 
que  s ferait  pofitif , fi  7 a étoit  plus  grand  que  7 ^ & négatif , fi 
7 a étoit  moindre  que  7 p.  Enfin , l’on  trouverait  7*  qq  -4-  ,'4  aa 
— 7 ap-y-  -J  pp  = tt. 

, Pour  conftruire  donc  cette  équation  en  fuppofant  7 a moindre 

O o ij 


ap2 
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que  i p ) on  prendroit  fur  le  diamètre  AM  prolongé  au-dela  du 
fommet  (Fig.  yo.) , la  partie  AL=-j^  — \a,  on  éleveroit  en  L 
la  perpendiculaire  LO  = ~ tj , fit  tirant  OA , on  décriroit  du  cen- 
tre O fit  du  rayon  OA  un  cercle  qui  couperoit  la  parabole  en  un 
point  B , où  l’on  meneroit  la  droite  DB , ôte. 

Alais  fi  on  fuppofoit  J a plus  grand  que  £ p , on  prendroit  fur  le 
diamètre  AB  la  droite  AL=^« — ip,  fit  la  perpendiculaire  LO 
==  , ôte.  (Fig.  y i.) 

68.  Si  la  courbe  eft  un  cercle , on  fait  par  la  Géométrie  ordi- 
naire qu’il  n’y  a qu’à  mener  du  point  donné  D une  droite  au  cen- 
tre , pour  avoir  la  plus  courte  ligne  qu’on  puiffe  mener  de  ce 
point  à la  circonférence  , ainfi  il  feroit  inutile  de  la  chercher 
par  d’autres  voyes. 

6$.  Si  la  courbe  eft  «ne  Ellipfe  {Fig.  y a.) , je  éonftruis  de  la 
même  façon  , & nommant  Taxe  AC  — a , le  paramétré  ==  ê , la 
droite  DR  = ^,  la  droite  AR  —p,  l’abfciffe  AM=x , 1 ordon- 
née MB— la  droite  BD  = s , fit  fuppofant  que  le  point  R 
tombe  entre  A fie  C,  j’ai  RM=AM  — AR  = x — p = BT, 
fit  TD  = RD  — MB  = ^ — y , donc  dans  le  triangle  reftangle 

BTD,  j’ai  BD  = BT  + TDou  z1  — xx — zpx  -t-pp-hq/J  — 

-t -yy , fit  prenant  la  différence  de  cette  équation  > jai  2 zaz 

, , . , xi x — pi*  — qiy 

zydy — iqdy  , ôt  dz—- — — 


~*~yy  > Gt  prenant 
— axdx — 2 pdx 


fit  regardant  z comme  la  moindre  ordonnée  d’une  courbe,  jai 
<fe  = o,  fit  par conféquent xdx — pdx~{~ydy — qdy  = o. 

Or  l’équation  à l’Ellipfe  eft  ayy  = bax  — bxx , fit  fa  différence 

saydy  — bodx  — 2b xdx  , d’où  je  tire  dy  = — - > & met- 


ity 

-ydy—qdy-- 
ab — bx- 


• o , j ai  * 

abq — 1 
‘ Ty  w 


tant  cette  valeur  de  dy  dans xdx — pdx  - 
— C-+-7  b — ~x=‘iq  xl3-  ouox — ap 

‘ d *•> y ‘ . r . , - . 

fit  fuppofant  que  ~ b foit  plus  grand  que  p , je  fais  pour  abréger  le 

calcul  I b — p—h  , fit  a — b = i , ce  qui  donne  ix  -+-  ha 
__  'H*  , ^ ^ievant  tout  à la  fécondé  puiffancc  , j ai  iix1 

■+-  2 ah  ix 


aahh  = , fie  mettant  au  lieu 

iar—hxx  • . --t.-  — * — aahh 


dc_y_y  fa  valeur  — , je  trouve  iix 1 -4-  aahix 

= ‘n'1'  T 9 & multipliant  tout  par  4 bax 
— 4 bxx,  pais  ordonnant  l’équatio.1,  je  trouve 
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•^-^biix^-i-  qabiixi  «+•  8aabhixl-+-  4 a^bhhx—a^b1^1 '==-0 
, — 8 abhixi  — qazbhhx*  ^a'bbq'x 
— 4 blqiax1 

& divilànt  tout  par— 4W , je  trouve 


qui  eft  une  équation  du  quatrième  degré , laquelle  étant  conftrui- 
te , donnera  la  valeur  de  x.  Or  félon  les  fuppofitions  que  nous 

avons  faites , on  comprendra  aifément  que  ^ eft  moindre  que  ay 
& que  par  conféquent  le  fécond  terme  de  cette  équation  a le  li- 
gne moins , & on  trouvera  de  même  que  le  troifiéme  doit  avoir 
le  figne  plus.  Pour  abréger  donc  on  fera  — f égal  au  coefficient 
du  fécond  terme  ; -+-g  égal  au  coefficient  du  troifiéme  ; — / égal- 
au  coefficient  du  quatrième,  fit  <jK  égal  au  dernier  terme.  Ainli 
l’équation  fera  x* — fxi  -+-gxl — Jx-+-aK.  — o,  fie  conftruifant  fé- 
lon les  réglés  que  nous  avons  enfeignées  dans  le  premier  Livre  y 
on  trouvera  la  valeur  cherchée  de*. 

70.  Si  la  courbe  étoit  une  hyperbole  , agiflant  de  même  que 
ci-deflus , on  trouveroit  une  équation  qui  ne  différeroit  de  la  pré- 
cédente que  par  quelques  fignes  , fie  que  l’on  conftruiroit  ae  la 
même  façon. 

■ On  prouvera  de  même  que  nous  avons  fait  pour  la  parabole , 
que  la  droite  la  plus  courte  que  l’on  peut  mener  d’un  point  exté- 
rieur D à une  courbe , eft  la  perpendiculaire. 

On  pourroit  conftruire  l’équation  pour  l’Ellipfe , en  employant 
deux  équations  locales,  dont  l’une  feroit  l’Ellipfe  , fie  l’autre  un- 
cercle  , ôc  de  même  pour  l’hyperbole  , on  pourroit  employer 
deux  équations  locales  , dont  l’une  feroit  l’hyperbole  même  ÿ 
mais  cette  maniéré  qui  paroît  d’abord  devoir  abréger  les  opéra- 
tions, eft  cependant  plus  longue  que  la  méthode  ordinaire  , fie 
d’ailleurs  il  fe  trouve  des  cas  à l’égard  de  1 hyperbole  , oit  elle  ne 
réuffit point,  ainfi  que  M.  le  Marquis  de  1 Hôpital  la  très-bien' 
remarqué  dans  fon  Traité  Analytique  des  ferions  coniques  ; c’efî 
pourquoi  on  pourra  très-aifément  s’en  palier,  ôcc’cft  ce  qui  m’a 

Poiij, 
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-obligé  de  n’en  point  parler  dans  mon  premier  Livre.' 

D’un  point  pris  dans  l’Aire  d'une  Courbe , mais  hors  de  fin 
Axe , mener  à cette  Courbe  la  plus  courte  ligne 
qu’on  puijfe  tirer. 

71.  Soit  la  parabole  ABC  (Fig.  ç j.) , fuppofant  la  chofe  faite  ; 
je  mené  l’ordonnée  BM,  la  droite  DR  parallèle  à l’ordonnée, 
ôc  la  droite  DT  parallèle  à l’axe  , je  nomme  le  paramctre=  a , 
la  droite  AR  — p , la  droite  DR  = q , l’ordonnée  MB=  y , 6c 
l’abfciffe  AM=.t,  donc  MR=AR — AM  =p — * = DT,  ôc 
TB=MB — MT=MB — RD— ^ — q. 

Dans  le  triangle  retlangle  DTB  , j’ai  DB  = DT  -4-  TB , donc 
&=pp  — 2px-+-xx-\-y1 — 2 qy-t-qq,  ôc  la  différence  de  cette 
équation  efl  xzdz  — zxdx  — 2pdx  -+-  aydy  — 2 qdy  , donc  dz 

— — — ^ > &■  regardant  z comme  la  moindre  ordon- 
née d’une  courbe  , j’ai  dz  — o,  6c  par  conféquent  xdx — pdx 
-Jt-ydy—qdy  = o, 

Or  l’équation  de  la  parabole  eftyy  = ax , 6c  fa  différence  2 ydy 

— adx , donc  dx=~-} , 6c  mettant  cette  valeur  de  dx  dans  xdx 
-pdx+ydy—qdy  — o,  j’ai  'Il  _ i??  -+-y_?==  0 , & met- 
tant aulieu  de  x fa  valeur"  j’ai  ~ — & -i-y  — q = o , ou  yi 

■4- t aay — aPy  — ialq  — o,  qui  cft  la  même  équation  que  nous 
avons  trouvée  dans  la  queftion  précédente , &c  par  conféquent  on 
la  refoudra  de  la  même  façon. 

Si  la  courbe  étoit  une  Ellipfe  ou  une  hyperbole , ôcc.  on  trou- 
vera encore  la  même  chofe  que  dans  la  queftion  précédente. 
Puilque  xdx — pdx  -\-ydy — qdy  = o , àoncydy — qdy  = pdx 

Or^eft  l’cxprcffion  de  la 
fouperpendiculaire  qu’on  trouveroit  en  menant  une  tangente  au 
point  B , donc  cette  fouperpendiculaire  eft^-~  " ; mais  les  trian- 
gles femblables  DTB,  PMB,  donnent  TB,  T*D  : : BM,  MP, 
doncj/  q,p—x,y,  ZZL\  donc  MP  = JLzS  = J , donc 

la  plus  courte  ligne  qu’on  puifle  mener  à une  çourbe  d’un  point 
pris  dans  fon  aire , eft  la  perpendiculaire. 
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72.  Couper  une  ligne  droite  en  deux  parties  AC,  CB  (Fig.  J 4-  ) 
en  forte  que  le  re  fl  angle  AC  x CB , j oit  plus  grand  que  tout  autre 
reflangle  qu'on  pourroit  faire  en  coupant  la  ligne  en  deux  parties. 

J’appelle  la  ligne  entière  a,  la  partie  AC  = x , donc  ^aut^e 
partie  CB  eft  a — x , fle  par  conféquent  le  reflangle  demande, 
6c  que  j’appelle  yy  eft  égal  a ax — xx  ; or  fi  je  confidérc y com- 
me la  plus  grande  ordonnée  d’une  courbe  fa  différence  dy  fera 
égale  a zéro  ; prenant  donc  la  diftérence  de  yy  — ux  xx , 

° 1 ri  » *4* » 

j’ai  2 ydy  = ad* — axdx,  & par  conféquent  dy  — — > 

donc  ddx — 2xdx=o , 6c  <*=  2X  ou  * = ÿd,  ce  qui  me  fait  voir 
qu’afin  que  le  reflangle  AC  x CB  foit  le  plus  grand  de  tous  ceux 
qu’on  peut  faire  en  coupant  la  ligne  en  deux  parties , il  faut  que 
AC  foit  égala  CB,  c’eft- à-dire  que  la  ligne  AB  foit  coupée  en 


deux  également. 

Si  on  veut  que  le  produit  d’une  puiffance  de  AC  par  la  meme 
ou  par  une  autre  puiffance  de  CB  foit  le  plus  grand  produit  de 
tous  les  produits  femblables  qu’on  pourroit  faire  en  coupant  la 

ligne  en  deux  patries , alors  l’équation  fera  y =x  xa  x , 

6c  fa  différence  m-t-n  xym  ~hn  1 dy=mx  x a * dx  nx 

. , . ld* 

x a — x dx , donc  dy  = — 


m -f-  » x * 


m -H»  — t 


& comme  on  a dy  — o , doRC  mx  x a a dx  nx ^ 
x a—x*  1 dx  = o , d’oti  l’on  tire  mxn  ~~1  x a — x”  — nx 
x 4 — x"  1 , 6c  divifant  tout  par  xm  1 xa  — x”  1 on  aura  ma 

. ma 

—mx  = nx , ou  wa  = nx-y-mx , donc  .v  — 


Sim==  j a,on  aura  x = yd,fiw=3,« — i>  on  aura 
«=  \ a , ôc  ainfi  des  autres. 

73.  S«r  «»e  droite  AB  prife  pour  hypothénufe , conjlruire  un  trian- 
gle reflangle  ABC  qui  foit  le  plus  grand  de  tous  ceux  quon  peut 

tonflruire  fur  la  même  ligne.  . . , 

Suppofant  la  chofe  faite  je  nomme  la  droite  AB  — a , le  coté 

AC  = x ; or  par  la  propriété  du  triangle  reflangle  on  a CB 

*=ÂB— AC;  donc  CB  = dd — xx,  & CB  = Vaa— xx-,  6c 
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multipliant  CB  par  la  moitié  de  AC,  j’ai  Vaa~xx  qui  eft  la 
valeur  du  triangle , appellant  donc  ce  triangle  yy , j'aiyy  = t -v 
V aa  — xx  ou  y * = 1 f-TT-,.  ; or  fi  je  confidére^  comme  la  plus 

grande  ordonnée  d’une  courbe  , fa  différence  dy  fera  égale  à 
zéro , prenant  donc  la  différence  de  y 4 = - — — — - ou  de  yy* 

= an  xx  — x*  , j’ai  yy^dy  = 2 aaxdx  — yxldx  , donc  rfy 
= ^ ; or  ay  = o,  donc — j ==  o , & par 

conféquent  2r»«jc  = 4*3  ou  2<m=4*1  , d’oùl’on  tirex=  V\  aa\ 
ainfi  xx  — -j  aa  fit  aa  — xxx , ce  qui  fait  voir  qu’afin  que  le  trian- 
gle demandé  foit  le  plus  grand , il  faut  que  les  quarrés  des  deux 
cotés  AC , CB  foient  égaux  entr’eux,  fit  que  par  confisquent  ces 
côtés  foient  égaux  , il  n’y  a donc  qu’à  décrire  un  demi-cercle 
fur  l’hypothénufe  AB  prife  pour  diamètre,  puis  partager  la  demi- 
circonférence  ABC  en  deux  également  en  C fit  mener  les  droites  ^ 
AC,  BC. 

74.  Trouver  quel  eft  le  plus  grand  triangle  ju'on  puifjc  faire  , ifopè - 
rimetre  a un  triangle  donné  ABC  fur  une  meme  bafe  AC  ( Fig.  y 6.) 

Je  fuppofe  que  le  triangle  qu’on  demande  foit  le  triangle  ADC  , 
je  nomme  la  bafe  AC  =2,  le  côté  AD  = x , le  contour  du 
triangle  donné  ABC  = 2/;  donc  la  moitié  de  fon  contour  fera 
/,  fit  le  côté  DC  du  triangle  cherché  fera  2/ — a — x à caufe 
que  ce  triangle  étant  ifopérimetre  au  triangle  donné , fon  côté 
DC  doit  être  égal  au  contour  2/,  moins  la  bafe  a , moins  le 
côté  x. 

Je  prens  l’excès  de  la  moitié  du  contour , c’eft- à-dire  l’excès 
de / fut  chacun  des  côtés  AC,  AD,  DC,  fit  j’ai / — a—  pre- 
mier excès , f — x=  deuxième  excès,/ — 2 f-ha-+-x  = a-i-x 
— /— troifiéme  excès  ; je  multiplie/ par  le  premier  excès / — a, 
fit  le  produit  eft  ff — af,  je  multiplie  ce  produit  pat  le  fécond 
excès  / — x,  fie  le  produit  eft/  — aff — ffx-+-  afx  ,~je  multiplie 
ce  dernier  produit  par  le  troifiéme  excès  a -+-  x — ) , 8t  je  trou- 
ve -4 -xaft  — qaffx — aaff-+- aafx -+~  îfix — ffx'-î-afx1 — f*  , or 
fi  je  tirois  la  racine  quarrée  de  ce  produit,  cette  racine  feroit  égale 
au  triangle  cherché , ainfi  que  nous  l’avons  enfeigné  dans  notre 
Théorie  & pratique  du  Geometre  ; nommant  donc  ce  triangle  y1 
nous  aurons  y*  = o.afi  — ]affx  — aaff-t-aafx  -4-  2/*  — ffxx 
-+-  afx1  — /4  , confidérant  doncp  comme  étant  la  plus  grande  or- 
donnée d’une  courbe , fa  différence  dy  fera  égale  à zéro  , ainfi 

prenant 
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prenant  la  différence  de  l’équation  qui  cft  4 y>dy  = — 3 aJ&x 
-h  aafdx  -+-  ifidx  — 2ffxdx  2 a/xdx  , nous  aurons  dy  = 

— H- . donc  2fi -t- aaf-iaff 

- 2afx , & , & mct- 

J ’ * iff  — 14/  »/— - lit 

tant  cette  valeur  de  * dans  l’exprellion  a/ — a — x de  l’autre  côté 
DC,  nous  aurons  DC  = «fa*/- h-m ^ 

if  — ia  * 

corrigeant  l’exprcflîon  nous  aurons  DC  = " ; or  cet- 

te valeur  eft  la  môme  que  nous  venons  de  trouver  pour  AD 
~ x , donc  les  deux  côtés  AD , DC  font  égaux , & le  plus  grand 
triangle  ifopérimetre  au  triangle  donné  ABC , fit  fait  fut  la  même 
bafe  eft  le  triangle  ifocclc , ce  qui  s’accorde  parfaitement  avec 
ce  que  nous  avons  démontré  la-deffus  dans  1 ouvrage  cité. 

Pour  trouver  le  côté  AD , ou  DC  fon  égal  fans  avoir  recours 
à fon  expreftîon , il  n’y  a qu’à  ajouter  enïemble  les  deux  côtés 
AB  , BC  du  triangle  donné , & la  moitié  de  leur  fomme  fera 
la  valeur  de  AD  , ce  qui  eft  évident,  puifquc  les  deux  côtés 
AD,  DC  pris  enfemble  vaudront  alors  les  deux  AB , BC  pris 
enfemble , ce  qui  rendra  les  deux  triangles  ifopérimetres  à cau- 
fc  de  la  bafe  commune  AC. 

7 y.  Entre  tous  les  parallélépipèdes  égaux  à un  cube  donné  PM 
( Fig.  SI-  ) & qui  ont  un  coté  commun  AG  , trouver  quel  ejl  celui 
qui  a ta  plus  grande  furface  en  y comprenant  les  bafes. 

Suppofant  que  le  parallélépipède  AD  foit  celui  que  l’on  cher- 
che, je  nomme  fon  côté  inconiiu  AB  = x , le  côté  connu  AG 

— b le  cube  PM  = ai  je  multiplie  le  côté  connut  par  l’incon- 
nu x , & le  produit  bx  eft  le  produit  de  deux  dimenlions  du  pa- 
rallelepipe  , & comme  ce  folide  eft  égal  au  cube  a? , il  eft  vifi- 

ble  qu’en  divifant  «J  par  bx  le  quotient  ~ fera  la  troifiéme  di- 

menfion  ou  le  côté  BC , je  multiplie  b par  & le  produit  eft 
égal  à la  face  BCDE , de  même  le  produit  bx  eft  égal  à la  face 
ABEG , enfin  multipliant  x par  ^ le  produit  cft  égal  à la  bafe 

ABCH , donc  les  trois  produits  ~ -+-  bx  -+•  ^ valent  la  moitié 
de  la  furface  totale  du  parallelepide  cherché  , appellant  donc 

‘ bx -b  ~ ; ainfi  fuppofant  que  y 

PP 


cette  furface  2 y,  j'ai  y = — 
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fait  la  plus  grande  ordonnée  d’une  courbe,  ou  bien  que  y foit 
le  plus  grand  plan  élémentaire  d’un  folide  curviligne  , fa  diffé- 
rence dy  fera  égale  à zéro  , & prenant  la  différence  de  l’équa- 
tion nous  aurons  dy  = bdx  — — o . donc  bxxdx  — aldx 

a=  o , d’où  l’on  tire  bxx  —a*  Sx.  x ==v  ~.,  6t  mettant  cette  valeur 

' O __  _ 

de  a:  dans  BÇ  = — nous  aurons  bL  = — ==-  = — j -j-  > 

T 

ainfi  BC  & BA  doivent  être  égaux.  N 

Mais  fi  on  demandoit  fimplcmcnt  de  trouver  entre  tous  les 
parallélépipèdes  égaux  au  cube  PM  = a î , celui  qui  a la  moin- 
dre futface  , nommant  x,  l’un  des  côtés  inconnus , les  deux  au- 
tres côtés  feroient  chacun  v — comme  on  vient  de  voir , mul- 

X * 

tipliant.  donc  x par  l’un  des  côtés  égaux  le  produit  x^—- 

__  _ y/a}x  fcr0]t  la  valeur  d’une  face  , multipliant  de 

même  x par  l’autre  côté  égal , j’aurois  encore  V'ahx  qui  feroit  la 
valeur  d’une  autre  face , & enfin  les  deux  côtés  égaux  l’un  par 

l’autre  j’aurois  4 qui  feroit  valeur  d’une  troifiéme  face , donc  la 

^ j ^ 1 

moitié  de  la  furfàce  feroit^i  = — av^U-,  ou  ^ -j-axai*’. 
& fa  différence  feroit  dy=  — -f-  ~~  ; or  en  regardant^»  coin- 

4*jt  * 

me  la  moindre  ordonnée  d’une  courbe , on  auroit  dy=o , donc — 
6c  multipliant  par  xx,  puis  par  a!x ‘ on  auroit  — 

“ 7>jrT 

» T_ 

a>dx  x d~>x‘  -f-  ahxxdx  = o , & divifant  par  a>dx  on  auroit  — a>x' 
-y-  xx  = o , ou  xx  = tfî.v* , donc  x ♦ = aix , *3  = a> , & x — a ; 
mettant  donc  cette  valeur  de  x dans  l’expreffion  de  l'un  des 

côtés  égaux , on  auroit  = vV  = a , ce  qui  fait  voir  qu’en  ce 
cas  le  cube  donné  à la  furface  moindre  qu’aucun  des  parallé- 
lépipèdes qui  lui  font  égaux. 


Digitized  by  Google 


jet  le  Calcul  Intégral, Livre  II.  %<yy 

7<5.  Une  ligne  AB  (Fig.  j8.  ) étant  divifée  en  deux  parties  au 
point  C , diviftr  P une  de  fis  parties , par  exemple  CB  en  deux  par- 
ties en  un  point  O,  enjorte  que  te  folide  fait  des  trois  parties  AC, 
CO , O B foit  le  plus  grand  fol i de  qu'on  puijje  faire  en  coupant  CB  en 
deux  parties. 


Suppofanr  la  chofc  faite , je  nomme  la  ligne  AB=  a , fa  par- 
tie AC  = b , la  partie  inconnue  CO  — x,  donc  OB  = AB — AC 
— CO  — a — b — -v  ; ainfi  multipliant  b par  x , & le  produit  bx 
par  a — b — x , j'ai  abx — bbx — bx'-  qui  eft  le  folide  demandé  , 
6c  nommant  ce  folide^*  j’ai_yl  — flê.v — bbx  — bx1,  je  conlidére 
y comme  étant  la  plus  grande  ordonnée  d’une  courbe , ce  qui 
me  donne  dy  ~ o , je  prens  la  différence  de  l’équation  & j’ai 

qyldy  — abdx — bbdx — ibxdx  , donc  dy  — =o, 

& par  confe'quent  ab  — b b — 2 bx , & x — ; c’eâ 

à dire  que  la  partie  CO  doit  être  la  moitié  de  a — b = CB. 


Mais  fuppofons  qu’on  demande  de  couper  la  ligne  AB(  Fig. 
ÿj.  ) en  trois  parties  , dent  aucune  ne  foit  déterminée,  6c  qu’on 
veuille  que  le  folide  fait  des  trois  parties  foit  le  plus  grand  qu’on 
puiffe  faire  en  coupant  la  ligne  en  trois,  je  fuppofe  la  chofe  faite 
6c  je  nomme  la  ligne  entière  AB  = a , la  première  partie  AC 
= 2,  la  fécondé  CO=  «42  , la  grandeur  m eft  indéterminée  , 
donc  la  troifiéme  OB  ferau — 2 — mz,  Ôc  multipliant  ces  trois 
parties  enfemblc , j’ai  amzz  — wiaî — inmz*  ==yî , 6c  prenant  la 
différence  j’ai  iy'-dy  — aamzdz — ^mz1dz — }mmzldz  ,6c  dy 

— ' — ==o,donc — - = z • & met- 

tant  cette  valeur  de  z dans - OB  = a — z — mz  , j’ai  OB 


y* 
valeur 

jam - um- 


iin  ûfTi  —4—  flifjffj  4»  « • /\r» 

— --  ■ - 1 * ' — — — — ) donc  I3  partie  Ud 

3»»-+-  3m  -+-  3mm  3 * 

doit  être  la  troifiéme  partie  de  AB  ; mais  cette  partie  étant  déter- 
minée , nous  avons  trouvé  que  l’autre  partie  OA  doit  être  cou- 
pée en  deux  également , donc  OC  6c  AC  feront  auffi  chacune  le 
tiers  de  la  ligne  AB,  6c  par  conféquent  il  faut  pour  réfoudre  le 
Problème  couper  la  ligne  en  trois  parties  égales. 


On  voit  par- là  que  l’indéterminée  m que  nous  avons  employée 
ne  peut  valoir  que  1 , car  nous  avens  trouvé  AC=2  — — — — 

* 1 mm 

p p >i 
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fie  OB  — — — — - ; or  ccs  deux  exprcffions  ne  fauroient  être 

égales  fi  m étoit  plus  grand  ou  moindre  que  i , donc,  Ôcc. 

De  même  fuppofons  que  la  ligne  AB  ( Fig.  y 9.  N.  ) foit  déjà 
divifée  en  trois  parties  aux  points  C , D , fie  qu’on  demande 
de  couper  l’une  des  parties  DB  en  deux  autres  parties  en  O , 
en  forte  que  le  produit  des  quatre  parties  AC  , CD  , DO , OB 
foit  le  plus  grand  qu’on  puilfe  faire  en  divifant  DB  en  deux 
parties,  je  nomme  la  ligne  AB  — a,  la  partie  AC  —b,  la  par- 
tie CD  = c , la  partie  DO  — x , donc  OB  — a — b — s — x , 
fit  par  conféquent  le  produit  des  quatre  eft  abex  — bbex  — beex 
■ — bcxx  , fit  fa  différence  eft  abedx  — bbcdx — bccdx  — abexdx 
= 0 , donc  x = — — - — = , c elt-  a-dirc  que  la 

panie  DB  doit  être  divifée  en  deux  également. 

Et  fi  l’on  ne  détermine  que  la  première  partie  ; comme  je 
fais  que  parmi  les  trois  autres  il  doit  tout  au  moins  s’en  trouvet 
deux  qui  foient  égales  comme  on  vient  de  voir,  je  nomme  la 
donnée  — b , chacune  des  égales  = *,  & par  conféquent  la 
troifiéme  fera  a — b — a* , & le  produit  des  quatre  parties  fera 
abxx — bbxx — îbxl  , dont  la  différence  eft  zabxdx — ibbxdx 

i-~6bxldx=Qt  d’où  l’on  tirex=  = ^-j-^,doncpuif 

que  chacune  des  égales  x doit  être  égale  au  tiers  de  la  ligne  entière 
moins  le  tiers  de  la  première  partie  , c’eft-à-dirc  au  tiers  de  CB, 
il  s’enfuit  que  la  quatrième  partie  doit  être  égale  au  tiers  de  CB  , 
& que  par  conféquent  il  doit  y avoir  trois  parties  égales. 

Enfin  fi  on  ne  déterminoit  aucune  des  quatre  parties  comme 
je  fais  qu’il  doit  s’en  trouver  au  moins  trois  d’égales,  je  nom- 
me chacune  de  ces  égales  x , donc  la  quatrième  fera  a — jar, 
& par  conféquent  le  produit  fera  axi  — jar* , dont  la  différence 
eft  ^axzdx — 1 2x1dx  = o,  d’où  l’on  tire  x — a — ^a  -,  ainff 
chacune  des  égales  étant  égale  à ^ a,  la  quatrième  eft  auffi  égale 
ài  a,  & par  conféquent  le  plus  grand  produit  qu’on  puîffe  faire 
en  coupant  la  ligne  en  quatre  parties  eft  lorfque  ces  parties  font 
égales  entr’elles , fie  on  prouvera  la  même  chofe  pour  les  pro- 
duits d’un  plus  grand  nombre  de  parties. 

Par  exemple , fi  la  ligne  doit  être  divifée  en  fix  parties , fie  qu’on 
en  détermine  quatre  , il  faudra  que  les  deux  autres  foient  égales, 
fi  on  veut  avoir  le  plus  grand  produit  qu’on  puiffe  faire  de  ces  fix 
parties  i fi  on  n’en  détermine  que  trois , les  trois  autres  doivent 
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être  égales  ; fi  on  n’en  détermine  que  deux  , les  quatre  autres  fe- 
ront égaies,  ôcc.  & fi  on  n’en  détermine  point  du  tout,  il  faudra 
couper  la  ligne  en  fix  également  -,  ce  que  l’on  démontrera  de  la 
même  façon. 

REMARQUE. 

TJ.  Lorfqu’en  cherchant  une  plus  grande  quantité , la  fuppo- 
•fition  de  dy  = o ne  donne  rien  à connoître , il  faut  fuppofer  dy 
=oo  , car  alors  la  courbe , dont  l’on  imagine  quej  eft  la  plus  gran- 
de ordonnée  a fa  concavité  tournée  vers  la  ligne  des  abfcifies  , ou 
fa  convexité.  Si  fa  concavité  eft  tournée  vers  la  ligne  AC  des  abf- 
cifles  (Fig.  39.),  le  rapport  des  dx  aux  dy  augmente  de  A en  O , 
ôc  diminue  enfuite  de  O en  C ; donc  les  dy  diminuent  dé  A en 
O , & augmentent  enfuite  , donc  le  dy  correfpondant  à la  plus 
grande  ordonnée  eft  égal  à zéro.  Si  au  contraire  la  courbe  a fa 
convexité  tournée  vers  la  ligne  AC  des  abfcifies  (Fig.  38.)  le  rap- 
port des  dx  aux  dy  diminue  de  A en  P , ÔC  augmente  de  P en  C, 
donc  les  dy  augmentent  de  A en  P , ôc  diminuent  de  P enC , 6c 
le  dy  correfpondant  à la  plus  grande  ordonnée  eft  égal  à l’infini 
par  rapport  àdx.  Or  comme  il^’eft  pas  néccfiairc  de  décrire  la 
courbe  , dont  on  fuppofe  que  la  plus  grande  quantité  y qu’on 
cherche  eft  une  ordonnée , ôc  qu’on  ne  lait  pas  fi  elle  a fa  con- 
vexité tournée  vers  la  ligne  des  abfcifies  ou  fa  concavité,  voilà 
pourquoi  il  faut  fuppofer  dy  — 00  , lorfque  la  fuppofition  de  dy 
= 0 , ne  fait  rien  connoître. 

De  même  lorfqu’en  cherchant  une  moindre  quantité , la  fup- 
pofition de  dy  = ce  , ne  donne  rien  à connoître , il  faut  fuppofer 
dy  = o , caria  courbe  dont  l’on  imagine  que^  eft  une  ordonnée 
a fa  concavité , ou  fa  convexité  tournée  vers  la  ligne  des  abfcifies  ; 
fi  elle  a fa  concavité  tournée  vers  la  ligne  des  abfcifies  RT  (Fig. 
38.) , le  rapport  des  dx  aux  dy  diminue  de  R en  S , ôc  augmente 
■de  S en  T , ôc  par  conféquent  les  dy  augmentent  de  R en  S , Ôc 
diminuent  de  S en  T ; donc  le  dy  correfpondant  à la  moindre  or- 
donnée BS  eft  dy  — 00  . Si  la  courbe  a fa  convexité  tournée  vers 
la  ligne  des  abfcifies  HL  (Fig.  4 1.) , le  rapport  des  dx  aux  t/yaug- 
mente  de  H en  P,  ôc  diminue  de  P en  L;  donc  les  dy  diminuent 
de  H en  P,  ôc  augmentent  de  P en  L , ôc  le  dy  correfpondant  à 
la  moindre  ordonnée  PB  eft  dy  = o :ainfi  lorfque  la  courbe,  dont 
on  fuppofe  que_y  eft  la  moindre  ordonnée  nfeft  pas  connue , G la 

Ppiij 
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fuppofition  de  dy  = » ne  donne  rien  à connoitre , il  faut  fuppo- 
fer  dy  — o.  » 


CHAPITRE  IV- 

Dis  Différences  fécondes  , troifcmes  , &c.  de  leur  Calcul , 
& de  l’ufagc  de  ce  Calcul , pour  trouver  les  points 
d Inflexion  CT  de  Rebrouffement  dans  les  Courbes. 

78. T O R s qu  E la  quantité  infiniment  petite  , dont  une  gran- 
jj , deur  x , ou  y , ou  u augmente  ou  diminue  à chaque  in- 

ftant , efl  toujours  égale  à elle-même , fans  loutfrir  ni  augmen- 
tation ni  diminution  , cette  quantité  s’appelle  différence  eon/tante  ; 
ainfi  fi  cette  quantité  cft  dx,  ou  dy,  ou  du,  on  dit  que  dx , cft 
confiante  ou  dy , ou  du  ; ôc  au  contraire , lorfquc  cette  quantité 
reçoit  à chaque  inftant  une  augmentation  ou  une  diminution  infi- 
niment petite  par  rapport  à elle  , on  dit  que  cette  quantité,  par 
exemple  dx , ou  dy  , ôcc.  eft  variable. 

79.  L’augmentation  ou  la  djpiinution  infiniment  petite  , que 
dxoudy,  &c.  reçoivent  à chaque  inftant  lorfqu’ils  font  variables 
s’appellent  différences  de  différences , ou  fécondes  différences , & û ces 
fécondés  difiérenccs  fontaufti  variables,  la  petite  quantité  dont 
elles  augmentent  ou  diminuent  à chaque  inftant , s’appelle  rroifte- 
me  différence , ôc  ainfi  de  fuite. 

80.  Dans  les  courbes  dont  les  ordonnées  font  parallèles  cn- 
tr’eiles  , ordinairement  on  prend  les  dx  pour  confiantes,  c’eft-à- 
dire  les  différences  des  abfciffes.  Nous  parlerons  dans  la  fuite 
des  courbes  dont  les  ordonnées  partent  d’un  même  point  nom- 
mé communément  Pôle. 

81.  Pour  trouver  les  fécondes  différences  des  ordonnées  d’une 
courbe  dont  on  fuppofe  les  dx  confiantes  , foit  la  courbe  ACB 
(Fig.  6 1.)  qui  tourne  fa  concavité  du  côté  de  l’axe  AV.  Conce- 
vons les  ordonnées  infiniment  proches  CR  , ES,  HT,  ôcc.  les 
petites  lignes  CD,  EF  , GN,  ôcc.  parallèles  à l’axe,  les  dx  fe- 
ront les  droites  AR , CD , EF  , ôcc.  les  dy  les  droites  CR  , ED , 
GF , ON  , ôcc.  ôc  les  du , les  petits  arcs  ou  les  petites  cordes 
AC,  CE , EG , GO,  ôcc.  je  mene  la  droite  RD,  ôc  du  point 
C la  droite  CP  parallèle  à RD  , ôc  je  prolonge  SE  en  P ; à caufe 


ET  LE  CAL  CUl’ÏKTEG  r'aL,  Ll  V R E II.  303 
des  parallèles  CP  , RD  ôc  RC  , DP , nous  aurons  CR=PD  , 
donc  DE  = DP — EP=CR  — EP,  c‘eft-à-dire  que  EP  eft  la 
diffe'rcnce  du  premier  dy  au  lccond  dy  , ou  de  CR  à DE.  Je 
mené  DF , ôc  du  point  E,  la  droite  EH  parallèle  à DF,  ôc  la  droite 
HG  cft  la  différence  de  ED  à GF  , ou  du  fécond  dy  au  troiliémc  ' 
dy , 6c  continuant  de  la  même  façon  , on  trouvera  toutes  les  fé- 
condés différences. 

8 a.  Les  fécondés  différences  d’une  courbe  qui  tourne  fa  concavité 
vers  fon  axe , font  négatives  , car  au  lieu  que  les  ordonnées  CR, 
ES,  GT  , vont  en  augmentant  en  s’éloignant  du  fommet,  enfer- 
re que  leurs  différences  font  pofitives  , au  contraire  leurs  diffé- 
rences ED  , GE,  êcc.  vont  en  diminuant,  ôc  par  confé- 
quent  les  différences  de  ces  différences , c’cft-à-dirc  les  fécondes 
différences  PE  ; HG  , ôcc.  font  négatives. 

8 3 . Les  fécondés  différences  d’une  courbe  qui  tourne  fa  concavité  vers 
t axe  fans  être  rentrante  vont  en  diminuant  toujours  à mefure  qu'elles  s'é- 
loignent du  fommet  : foit  la  courbe  AC  (Fig.  6 3.),  dont  le  fommet  cft 
en  A , & qui  eft  toujours  concave  vers  fon  axe  fans  être  rentrante. 
Concevons  que  les  premières  différences  OB,  DE  , GF,  &c.  des 
ordonnées  foient  tranfportées  perpendiculairement  fur  l’axe  àl’ex- 
trémité  de  chaque  dx , c’-cft-à-aire  que  les  droites  OP  , QR , ST , 
&c.  foient  égales  à ces  différences , la  courbe  PZ  qui  paffera 

far  l’extrémité  de  ces  lignes,  tournera  fa  convexité  du  côté  de 
axe;  car  le  rapportées  dx , aux  dy  de  la  courbe  AC , augmente 
en  s’éloignant  du  fommet,  ôc  comme  les  dx  font  confiantes,  il 
s'enfuit  que  les  dy  vont  en  diminuant , & par  conféquent  les 
droites  OP,  QR,  ST,  êcc.  égales  aux  dy  , vont  en  diminuant 
vers  X , Ôc  la  courbe  PZ  ne  rencontrera  cependant  l’axe  qu'à 
l’infini  , parce  que  la  courbe  AC  n’étant  point  rentrante , 
ainfi  que  nous  la  fuppofons  , il  y aura  toujours  un  dy  le- 
quel étant,  tranfporté  fur  l’axe  , empêchera  que  la  courbe  PZ  ne 
le  touche , ainfi  l’axe  AX  fera  l’afymptote  de  la  courbe  PZ,  qui 
s’en  approchera  toujours  du  côté  de  X.  Or  les  différences  OP  , 
QR , ST,  6cc  étant  les  ordonnées  de  la  courbe  PZ  , il  eft  vifi- 
blc  par  les  principes  établis  dans  le  Chapitre  précédent , que-leurs 
différences  ST  , ^R  , cP  , &c.  vont  en  augmentant  à mefure 
quelles  s’éloignent  de  X en  tirant  vers  P,  ôc  par  conféquent  elles 
diminuent  en  allant  de  P vers  X ; mais  ces  différences  font  les 
fécondes  différences  des  ordonnées  à la  courbe  AC , donc  les  fé- 
condés différences  de  ces  ordonnées  vont  en  diminuant  à me- 
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fure  qu’elles  s’éloignent  du  fommct  A ; nous  fuppofons  toujours 

les  dx  confiantes. 

84.  Les  fécondés  différences  d’une  courbe  rentrante  concave  vers 
fon  axe  , vont  en  diminuant  puf  ad  à la  plus  grande  ordonnée , & en- 
fuite  en  augmentant.  Ceci  eft  évident  par  la  feule infpcction  delà 
Figure  64;  car  on  voit  aifément  que  li  l’on  tranfporte  les  dy  fur 
l’axe  AC , la  courbe  qui  p aller  a par  leurs  extrémités , fera  une  au- 
tre courbe  rentrante  qui  aura  fa  convexité  tournée  vers  l’axe  , 
qu’elle  touchera  au  point  de  la  plus  grande  ordonnée  parce  que 
cette  ordonnée  n’a  point  de  différence  , d’où  il  fuit  que  les  diffé- 
rences de  ces  différences  , qui  font  les  mêmes  que  les  fécondes 
différences  de  la  courbe  AEC , iront  en  diminuant  dejf  vers  H , 
& en  augmentant  de  H vers  R. 

8y.  Soit  une  courbe  ACB  (Fig.  62.),  qui  a fa  convexité  tour- 
née vers  l’axe  AV  ; concevant  les  ordonnées  infiniment  proches 
CR,  ES,  GT,  ficc.  Scies  petites  lignes  CD  , EF,  GN  , &c. 
les  dx  que  nous  fuppofons  confiantes  feront  les  droites  A R , CD , 
EF,  &c.  les  dy  feront  les  droites  CR,  ED  , GF,  &c.  6c  les  d# 
feront  les  petits  arcs  ou  les  petites  cordes  AC , CE,  EG,  ôcc. 
or  pour  trouver  les  fécondés  différences  , je  mene  RD,  fie  du 
point  C la  droite  CP  parallèle  à RD  , ainfi  PD  eft  égal  à CR , 
& par  conféquent  EP  eft  la  différence  de  CR  à ED , c’cft-à-dire 
du  premier  dy  au  fécond  dy.  Je  mene  DF , fit  par  le  point  E la 
droite  EH  parallèle  à DF,  fie  j’ai  HF  = ED,  donc  GH  eft  la 
différence  ac  ED  à GF,  ou  du  fécond  dy  au  rroifiéme  dy  6c  con- 
tinuant de  la  même  façon , on  trouvera  toutes  les  fécondés  diffé- 
jenccs. 

85.  Les  fécondés  différences  dune  courbe  convexe  du  c été  de  f axe 
font pofttives  ; car  les  ordonnées  allant  en  augmentant  à mefure 
quelles  s’éloignent  du  point  A , leurs  différences  dy  vont  aufii 
en  augmentant,  fie  par  conféquent  les  différences  de  ces  dy,  ou 
les  fécondés  différences  de  ces  ordonnées  font  pofitives. 

87.  Les  fécondés  différences  d'une  courbe  convexe  vers  fon  axe  vont 
en  augmentant  à mefure  qu'elles  s'éloignent  du  point  où  taxe  touche 
le  centre  : foit  la  droite  AC  (Fig.  5 y.)  toujours  convexe  vers  fon 
axe  AS  , fi  l’on  conçoit  qùe  les  différences  de  fes  ordonnées 
foient  rranfoortées  perpendiculairement  fur  l’axe  à l’extrémité  de 
chaque  abfciflè,  la  ligne  AD  qui  paffera  par  leurs  extrémités  fera 
«ne  autre  courbe  qui  aura  fa  convexité  du  côté  de  l’axe  , 6c  qui 
«’cn  éloignera  du  côté  de  S , car  fi  nous  concevons  que  la  cour- 
be 
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le  AC  ne  rencontre  l’axe  A qu’à  l’infini , les  différences  de  fes 
ordonnées  en  allant  vêts  A iront  en  diminuant , donc  fi  l’on  trans- 
porte ces  différences  fur  l’axe  la  courbe  DA  approchera  toujours 
de  1'  axe  du  côté  de  A , ôc  ne  le  rencontrera  qu’à  l’infini , ainfi  AS 
fera  fon  afymptote  , mais  une  courbe  qui  a une  afymptote  a tou- 
jours fa  convexité  tournée  du  côté  de  fon  afymptote  ; donc,  &c. 
or  AD  étant  convexe  vers  AS  les  différences  de  fes  ordonnées, 
vont  en  augmentant  de  A vers  S , & ces  ordonnées  font  les  diffé- 
rences de  la  courbe  AC , donc  les  différences  fécondés  de  cette 
courbe  vont  en  augmentant  de  A en  C. 

88.  On  peut  remarquer  en  paffant  que  lorfquc  la  courbe  eft 
toujours  concave  du  côté  de  l’axe  fans  rentrer  en  elle-même  la 
courbe  ZP  (Fig.  6 j.)  formée  par  les  différences  de  fes  ordonnées 
a pour  afymptote  non-feulement  l’axe  AX , mais  encore  la  tan- 
gente AV  au  fommct  de  la  courbe  AC , car  le  rapport  des  dx 
aux  dy , dans  la  courbe  AC  allant  en  diminuant  vers  le  fommet 
A , les  dy  augmentent  en  allant  vers  A auquel  point  dy  fe  trouve 
infini  êc  fe  confond  avec  la  tangente  ; que  lorfquc  la  courbe  AEC 
rentre  elle-même  (Fig.  6 y.) , la  courbe  PHR , a pour  afymptotes 
la  rangentc  AV  en  A , & la  tangente  CK  en  C pour  la  même 
raifon  ; que  lorfque  la  courbe  AC  (Fig.  68.)  eft  toujours  convexe 
vers  fon  axe  la  courbe  AD , n’a  point  d’afymptores. 

8p.  Lorfqu’une  courbe  ABC  eft  d’abord  concave  vers  fon  axe 
(Fig,  66.) , fit  enfuite  convexe , ou  convexe  au  commencement 
(Fig.  67.)  «6c  enfuite  concave,  le  point  B où  la  courbe  ceffc  d’être 
concave  pour  devenir  convexe  , ou  d’être  convexe  pour  devenir 
concave  , s’appelle  point  d’inflexion. 

90.  Lorfqu’une  courbe  ABC  efl  d’abord  concave  vers  fon  axe 
(Fig.  66.)  & enfuite  convexe  , la  féconde  différence  de  P ordonnée  au 
point  d'inflexion  efl  égale  à zéro  ,-  car  concevant  que  les  premières 
différences  foient  tsanfportées  perpendiculairement  fur  l'axe , 
celles  de  la  partie  concave  feront  les  ordonnées  d’une  courbe 
OP  R convexe  vers  l’axe,  ôc  quiapprochera  de  M ,6c  les  diffé- 
rences de  la  partie  convexe  BC  feront  les  ordonnées  d’une  cour- 
be convexe  qui  s’éloignera  de  l’axe  du  côté  de  D , donc  l’ordon- 
née MR  correfpondante  au  point  d’inflexion  , fera  la  moindre  de 
toutes  les  ordonnées  de  la  courbe  ORS , fle  par  conféquent  la 
différence  de  l’ordonnée  MR  fera  égale  à zéro  par  les  réglés  du 
Chapitre  précédent  ; mais  la  différence  de  l’ordonnée  MR  eft  la 
féconde  différence  de  l’ordonnée  BM  au  point  d’inflexion  ; donc 
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la  fcconde  différence  au  point  d’inflexion  eft  égaie  à zéro.' 

5>1.  Lorf qu'une  courbe  ABC  (Fig.  67.)  eft  d'abord  convexe  vers 
f on  axe,  & enfui  te  concave  , la  fécondé  différence  Jie  P or  donnée  au 
point  d’inflexion  eft  égale  à Pinflni , car  les  premières  différences 
des  ordonnées  étant  tranfportées  perpendiculairement  fur  l’axe  , 
celles  de  la  partie  convexe  feront  les  ordonnées  d’une  courbe 
AR  convexe  vers  l’axe,  ôc  qui  s’en  éloignera  en  allant  vers  M, 
& celles  de  la  partie  concave  feront  les  ordonnées  d’une  cour- 
be RS  convexe  vers  l’axe  6c  qui  s’en  approchera  en  allant  vers  S, 
donc  la  plus  grande  ordonnée  de  la  courbe  ARS  fera  l’ordon- 
née MR  correfpondante  au  point  diinflexion  , donc  la  différence 
de  cette  ordonnée  fera  égale  à l’infini  par  les  réglés  du  Chapi- 
tre précédent  ; mais  la  différence  de  l’ordonnée  MR  eft  la  fé- 
condé différence  de  l’ordonnée  MB  au  point  d’inflexion  , donc 
la  fécondé  différence  eft  égale  à l’infini  au  point  d’inflexion  B. 

5a.  Il  y a des  courbes  qui  ayant  toujours  leur  concavité  tour- 
née vers  l’axe  RS  (Fig.  68.),ouieurconvexité(Fig.6p.),ne  laif- 
fent  pas  que  d’avoir  un  point  d’inflexion  B.  Or  dans  les  premiè- 
res de  ces  courbes  (Fig.  68.) , les  dy  vont  en  augmentant  de  A 
en  B , 6c  enfuite  en  diminuant  de  B en  C , d’où  il  fuit  que  le  dy 
corrdpondant  au  point  B eft  infini  ; fle  dans  les  fécondés  les  dy 
vont  en  diminuant  de  A en  B , 6c  en  augmentant  de  B en  C , 6c 
par  conféquent  le  dy  correfpondant  au  point  B eft  infiniment  pe- 
tit; ainfi  le  point  d’inflexion  dans  ces  deux  fortes  de  courbes  fe 
trouve  de  même  qu’on  trouve  la  plus  grande  ou  la  moindre  or- 
donnée , c’eft-à-dire  en  faifant  dy  — o , ou  dy  — 00  ; mais  il  n’en 
eft  pas  de  même  des  courbes  dont  nous  venons  de  parler,  car 
on  voit  bien  que  dans  les  Figures  66  6c  67 , ce  n’eft  pas  l’ordon- 
née BM  qui  eft  la  plus  grande  ni  la  moindre  ordonnée , mais 
Amplement  fa  différence , c’eft  pourquoi  ce  n’eft  pas  dy  ‘qu’il  faut 
fuppofer  = o , ou  = 00  , mais  la  différence  de  dy,  c’eft-à-dire 
la  féconde  différence  de  l’ordonnée  BM,  6c  c’eft  ce  que  nous 
enfeignerons  après  que  nous  aurons  montré  de  quelle  façon  on 
doit  exprimer  ces  fécondés  différences. 

pj.  Lorfqu’une  courbe  AC  (Fig.  72,  73.),  s’étant  éloignée 
pendant  quelque  tems  du  point  d’origine  A , rebrouffe  fon  che- 
min en  allant  vers  B,  le  point  C oùfe  fait  ce  retour  s’appelle  point 
de  rebrouffément. 

94.  Dans  les  courbes  qui  ont  un  point  de  rebrouffement , les 
différences  des  ordonne es> vont  en  diminuant  dans  la  partie  con- 
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cave  jufqu’au  point  C , après*quoi  fi  la  partie  CB  s’éloigne  de 
l’axe  en  allant  vers  B , les  différences  des  ordonnées  vont  en  aug- 
mentant , ainfi  le  point  C eft  l’endroit  ou  fe  trouve  la  moindre 
différence  (Fig.  72.) , & par  conféquent  la  fécondé  différence  eft 
égale  à ?ero. 

Mais  fi  la  partie  CB  s’approche  de  l’axe  en  allant  vers  B , les 
différences  vont  en  diminuant  de  C vers  B,  c’eft-à-dire  en  aug- 
mentant de  B vers  C , de  forte  que  le  point  C eft  le  point  où  le 
trouve  la  moindre  différence  de  la  partie  concave  6c  la  plus 
grande  de  la  partie  convexe  ; ainfi  la  fécondé  différence  dans  la 
partie  concave  eft  zéro  en  C,  & dans  la  partie  convexe  eileeft  in- 
finiment grande  au  même  point , de  forte  qu’il  faut  faire  alors  la 
féconde  différence  égale  à zéro  ou  à l’infini. 

py.  Jufqu’ici  nous  avons  fuppofé  dx  confiante,  mais  comme 
il  y a des  cas  où  l’on  peut  lûppofer  dy  ou  du  confiantes , voici 
comme  on  trouvera  les  fécondés  différences. 

Soit  la  courbe  MHT  concave  ou  convexe  vers  fon  axe  (Fig: 
70.  7 1 .)  les  MR , HS , font  les  dx , les  RH , ST  font  les  dy  ; les 
petits  arcs  ou  cordes  MH , HT , font  les  du  ; je  prolonge  la  cor- 
de MH , du  centre  H & de  l’intervalc  HT-,  je  décris  un  petit 
arc  TL , je  mène  TN  parallèle  à HP,  6c  OQ , NP  parallèles  à 
TS  ; cette  conftruûion  faite , fi  l’on  veut  que  les  dx  foient  con- 
fiantes, les  triangles  MHR  , HSK,  font  fcmblables  6c  égaux, 
donc  TK  eft  la  différence  de  dy  ou  la  fécondé  différence  dey  6c 
KL  la  différence  de  du  ; fi  l’on  veut  que  les  du  foient  confiantes , 
les  triangles  MHR , HQL  font  femblablcs  6 c égaux  , donc  SQ 
= TO  eft  la  différence  de  dx , 6c  OL  eft  la  différence  de  d\  ; 
enfin  fi  l’on  veut  que  les  dy  foient  confiantes  les  triangles  MHR, 
HPN,  font  femblables  6c  égaux,  donc  SP  eft  la  différence  de 
dx , 6c  NL  eft  la  différence  de  du. 

De  la  manière  cC exprimer  les  Différences  Jicondes  , 
troisièmes , &c. 

96.  Pour  marquer  les  différences  de  dx  , dy , du  , c’cft-à-dire 
.les  fécondés  différences  des  changeantes  x , y ,u , 6cc.  on  écrit 
ddx , ddy , ddu  , 6c c.  Pour  marquet  les  différences  de  ddx , ddy , 
ddu , 6cc.  ou  les  troifiémes  différences  des  changeantes  x ,y ,u , 
ôcc.  on  écrit  dddx , dddy,  dddu  , êcc.  ou  d*x,  dly , diu,  6cc. 
6c  ainfi  des  différences  quatrièmes,  cinquièmes,  6cc. 

97.  L’cxprcffïon  des  différences,  fécondes , troifiémes  , qua 
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triâmes,  Scc.  différé  de  celle  des<juarrés  , des  cubes  , &C.  de» 
premières  différences  dx,dy  , du  , Sic.  en  ce  que  pour  marquer 
le  quarré  ou  le  cube , ou  la  quatrième  puiffance  , &c.  de  dx , on 
écrit  dx1 , dx 3,  dx* , dxi , ficc.  au  lieu  que  pour  marquer  les 
différences  fécondés  , troifiémes , quatrièmes , ôcc.  on  écrit  ddx^ 
dddx  , ddddx , ou  dix , dix  , d*x  , Sic. 

S>8.  De  même  que  les  ddx  font  infiniment  petits  par  rapport 
aux  dx , les  dddx  infiniment  petits  par  rapport  aux  ddx  , ôc  ainft 
de  fuite , de  même  aufii  les  dx 1 font  infiniment  petits  par  rapport 
aux  dx , les  dxi  infiniment  pairs  par  rapport  aux  dx1 , Sic.  car 
les  dx  étant  infiniment  petits  par  rapport  aux  x , peuvent  être  re- 
gardés comme  des  fractions  dont  le  numérateur  eft  infiniment 
petit  par  rapport  au  dénominateur  ; or  les  dx1  font  les  dx  multi- 
pliés par  eux  mêmes  , donc  ils  font  comme  des  fraüions  infini- 
ment petites  qui  fe  multiplient  elles-mêmes  , & par  conféquent 
comme  des  fraélions  de  tractions  , ou  comme  des  infiniment  pe- 
tits d’infiniment  petits  ; d’où  il  fuit  que  les  ddx  étant  des  infini- 
ment petits  du  fécond  genre,  lesdx1  font  aufli  des  infiniment  pe- 
tits du  fécond  genre , que  les  dix  étant  des  infiniment  petits  du 
troifiéme  genre  , les  dx i font  auffi  des  infiniment  petits  du  troi- 
liéme  genre  , &c-  w 

99.  On  trouve  les  différences  d’une  grandeur  compofée  de  diffé- 
rences, de  la  même  façon  qu’on  trouve  les  différences  d’une  gran- 
deur compofée  de  variables  ; ainfi  pour  trouver  la  différence  des 
dx  dy,  on  regardera  dxSidy  comme  deux  grandeurs  variables , & 
l’on  multipliera  laie.  dx  par  la  différence ddy  delà  fécondé,  & la  fé- 
conde dy  par  la  différence  ddx  de  la  première , & l’on  aura  dxddy 
~y-dyddx  , ou  dxd1y  -\-dydlx , qui  fera  la  différence  cherchée  ; 
mais  fi  l’on  fuppofe  dx  confiante  , on  multipliera  dx  par  la  diffé- 
rence ddy , & l’on  aura  dxdly,  qui  fera  la  différence  qu’on  de? 
mande  , & fi  l’on  fuppofe  dy  confiante  , on  aura  dydlx. 

La  différence  de  x'dxdy  en  fùppofant  dx  confiante  fera  ixdyàx* 
*4 -xldxddy,  où  il  faut  remarquer  que  quoique  dx  foit  fuppofée 
confiants , a:1  ne  l’eft  cependant  pas  , puifqu’il  a une  première 
différence  ; c’eft  pourquoi  prenant  la  différence  de  xl  , qui  eft 
sxdx , & la  multipliant  par  dxdy,  j’ai  ixdydx1;  en  fùppofant  dy 
confiante , la  différence  eft  zxdydx1  -+ ■ x1dyddx  ,Si  fùppofant  que 
dx  Si  dy  font  variables , la  différence  eft  sxdydx1  -4-  x1dyddx 
-i-x'dxddy. 

La  différence  d exidxy'-dyuidu , en  fùppofant  dx  confiante , eft. 
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' 3x'ly1uldydudx1  -|-  zxiu'ydxdudy'-  -+-  xîy!uldxduddy  $xlylux- 
dxdydul-+-  x'yy1u'idxdyddii  ; en  fuppofant  dy  confiante  jxy-dyuU 
du  dx1  -4-  xiytu’dyduddx  -4-  zxîyuldxduay*  -+-  ^x’iyxuxdxdydux 
-+-# lylHidxdyddu  , en  fuppofant  du  confiante  $xxyxu>dydudxx 
-4-  xiylu'>dydi'.ddx  -4-  ixlyuldxdudy'  -y-xîyluîdxduddy-y-  ^x^yxul- 
dxdydu1 , & fuppofant  que  les  trois  grandeurs  dx , dy , du  font 
variables  , jx1yluîdydudxl  -4-  xly'uldyduddx  -+-  2 xiyuidxdudy1 
-+-xly1uldxduddy-+-ixîylu1dxdydu1  -4-  x^uîdxdyddu  , & ainfi 
des  autres. 


La  différence  de  ^ en  fuppofant  dx&cdy  variables  eft  iyid’âj  *riiy 
en  fuppofant  dx  confiante  — , en  fuppofant  dy  confiante 

dyidx id* 

de  * dy  * 

La  différence  de  jy  en  prenant  dx  pour  confiante  , eft 
diiy_j^ixyiiy  _ dy  f en  prenant  dy  pour  confiante 

— prenant  dy  & dx  pour  variables  ~~  * . 

La  différence  de  -~yiy  — en  fuppofant  dx  confiante  , eft 

V-x'-t-aJf1  } 

dy'-y-yidyVixx-¥-iy*  ydyx.iayxVlxx  -t-dy‘  » Jy*ix‘H-Jy*+fJx*iJr 

dx'-t-dy*  iy'-\-iy*  d*'-+-dy%  xVdxx-y-iy* 


en  fuppofant  dy  confiante  iy  V**  ~^ay — ^ dy  * J 

ij'if'  -h  dy* — ydydxddx  „ ...  ... 

= T^ir>  i en  fuppofant  dy  & dx  variables 


dy  * -+-  yîdy  Vax  * ay  * — yày  x dxddx  -f*  iyàdy  Vdx^-ï-  dy*  * 

dx*  -I -dy* 

dy*dx*  -4-  dy  * -f*  ydx  * ddy  — ydydxddx- 

dx*  - hdy * V-x1  -+-dy* 

La  différence  mym  ~ 1 dy  = dx  en  fuppofant  dx  confiante  , eft 
mm — mym~  dyi-b-rnym~'ddy—o\  en  fuppofant  dy  confiante 
mm — mym~1  dy1  = ddx  ; en  fuppofant  dy  & dx  variables  mm 
— my”  _ 1 dy 1 -4-  mym  ~ 1 ddy  = ddx , & ainfi  des  autres. 


Trouver  le  point  d’inflexion  ou  de  RebrouJJement 
dune  Courbe. 


ioo.  Soit  la  courbe  APC  (Fig.  7^.)  une  demi-cÿcîoïde  allon-» 

.Qqüj 


U 


5-10  Le  Calcul  Différentiel1, 

gec  ; je  fuppofe  la  chofe  faite,  fit  nommant  la  demi-circonfé- 
rence ARD  = a , la  bafe  DC  = b , le  diamètre  AD  = ic , l’abf- 
cifle  AS  = *,  l’ordonnée  SP=^  , la  droite  SR  = z , fit  l'arc 
AR=# , j’ai  par  la  propriété  de  la  cycloïde  ARD , DC:  : AR , 

RP , donc  a , b : : u , ~ = RP  , & par  conféquent  SP  = SR 
-i- RP  =z -+■  , donc  ) = î+;"eli  l’équation  de  la  courbe  , 

a iJu 

fit  fa  différence  eft  dy  = dz  •+-  — . 

* 

Or  par  la  propriété  du  cercle  j’ai  SR  = AS  x SD  ,our'  = 2 ex 

■ XX,  donc  Z=VI2CX XX,  àcdz—cdx xdxX2CX XX  T 

cdx  —xdx 
' y icx — xx' 

Je  mené  une  autre  ordonnée  infiniment  proche  sr  , fit  la  peti- 
te perpendiculaire  rM , fit  j’ai  Mr  = dx  , MR  — — dz  fit  Rr 
— du,  ainfi  regardant  Rr  comme  une  petite  ligne  droite , le 

triangle  teclangle  RMr  me  donne  Rr  = RM-+-Mr,  donc  dur 
.=  dx 1 -+-  dz1 , ôc  du=v'dx,-t-dzi. 


Je  mets  la  valeur  de  dz  fit  de  du  dans  la  différence  de  l'équa- 
tion de  la  cou  rbe  qui  eft  t/y = <fe  -+-  & je  trou  vedy= 

iz' , fie  mettant  au  lieu  de  dz-  fa  valeur , je  trouve  dy 
— t & prenant  la  différence  en  fuppofanr  dx 

confiante , j’ai  ddy ; or  ddy  eft  égal  à zéro 
au  point  d’inflexion , donc  ***  *“*~ -•n*i**  — o , &t  par  con- 

féquent  bcx  — bcc  — accxdxl=o  , fie  divifant  par  dx1 , j’ai  bcx 
• — bcc — acc=o,  d’où  je  tire  jc  = c ^ ; prenant 

donc  une  troifiéme  proportionnelle  aux  trois  lignes  b ,a ,c,  fie 
ajoutant  à cette  proportionnelle  la  grandeur  c , on  aura  la  gran- 
deur qu’il  faut  donner  à l’abfciffe  AS  , St  l’ordonnée  SP  étant 
menée , le  point  P fera  le  point  d’inflexion. 

ioi.  Soit  la  courbe  ABC  (Fig.  7 y.)  dont  les  ordonnées  RB 
font  moyennes  proportionnelles  entre  les  ordonnées  PR  d’un 
reüangle  circonfcrità  une  parabole  quarrée  DOF,  fit  les  ordon- 
nées PO  du  complément  POF  de  cette  parabole.  Suppofant  la 
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chofe  faite  , 6c  nommant  le  paramétré  de  la  parabole  = a . la 
droit»  PR  = ED  = FC  = b , l’abfcilTe  DR  = EP=*,  l’ordon- 
née à La  parabole  OR  =y , 6c  l'ordonnée  RB  = z , j’ai  l’ordon- 
née PO=PR — OR  = é — y,  ainfi  puifque  : : RP,  RB,  OP, 
j'ai  : : b , z,  b—*y , 6c  zz—bb — by  eft  l'équation  de  la  courbe, 
6c  fa  différence  eft  zzdz— — bdy,  ou — dz—  b~  , caria  différence 

de  RB  eft  négative  à caufe  que  les  abfciffes  DR  croiflant , les  or- 
données RB  diminuent. 


Mais  par  la  propriété  delà  parabole^  = v'ax  = ax  *,  donc  dy 
— v adx  xax  * , ôc  par  la  propriété  de  la  courbe  z = Vbb — by 

mettant  donc  les  valeurs  de  y , dy  6c  z dans  — dz—1—  , j’ai — dz 


Ladx  xax  * 
W bk IV  AX 


6c  élevant  tout  au  quarré  , je  trouve  dz1 


bkdadx  *x«  * bbaaix 1 x«  1 bbatdi  * i i-. 

— — ==.  , or  la  dif- 

lébb  — 16b  Vax  1 6bb V'x  5 6bbax  \6!)bax——Vxi6a*  bbx* 

férence  de  — dz,  étant  égale  à zéro , la  différence  de  fon  quarré 
ou  de  fa  valeur  eft  auflï  égale  à zéro;  ainfi  fuppofant  dx  confiante,. 


je  trouve 


— \ 4b4g*xd*  -k-lt+b+Â* x*dx*  X xi6**bbx* 


ikbbax  — Vxîk^bbx  * 


o ; donc 


24 a1*1  x 2 $6albbxi  1 = i,  ôc  multipliant  tout  par  2$6aibbx>‘ 
j’ai  24d\rl  =Vz<ÿ6aibbxi , 6c  élevant  tout  au  quarré,  je  trouve 
$y6a*x*  — 2f6aibbxi , d’où  je  tire  x = ^ ; prenant  donc  une 

troifiéme  proportionnelle  aux  deux  lignes  9a , zb  , &c  portant 
cette  proportionnelle  de  D en  R , l’ordonnée  RB  qu’on  mènera 
dupoint  R coupera  la  courbe  au  point  B d’inflexion. 

JLorfque  a — b , on  a x=±a. 


to2.  Soit  la  courbe  ABC  (F/g.  j6.)  dont  les  ordonnées  BO  font 
3*.  prmaortionnelles  aux  ordonnées  OE  d’un  cercle,6c  aux  ordon- 
nées (JD  d’une  parabolejfuppofantla  chofe  faire , je  nomme  le  pa- 
ramétré de  la  parabole=a,le  diamctredu  cercle  ÂL=é,l’abfciffe 
com  mune  AO==x, l’ordonnée  du  cercle  OE—  a , l’ordonnée  à la 
paraboleOD=j’,ôc  l'ordonnée  à la  courbe  OB=z,  ainfi  l’équation 

eft  z=  or  par  la  nature  de  la  parabole  on  a yy  =ax , 6c  par  la 


propriété  du  cercle  on  a u — v'bx—xx  ; mettant  donc  ces  va- 
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leurs  dans  l’équation , j’ai  z = xx  , fi c dz 


4 dxVbx  — XX  — » i 4x  X bdx  — ixdx  x £x xx 

bx  — xf 

. d6x Jv— 4xxix-— • ^ j/x^x-f-jjrx  /x 


, fie  multipliant  tout 

abxdx 


par  v/A.v  — x* , j’ai = — r 7 , 

or  la  différence  de  dz  eft  égale  à zéro  au  point  d’inflexion  * 

donc  en  fuppofant  dx  confiante  , je  trouve  ddz  = 

1 

zabdx  * x/>x  —xxVbx—xx—rxbxdx 1 x£— x xVbx-xx —ah xi  * xi  - xxxbx-  xxV bx—xx  x 


IX  bx — xxVbx  — xx 


fie  multipliant  par  le  dénominateur,  puis  par  Vbx — xx,  fie  divi- 
fant  par  dx 1 , je  trouve  zab  x bx  — xx 1 — 3 <j£x  x i — zxxbx — x.v 
= 0,  fie  divifant  encore  par  bx — xx , ]’ai  zabxbx — xx  = jabx 
i tb — zx , ou  2 ab  x b — x = 3 abxb — 2X  , ce  qui  donne  2 ab 
• — 2abx=  $abb — 6abx  , d’où  je  tire  ^abx—abb,  fie  .v  = ^ 
= ~ i.  Prenant  donc  l’abfcifle  AO=~AL —^b,  fie  menant 
l’ordonnée  OB , le  point  B eft  le  point  d’inflexion. 

Si  j’avois  fuppofé  ddz  = 0° , le  numérateur  de  fa  valeur  auroit 
été  infini , fie  par  conféquent  fon  dénominateur  auroit  été  égal  à 

zéro  , donc  2 x bx — ~xx  Vbx — xx  — o , ce  qui  donne  4 bixi 
— iifcxt-h  12 bxi  — 4X6  = o , ou  xi  — 3 bx1  -t-  3 bbx — bi  = o, 
donc  la  racine  eft  * — b = o , fie  par  conféquent  x — b,  ot  quand 
x eft  égal  à b , l'ordonnée  à la  courbe  eft  infinie  parce  qu’elle  eft 
troifiéme  proportionnelle  à l’ordonnée  du  cercle  , qui  eft  alors 
zéro , fie  à l’ordonnée  de  la  parabole  ; ainfi  cela  me  fait  voir  que 
la  courbe  ne  peut  avoir  d’autre  point  d’inflexion  qu’à  l'infini. 

103.  Dans  les  exemples  que  nous  venons  de  donner  nous 
avons  toujours  fait  ddy  = o,  parce  que  les  dy  alloicnt  en  dimi- 
nuant depuis  l’origine  jufqu’au  point  d’inflexion , fie  nous  aurions 
fait  ddy—  00  , fi  les  dy  étoient  allez  en  augmentant,  que  fi  on 
avoit  l’équation  d’une  courbe  fit  qu’on  voulut  favoir  fi  elle  a un 
point  d’inflexion  ou  de  rebrouffement  fans  être  cependar#obligé 
de  la  décrire,  on  feroit  <&/y  — o,  puis  ddy=  00  , 6c  fi  l’une  ou 
l’autre  de  ces  fuppofitions  donnoient  à connoitrè  la  grandeur  a: 
ou  la  grandeur^» , ce  feroit  une  marque  que  la  courbe  auroit  un 
point  ou  de  rebrouffement  ou  d’inflexion  , mais  fi  ces  deux  fup- 
pofitions ne  donnoient  rien  à connoître,  la  courbe  feroit  ou  tou- 
jours concave  ou  toujours  convexe  du  même  côté. 

Pour 
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Pour  les  Courbes  dont  toutes  les  ordonnées  partent 
et  un  même  point. 

Pour  mieux  faire  entendre  ce  que  nous  devons  dire  dans 
le  relie  de  ce  Chapitre,  nous  allons  faire  ici  quelques  remarques 
touchant  les  courbes  en  général. 

104.  On  dit  qu’une  courbe  eft  toujours  concave  ou  toujours 
convexe  du  même  côté  lorfque  tous  les  côtés  du  polygone  qui 
lui  eft  infcrit  font  toujours  du  même  côté  par  rapport  à cette 
courbe  ; ainfi  la  courbe  ABCDEF  ( Fig.  77.  ) eft  toujours  con- 
cave du  même  côté  à caufe  que  les  cotés  AB,  BC,  CD,  ôcc. 
du  polygone  infcrit  font  toujours  du  même  côté  ; au  contraire  la 
courbe  ABCDEFG  (Fig.  78.  ) n’eft  pas  toujours  concave  ou 
toujours  convexe  du  même  côté , à caufe  que  les  côtés  AB , 

BC,  CD,  du  polygone  infcrit  ne  font  pas  du  même  côté  par 
rapporta  cette  courbe  que  les  côtés  DE,  EF,  FG. 

ioy.  Dans  toute  courbe  toujours  concave  ou  toujours  convexe  du 
même  côté,  & qui  n'efl  point  rentrante  , il  y a un  point  où  la  courbe 
fait  un  coude  y & fa  plus  grande  concavité  ou  convexité  ejl  dans  ce 
coude  ; foit  la  courbe  AB  toujours  concave  du  même  côté  ( Fig. 

7ÿ.),fi  on  la  conçoit  prolongée  au-delà  de  B & de  A à l’infini  , les 
droites  CR,FR  qui  ne  la  toucheroient  de  part  & d’autre  qu’à  l'infini 
ne  pourront  pas  être  une  même  & feule  ligne  ; car  puifque  AC  eft 
toujours  convexe  du  côté  de  RC,  ôc  quelle  s’en  approche  par 
exemple  du  côté  de  C,  il  faut  néceflàirement  quelle  s’en  éloigne 
du  côté  de  R,ou  qu’elle  ceffe  d’être  convexe  de  ce  côté-là , ce  qui 
eft  contre  la  fuppofition  ; or  ces  deux  lignes  étant  prolongées  . 
feront  un  angle  CRF  dans  un  efpace  fini  ou  dans  une  cfpace 
infini  auquel  cas  elles  feront  parallèles,  ôc  dans  l’une  ou  l’aurre 
de  ces  fuppofitions , il  eft  vifiole  que  la  courbe  ne  peut  aller  de 
C en  F fans  faire  un  coude  qui  fera  du  côté  de  cet  angle , 
donc,  ôte. 

Suppofant  donc  que  ce  coude  foit  en  D , je  mené  par  ce 
point  une  droite  RF  qui  pafle  par  l’angle  R fait  par  les  tangentes 
où  afymptotes  RC , RF , ou  qui  foit  parallèle  à ces  tangentes 
fi  elles  ne  fe  rencontrent  qu’à  l’infini,  ôc  prenant  fur  cetre  ligne 
un  diamètre  de  cercle  DE  d'une  grandeur  arbitraire , je  décris 
un  cercle  DE  qui  paffe  par  le  point  D , je  conçois  un  polygone 
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infcrit  dans  ce  cercle  d’un  nombre  de  côtés  tous  égaux  entr’eux', 
ôc  un  polygone  infcrit  à la  courbe  d’un  même  nombre  de  côtés 
auflî  tous  égaux  entr’eux  ôc  à ceux  du  cercle. 

On  fait  que  l’une  des  propriétés  du  cercle  eft  que  les  côtés 
d’un  polygone  régulier  qui  lui  eft  infcrit  fini  ou  infini  , font 
entr’eux  des  angles  égaux  ; cela  pofé  , je  dis  que  les  angles  du 
polygone  infcrit  à la  courbe  vont  en  augmentant  de  pan  & d’au- 
tre a tuefure  qu’ils  s’éloignent  du  point  D;  car  fi  l’on  veut  que 
les  angles  qui  font  fur  le  côté  DAC  foient  égaux  entr’eux  , il 
s’enfuivra  que  les  côtés  du  polygone  infcrit  formeront  un  demi- 
cercle  qui  ne  fera  pas  différent  du  demi-cercle  DKE , puifqu’ils 
font  égaux  aux  côtés  du  polygone  infcrit  à ce  demi-cercle  , & 
en  même  quantité  ; ôc  il  faut  dire  la  même  chofe  des  angles 
fur  l'autre  côté  DF,  donc  la  courbe  en  cecasferoit  rentrante, 
ce  qui  eft  contre  la  funpofirion , que  fi  on  veut  que  les  angles 
du  polygone  infcrit  à la  courbe  aillent  en  diminuant,  il  s’en- 
fuivra vifiblement  que  la  courbe  fera  encore  plus  rentrante  que 
le  cercle  ôc  formera  une  fpirale  , ce  qui  eft  encore  contre  la 
fuppofition , donc  puifque  les  angles  du  polygone  infcrit  à la  cour- 
be ne  peuvent  être  ni  égauf  entr’eux,  ni  aller  en  diminuant , il 
s’enfuit  qu’ils  doivent  aller  en  augmentant  ; or  quand  ces  angles 
augmentent  la  courbure  diminue , donc  la  plus  grande  courbure 
eft  au  point  D. 

106.  Si  une  figue  courbe  AB  après  avoir  rencontré  une  tangente 
AD  ( Fig.  80)  rebroujjc  fon  chemin  de  t autre  côté  vers  C , enjorte 
que  BD  foit  aujji  tangente  à fa  partie  BC  ; il  peut  arriver  que  les 
angles  du  polygone  injerit  aux  eûtes  BA,BC,  aillenten  augmentant  â 
mefure  quils  s'éloignent  du  pointé  ou  qu’ils  aillent  en  diminuant;  car 
fi  l’on  conçoit  que  les  branches  B A , BC  foient  prolongées  de  part 
& d’autre  à l’infini  fans  rebrouffer  leur  chemin , elles  auront  cha- 
cune un  point  de  plus  grande  concavité  ou  convexité  ; ainfi  fi 
ces  points  font  du  côté  de  A & de  C les  angles  des  polygones 
inferits  iront  en  augmentant  à mefure  qu’ils  approcheront  dur 
point  B,  & au  contraire  fi  les  points  de  plus  grande  concavité 
ou  convexité  fe  trouvent  au-delà  dé  B vers  O ôc  P , les  angles 
des  polygones  inferits  itont  en  augmentant  à mefure  qu’ils  s’é- 
loigneront de  O ôc  P ôc  qu’ils  s’approcheront  de  B , de  forte  qu’en 
allant  vers  A ou  vers  C ils  augmenteront  toujours. 

1 07.  Quoiqu’à  proprement  parler  on  ne  doive  appel'ler  axe  d’une 
combe  que  la  ligne  KF  (Fig.  7p.)  qui  palfe  par  le  point  de  plus 
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grande  convexité  ou  concavité , & qui  divife  les  ordonnées  à la 
courbe  en  deux  parties  égales  , cependant  dans  la  Figure  So.  on 
appelle  la  tangente  BD  axe  de  la  courbe  ABC , parce  qu’on  ne 
confidére  alors  cette  courbe  qu’en  tant  qu’elle  eft  rapportée  à la 
droite  BD , ôc  fans  avoir  égard  aux  propriétés  quelle  peut  avoir 
par  rapport  à fon  véritable  axe. 

108.  Si  ton  conçoit  que  dans  une  courbe  ABCDF  (Fig.  il.)  un 
polygone  d'une  infinité  de  cités  tous  égaux  ait  été  inferit , & que  Fort 
prolonge  de  part  & d’autre,  chacun  des  cités  du  polygone , les  angles 
externes  iront  en  diminuant  à mefure  qu'ils  s'éloigneront  du  point  A 
de  plus  grande  concavité  & en  augmentant  à mefure  qu'ils  s’en  ap- 
procheront , l’angle  ABC  eft  moindre  que  l’angle  BCD,  donc 
l’angle  HBC  complément  de  l'angle  ABC  à deux  droits  eft  plus 
grand  que  GCD  complément  de  l’angle  BCD  à deux  droits  ; 
or  la  même  chofe  arrivera  toujours  à mefure  qu’on  s’éloignera 
du  point  A , donc , ôcc.  que  fi  les  angles  externes  HBC , GCD , 
fitc.  vont  en  diminuant  à mefure  qu'ils  s’éloignent  de  A , il  eft 
vifible  que  les  angles  externes  PCB , RBA  en  approchant  de 
A vont  en  augmentant , donc , ôcc. 

109.  Les  mêmes  chojes  étant  pofées , fi  de  chaque  angle  du  poly- 
gone inferit  (Fig.  82.)  pris  pour  centre , tr  d'un  rayon  égal  au  cité 
inferit  on  décrit  des  petits  arcs  FC  , GD  , HE  , ôcc.  ces  arcs 
iront  en  diminuant  à mefure  qu'ils  s’éloigneront  du  point  A.  Les 
angles  FBC,  GCD , HDE,  ôcc.  iront  en  diminuant , donc  les 
arcs  FC , GD , HE , ôcc.  qui  font  la  mefute  de  ces  angles  iront 
auffi  en  diminuant. 

Il  faut  bien  obferver  ceci , car  c’eft  de  ces  arcs  que  j’appelle 
arcs  différentiels  que  dépend  ce  que  nous  allons  dire  touchant  les 
courbes  dont  les  ordonnées  panent  d’un  même  point. 

1 10.  Si  une  courbe  ABC  (Fig-  80.)  eft  toujours  convexe  vers  fon 
axe  BD  , les  arcs  différentiels  tournés  vers  B iront  en  augmentant  à 
mefure  qu’ils  s'éloigneront  de  B vers  Aou  C dans  le  cas  où  Ja  plus  gran- 
de concavité  fera  vers  A ouC,  mais  ils  iront  en  diminuant  de  B vers 
A ou  C lorfque  la  plus  grande  concavité  fera  du  cSté  de  P ou  O ; 
tout  cela  eft  évident  par  les  principes  que  nous  venons  d’établir. 

1 1 1.  Si  une  courbe  ABC  ( Tig.  83.)  eft  d’abord  concave  vers 
fon  axe  A R ôc  enfuite  convexe , les  arcs  différentiels  iront  en 
diminuant  de  A jufqu’en  B>  après  quoi  ils  iront  ou  en  augmen- 
tant de  B en  C ou  en  diminuant  félon  que  la  plus  grande  cour- 
bure de  la  partie  BC  prolongée  de  part  ôc  d’autre  fera  du  côté 
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de  C Ou  du  côté  de  B ; mais  de  quelque  maniéré  que  la  chofo 
foit , le  point  B fera  toujours  ou  le  point  du  moindre  arc  différen- 
tiel de  la  partie  AB  6c  de  la  partie  BC  , ou  le  point  du  moindre 
arc  différentiel  de  fa  partie  AB , ôc  du  plus  grand  de  la  partie 
BC. 

1 12.  Si  une  courbe  ABC  ( Fig . 84.  ) eft  d’abord  convexe  vers 
fon  axe  AR , 6c  enfuite  concave , les  arcs  différentiels  iront  en 
augmentant  ou  en  diminuant  de  A vers  B félon  que  la  plus  gran- 
de courbure-de  la  partie  AB  prolongée  de  part  6c  d’autre  , fera 
ou  du  côté  de  B ou  du  côté  de  A , après  quoi  ils  iront  en  dimi- 
nuant de  B vers  C , mais  de  quelque  manière  que  la  chofe 
foit,  il  fera  toujours  vrai  de  dire  ou  que  le  point  B eft  le  point 
du  plus  grand  arc  différentiel  de  l’une  ôc  l’autre  partie  , ou  qu’il 
efl  le  point  du  moindre  arc  de  la  partie  AB , ôc  du  plus  grand  de  la 
partie  BC. 

1 1 3.  Soit  une  courbe  AD  ( Fig.  83.  ) concave  vers  le  point  P 
qui  eft  le  Pôle  d’où  partent  toutes  fes  ordonnées  PB  , PC,  ôcc. 
le  point  A en  eft  le  fomtnet,  la  droite  AP  eft  fon  axe , 6c  les  or- 
données doivent  Être  conçues  infiniment  proches  , je  mene  les 
cordes  AB , BC , ôcc.  que  je  prolonge  ; du  centre  P je  décris  • 
les  petits  arcs  AM,  BN  , ôcc.  de  l’extrémité  de  chaque  corde 
prife  pour  centre  6c  d’un  intervalle  égal  à cette  corde , je  décris 
des  petits  arcs  CX , ôcc.  je  fais  avec  le  prolongement  BT  de  la 
corde  AB, l’angle  TBR  égal  à l'angle  BPN  ; je  meue  la  droite  SC 
parallèle  à l’arc  BN  que  je  regarde  comme  une  petite  ligne  droit* 
perpendiculaire  à CP  ; car  un  arc  de  cercle  tel  que  nous  fuppo- 
fons  BN  à caufe  de  l'infinie  proximité  des  ordonnées  BP,  NP  , 
n’eft  pas  différent  de  la  petite  portion  de  fa  tangente , ôc  par 
conféquent  il  eft  perpendiculaire  fur  CP  , enfin  je  mene  les 
droites  HI  , SQ  parallèles  à PN  ; cela  fait  dans  le  triangle  re- 
Rangle  PNB  , l’angle  NBP  plus  l’angle  infiniment  petit  BPN 
vaut  un  angle  droit , donc  l’angle  PBT  compofé  de  l’angle  NBP , 
de  l’angle  TBR  égal  à l’angle  BPN , 6c  de  l'angle  RBN  vaut 
un  droit  plus  l’angle  RBN  ; or  lo  même  angle  PBT  étant  exté- 
rieur au  triangle  re&angle  BAM  vaut  aufli  l’angle  droit  BMA 
plus  l’angle  BAM , donc  l’angle  BAM  eft  égal  à l'angle  RBN  ; 
cela  pofé. 

Je  nomme  les  arcs  AB,  AC  , ôcc.  —u  , les  ordonnées  BP , 
CP , ôcc.=jf , les  arcs  ou  petites  droites  infiniment  petites  AM , 
BN,  ôco.  — dx,  ainfi  BC.=  d«,,6c  BM,  CN , ôcc.  = dÿ  j 6c 
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comme  on  peut  fuppofer  dx  confiante  ou  du , ou  dy , voyons  c* 
qui  arrivera  dans  chacune  de  ces  fuppofitions. 

Lorfque  dx  eji  confiante  les  du  & les  dy  vont  en  diminuant  à me- 
fure  qu  ils  s'éloignent  du  point  d'origine  A ; car  puifque  AM  = BN 
les  triangles  fcmblablcs  ABM,  BRN  font  égaux  entr’eux  , donc 
t°.  NR=BM,  mais  RN  eft  plus  grand  que  CN  = dy,  donc 
BM  eft  pjus  grand  que  CN , ainfi  les  dy  vont  en  diminuant  , 
donc,  20.  BR  = AB,  mais  BH  = BC  cft  moindre  que  BR, 
donc  i’arc  AB  eft  plus  grand  que  l’arc  BC,ainfi  les  du  vont  en  di- 
minuant , & il  faut  obferver  que  dans  cette  fuppofition  des  dx 
confiantes  les  différences  des  dy,du;  c’efl-à-dire  les  ddy  ôc  les 
ddu  font  négatives,  car  les  y & les  u croiffent  à mcfure  qu’ils 
s'éloignent  du  fommet  A au  lieu  que  les  dy,  du  diminuent  com- 
me on  vient  de  voir. 

Lorfque  les  du  font  confiantes  les  dx  augmentent , & Us  dy  dimi- 
ntient  en  s'éloignant  de  A ; car  à caufe  de  BH  = BC=AB  , 
les  triangles  femblables  ABM,  BHI  font  égaux , donc  i°.  BI 

— AM;  mais  BI  eft  moindre  que  BN  ==  dx,  donc  AM  eft  moin- 
que  BN , ôc  par  conféquent  les  dx  augmentent,  donc  20.  HI 
= BM  , mais  IO  = NC  = <(y  eft  moindre  que  III,  donc  IO  cft 
moindre  que  BM,  ainfi  les  dy  vont  en  diminuant. 

Lorfque  les  dy  Joitt  confiantes  les  du  & Us  dx  vont  en  augmen~ 
tant  à mefure  qu’ils  s'éloignent  de  A ; car  à caufe  de  SQ  = CN 

— dy  — BM  les  triangles  rectangles  femblables  BSQ , ABM 
font  égaux  , donc  i°.  BS  = AB , mais  BS  eft  moindre  que  BH 
= BC==<s!«,  donc  AB  eft  moindre  queBC,  ainfi  les  du  vont 
en  augmentant , donc  20.  BQ  = AM , mais  BQ  eft  moindre  que 
BN  =dx , donc  AM  cft  moindre  que  BN,  6c  par  conféquent 
les  dx  vont  en  augmentant. 

Dans  la  fuppofition  de  dx  confiante  on  a HR  = — ddu  & RC 
==■ — ddy , dans  la  fuppofition  de  du  confiante  on  a NI=OC=tWx 
& HO  = — ddy  , enfin  dans  la  fuppofition  de  dy  confiante  on 
a HS  ss»  ddu  fie  SC  = QN  — ddx. 

Les  mêmes  chofes  que  nous  venons  d’obferver  arrivent  à l’é- 
gard des  courbes  dont  les  ordonnées  font  parallèles  entr’elles , 
6c  qui  font  concaves  du  côté  de  leur  axe  ( Fig.  70.  ). 

1 14.  Soit  une  courbe  AC  ( Fig.  86.)  convexe  vers  le  point  P 
d’où  partent  fes  ordonnées , le  fommet  eft  en  A ou  du  côté  de 
A , je  confirais  de  même  que  ci-defius , c’eft-à-dire  je  mene  les 
cordes  AB , BC  que  je  prolonge  ; les  arcs  AM , BN , l’arc  CH, 
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'mais  en  fuppofant  toujours  dx  confiante  les  angles  BPN  que  les 
ordonnées  font  entr’clle  vont  en  diminuant  ; car  le  rayon  Br  étant 
plus  grand  que  le  rayon  AP  , il  faudrait  que  l’arc  BN  fut  plus 
grand  que  l’arc  AM  fi  l’on  vouloir  que  les  deux  angles  BPN  , 
A PM  fuflent  égaux,  donc  les  angles  TBR  vont  en  diminuant 
& leurs  arcs  aufli  ; or  fi  des  arcs  différentiels  qui  vont  en  dimi- 
nuant on  retranche  les  arcs  XH  qui  vont  aufli  en  diminuant,  les 
relies  HC  iront  encore  en  diminuant , ôc  par  conféquent  le  petit 
arc  HC  fera  un  moindre  au  point  B d’inflexion  ( Fig.  83.)  & un 
plus  grand  au  point  d’inflexion  ( Fig.  84.  ). 

De  même  en  fuppofant  dx  confiante  les  du  augmentent  dans 
la  partie  convexe  ( Fig.  86.  ) en  s’éloignant  du  point  A ; or  IÏ  nous 
fuppofons  que  leurs  arcs  différentiels  CX  augmentent  lorfque  les 
du  lont  confiantes , à plus  forte  raifon  augmenteront-ils  lorfque 
les  du  augmenteront  ; ainfi  fi  on  ajoute  à ces  arcs  les  petits  arcs 
HX  qui  font  la  rnefure  des  angles  HBX  ou  BPR  qui  vont  en 
diminuant  les  fommes  CH  en  iront  encore  plus  en  augmentant, 
ainfi  le  CH  fera  un  moindre  au  point  d’inflexion  ( / ig.  83.  ) 6c 
un  plus  grand  au  point  d’inflexion  ( Fig.  84.  ). 

Que  fi  nous  fuppofons  que  les  arcs  différentiels  diminuent  en 
s’éloignant  de  A lorfque  les  du  font  confiantes,  les  HC  ne  laif- 
feront  pas  que  d’aller  encore  en  diminuant  lorfque  les  du  aug- 
mentent, parce  que  fi  Us  arcs  différentiels  louffrent  une  augmen- 
tation par  la  grandeur  de  leur  jambes  , & aufli  par  la  grandeur 
de  l’angle  externe  du  polygone  inferit  , lequel  ira  en  augmen- 
tant davantage  que  fi  les  du  éroient  confiants , cette  augmenta- 
tion fera  compensée  par  l’addition  des  petits  arcs  HX  qui  iront 
en  diminuant  à caufe  que  les  angles  dont  ils  font  la  rnefure  di- 
minuent , il  eft  vrai  que  les  petits  arcs  XH  reçoivent  aufli  une 
augmentation  par  l’accroiffement  de  leur  jambes , mais  après  tour 
foit  que  les  augmentations  l’emportent  fur  les  diminutions,  ou 
les  diminutions  fur  les  augmentations,  ou  qu’enfin  il  fe  faffe  une 
compenfation  de  part  6c  d’autre,  il  fera  toujours  vrai  de  dire  que 
l’arc  HC  fera  ou  un  moindre , ou  un  plus  grand , ou  enfin  zéro- 
aü  point  d’inflexion  B ( Fig.  83. 84.  ) 6c  on  prouverait  les  mêmes 
chofes  en  fuppofant  du  confiante. 

1 1 6.  Le  petit  arc  différentiel  XC , 6c  le  périt  arc  HC  ne  diffé- 
rant entr’eux  que  d’une  très-petite  quantité  qui  va  toujours  en 
diminuant  vêts  le  point  d’inflexion,  il  eft  vifible  qu’à  ce  point 
on  peut  le  prendre  l’un  pour  l’autre  ; or  je  dis  que  l’arc  différen* 
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tiel  XC  dont  l’expreflion  Algébrique  que  nous  allons  donner 
nous  fervira  à trouver  le  point  d’inflexion  , eft  non  - feulement 
un  moindre  ou  un  plus  grand  au  point  d’inflexion , mais  qu’il  eft 
encore  égal  à zéro  ou  à l’infini,  & pour  le  prouver  , conce- 
vons que  les  ordonnées  ne  fe  rencontrent  au  Pôle  P qu’à  une 
diftance  infinie , il  eft  confiant  que  ces  ordonnées  deviendront 

faralleles  entr’ellcs^  car  des  lignes  qui  ne  fe  rencontrent  qu’à 
infini  ne  fe  rencontrent  jamais  ; or  dans  cette  fuppofition  les 
ordonnées  fe  trouveront  difpofées  comme  dans  les  rigures  66. 
& 67 , & les  arcs  différentiels  feront  les  mêmes  qu’auparavant  ; 
car  la  longueur  ou  la  brièveté  des  ordonnées  ne  changent  rien  en 
eux  ; mais  il  eft  vilible  que  dans  les  Figures  66.  fit  6p.  l’arc  diffé- 
rentiel au  point  d’inflexion  ne  fera  pas  différent  de  la  fécondé 
différence  de  l’ordonnée  BM,  fit  nous  avons  vu  ci-deffus  que  la 
fécondé  différence  de  cette  ordonnée  eft  égale  à zéro  ou  à l’in- 
fini , donc  l’arc  différentiel  eft  aufli  égal  à zéro  ou  à l'infini  au 
point  d’inflexion. 

11 7.  J’aurois  pû  abréger  toutes  ces  remarques,  mais  com- 
me les  commenqans  ont  ordinairement  moins  de  peine  à com- 
prendre le  calcul  que  les  principes  fut  lefquels  il  eft  fondé , j’ai 
pris  le  parti  de  démontrer  ces  principes  d’une  maniéré  purement 
Géométrique  en  faveur  des  perfonnes  à qui  les  raifonnemens 
Métaphyfiques  ne  plaifcnt  pas  ; venons  maintenant  au  calcul. 

Trouver  une  exprejjîon  générale  qui  ferve  à trouver  le 
point  d'inflexion  dans  les  bourbes  qui  ont  un 
Pôle  d’où  partent  les  ordonnées. 

118.  En  conftruifant  de  même  que  dans  la  Figure  8y,  & 
donnant  les  mêmes  noms  aux  mêmes  grandeurs  entre  lef- 
quelles  nous  fuppofons  dx  confiante  , les  triangles  fcmblables 
RNB , RHC  donnent  RB,  BN::RC,CH,  donc  du,  dx : : — ddy 

— — CH , & les  feâcurs  femblables  BPN , HBX  donnent 

BP,  BN : : BH , HX,  donc  y,  dx::  du , ~ = HX , donc  CH 
■^-HX=^— jgfe  = . or  CH-+-HX— CX  ; ainfi 

l’arc  différentiel  CX  = — ~ *.dx.ddZ  j mais  cet  arc  eft  égal  à 

zéro  ou  à l’infini  au  point  d’inflexion , donc  multipliant  par  y du 
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55c  divifànt  par  dx  nous  aurons  du1 — yddy  = o , ou  du1 — yddy 
= •<>,&  mettant  au  lieu  de  du1  fa  valeur  dxl-+-dyl  à caufe  que 

a a a 

dans  le  triangle  re&angle  BCN  on  a BC=*  BN  -4-  NC  on  aura 
dx1  -H  dyl  — yddy  = o ou  dx1  -hdy1  — yddy—  00  au  point  d’in- 
flexion. 

Si  la  courbe  cft  d’abord  convexe  & enfuite  concave  l’arc  dif- 
férentiel fera  de  l’autre  côté,  & par  conféquent  fon  expreflîon 
deviendra  négative , ainfi  l’on  aura  XC  t=yddy — dx1 — dyl  = o 
ou  00  au  point  d’inflexion. 

Si  l’on  fuppofe  les  du  confiantes  on  mènera  HZ  parallèle  à 
SC,  les  triangles  femblables  BIH,  HZC  donnent  BI,  BH:: 
ZC  , HC , donc  dx , du  : -.  — ddy , — = HC,&  les  fe&eurs 

femblables  BPN , XBH  donnent  BP , BN  : : BX  , XH , donc 
y,dx::du,  ^^  = XH,ôc  par  conféquent  XH-+-HC=XC 

dxdu  dttddy  dudx*  ——  yduddy  v P • *»• 

= — ; or  XL,  = o , ou  c©  au  point  a in- 

flexion , donc  multipliant  par ydx  & divifànt  par  du  on  aura  dxx 
yddy  = o ou  »,  & mettant  au  lieu  de  dx1  fa  valeur  du 1 — dyx 
on  aura  du1 — dy1 — yddy  — o ou  8,  & fi  la  courbe  e(l  d’abord 
convexe  & enfuite  concave  on  aura  yddy  -+-  dy 1 — du 1 — o 
ou  co . 

Les  mêmes  triangles  femblables  BIH,  CZH  donnent  aufli 
IH , BH  : : HZ , HC , donc  dy  t du::  ddx , = HC  , ôc  les 

fe&eurs  femblables  BPN , XHP  donnent  BP , PN  : : BX , XH, 
donc y,dx::du,~^  = XH,  donc  XH-f-HC=XC  = ^ 
-4-  =3  dxiudy ; or  XC  = o ou  00 , multipliant  donc  par 

ydy , & divifànt  par  du  on  aura  dxdy  -y-y  ddx  = oou  05  au  point 
d’inflexion , fi  la  courbe  efl  d’abord  convexe  Ôt  enfuite  concave 
on  aura  — dxdy — yddx  = 0 ou  » . 

Il  ne  faut  pas  s’étonner  fi  en  fuppofant  dx  confiante  j’ai  fuppofé 
RB  = du  au  lieu  que  c’cfl  HB  qui  eft  égal  a du  , mais  il  faut 
prendre  garde  que  HR  étant  une  différence  du  fécond  genre 
n’efl  rien  par  rapport  a du,  St.  qu’ ainfi  BH , BR  font  égales. 

1 19.  On  peut  encore  en  fuppofant  <£v  confiante  trouver  la  for- 
mule dx'--+-dy1 — yddy=o  ou  00  , d’une  autre  façon  dont  il  cf!  bon 
de  dire  un  mot  ; foit  la  partie  concave  AC  ( F/g.  87.  ) dont  l’ori-, 
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gine  eft  du  côté  de  A,Ôc  les  ordonnées  infiniment  proches  BP, DP, 
;e  mené  fur  chacune  d’elles  une  perpendiculaire  PT , PI  au  point 
P , & des  tangentes  aux  points  B,D,  lefquelles  rencontrent  les 
perpendiculaires  aux  points  T,  I,  hors  de  l’aire  de  la  courbe,  c’eft- 
a-dire  au-delà  de  l’origine;  comme  les  angles  du  polygone  inf- 
crit  à la  courbe  vont  en  augmentant  à mefure  qu’ils  s’éloignent 
de  A , il  eft  vifible  que  les  angles  externes  faits  par  les  tangentes 
BT,  DC  qui  ne  font  autre  chofe  que  les  prolongcmens  des  cô- 
tés du  polygone  diminuent  à mefure  qu’ils  s’éloignent  de  A,  ainfi 
]a  partie  111  de  la  perpendiculaire  PI  comprife  entre  deux  tan- 
gentes doit  aller  aulli  en  diminuant,  de  forte  qu’au  point  d’in- 
flexion cette  partie  doit  erre  zéro  ; du  point  P pris  pour  centre 
& de  l’intervalle  PB  je  décris  l’arc  BM,  Ôcde  l’intervalle  PT  l’arc 
TO,  je  nomme  PB  —y  , BM  — dx , donc  MD  =dy.  Les  arcs 
BM,  TO  étant  infiniment  petits  peuvent  palier  pour  des  peti- 
tes lignes  droites  perpendiculaires  fur  PD  , PO  ; les  triangles 
reâangles  BMD  , HPDfont  fcmblables,  or  l’angle  BHP  exter- 
ne au  triangle  THP  vaut  les  deux  internes  HTP  , TPH  , ÔC 
l’angle  1 PH  eft  infiniment  petit,  donc  l’angle  HTP  ne  différant 
de  1 angle  BHP  que  d’une  quantité  infiniment  petite  eft  par  con- 
féquent  égal  à BHP,  d’où  il  luit  que  les  triangles  rectangles  TBP, 
HDP , BDM  font  fcmblables,  mais  les  deux  BDM,  TBP  donnent 

MD,  MB  ::PB,  PT,donc  ày , dxz:y,~  = PT  s les  lecteurs 
femblables  PBM,  PTO  donnent  PB,  BM  ::PT,  TO,  & par 
confcquent  y,  dx::y~yd^  =TO  ; enfin  les  triangles  fembla- 
bles BMD  , THO  donnent  DM  , BM  ::  TO , OH , donc  dy  , 
dx::J~f  ^-  = OH;  or  TP  étant  ~ là  différence  en  fuppofant 
dx  confiante  eft  fr»  donc  IO=I  P— TP  = 

& IO-4-OH=IH  = ^L-y -4-^1  ; or  IH  devient  égal 

à zéro  ou  à l’infini  au  point  d’inflexion  , donc  multipliant  par 
dy1,  & divifant  par  dx  on  aura  dx'--i-dy1 — yddy  = o ou  oo  de 
même  que  ci-deffus. 

Si  la  courbe  AC  ( Fig.  88.  ) eft  convexe  vers  fon  axe , on  prou- 
vera aifément  que  IH  lcraun  moindre  ou  un  plus  grand  au  point 
d inflexion , félon  que  les  angles  du  polygone  inferit  feront  fuppo- 
fés  aller  en  augmentant  ou  en  diminuant,  de  plus  la  différence 
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. IO  fera  négative , ainft  HI  = IO  — OH  = — 

& multipliant  par  t/y1  puis  divifant  par  dx  on  aura  yddy  — dx'- 
■ — dy-  =o  ou  » de  même  que  ci-deflus. 

Trouva'  le  point  d Inflexion  d une  Courbe  , dont  les  ordon- 
nées partent  jl' un  meme  point. 

120- Soit  la  courbe  AFX  ( une  conchoïde  ; concevant 

la  chofe  faite , & les  deux  ordonnées  iuiinimeni  ptoches  PF , Vf, 
je  décris  les  petits  atcf  FCi,  DH,  je  nomme  AB  — a,  BP 
— b > l’ordonnée  PF  = y , l’inconnue  PD  =»  z , & le  petit  atc  FG 
= dx,  par  la  propriété  de  la  conchoïde  /on  a DF  = AB  , donc 
PF  = PD  +rD  = z •+•  a , & par  conféquent  i équation  eft  y 
= z-+-a,  & fa  différence  eft dy==dz.  , t • . . 

Dans  le  triangle  rectangle  DBP  on  a DB  =aPD*  — PB*=  donc 
DB  = y'zz — bb,  les  triangles  rectangles  DBP,  t/HD  font  fem- 
blables  , car  l’angle  externe  PDB  eft  égal  aux  deux  internes 
DP  d , PdD;  mais  DPd  eft  infiniment  petit,  donc  Pt/D  ne  dif- 
féré de  PDB  que  d’un  infiniment  petit , & hji  eft  par  conféquent 
égal  , ainft  on  a BD,  BP::t/H,  DH,  donc  Vzz-r-bb  ,b:\  dz, 
'ÿ^z_bl  — DH , lesfeâeut(s  PDH,  EFG  font  fctnblables  , donc 

PD  , PF  : : DH , FG  , & par  cofrféquetit  z , z •+.  a : : ' 


tzi* ^ W-=  FG  ; or  FG  — dx  , .donc  dx  « totiŸon 


9&xV%M  - 


t ..  • - U ï’ 

- ; je  prens  encore  h différence  en  fup- 


zÿzz bb 

tire  dz  =*=  t/y _ ...  . , 

"*  - ;;)î  .T*  r* 

pofant  dx  confiante,  fie  j’ai-  dtk,~  ddy  — bzdzdxVzz  ■ — bb 
abdzdxV zz-bb-h  — bzdzdxVzz— bb , le 

tout  divifé  par  le  quarré  dcbz-Y-ah,^.  réduifant  les  entiers  en 
frailion  on  aura  ddy  iéHIèEESBdêtd. 

h + ii  ya-.'U  Si-t-^t,* 

en  fubftiruantla  valeur  de  dz  ; maintenant  fi  je  conçois  un  petit 
arc  différennebau  point  d'inftexion  F,  cet  arc  fera  dxL-hJy* 
—yddy  = , donc  yddy  ~ dy-  rt-dy1 , & mettant  ; dans,  cette 
équation  la  valeur  r + a 3e_y  j’ai  zddy-+-  addy  = dx\-y-  dy1- , & 
fübftituant  au  lieu  db  dy  , & deddy  les  valeurs  que  nous  venons 

Sf  ij 
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de  trouver  ; on  aura  en  divifant  le  numérateur  & le  dénomina- . 
teur  du  premier  membre  par  bz  •+•  ab , fie  en  réduifant  les  ter- 
mes du  fécond  au  même  dénominateur , *4  1,11  a',iz  * d’~ 

ÏT?* 

= qui  fc  réduira  à zzi — jbbz — abb  — o ou 

ùx  -t-ab 

zi  — \bbz — -i  abb  = o , fie  cette  équation  étant  conftruite  félon 
les  réglés  que  nous  avons  donnée  dans  le  premier  Livre  don- 
nera une  valeur  de  z à laquelle  ajoutant  la  valeur  de  a on  aura 
celle  de  PF , fie  par  conféquent  du  centre  P fie  d’un  intervalle 
égal  à PF  décrivant  on  arc , cet  arc  coupera  la  courbe  en  un 
point  F qui  fera  le  point  d’inflexion. 

Si  a— b , l’équation  fera  zi — }aaz — i <ji  = o , fie  divifant 
parz-4-aon  aura  z1  — az — \aa  = o ou  zl — az=j  aa , donc 
z * — az-h'4  aa  = ±aa  fie  z — -a—y'J  aa&c 
donc  PF  = la-t-V±aa. 

On  trouvera  de  la  même  maniéré  le  point  d’inflexion  dan* 
toutes  les  courbes  dont  les  ordonnées  partent  d’un  même  point  ï 
mais  il  arrive  quelquefois  qu’on  peut  réfoudre  la  queftion  plus  ai- 
fément  en  menant  des  ordonnées  parallèles  à la  courbe,  ainfï 
-qu’on  va  voir. 

Je  teprens  la  même  conchoïde  , fie  fuppofant  la  chofe  faite 
je  mene  du  point  F ( Ftp.  90.  ) la  droite  b£  parallèle  al’afym- 
ptote  BZ , & du  point  D la  droite  DL  parallèle  a PD , je  nom- 
me AB  = a , BP=é , BE ==x , EF  =y , dans  le  triangle  re£ian- 

gle  FLD  on  a FL  = FD  — DL , donc  FL=aa  — xx , fit  FL 
= V aa — xx , les  triangles  femblablcs  DLF , PEF  donnent  DL  , 
LF.-iPE*  EF,  donc  x,  >iaa — " = EF; 

or  EF  =yy  donc  y = * V~  **  ; or  fi  l’on  conçoit  que  les 

ordonnées  à la  courbe  foient  toutes  prifes  parallement  à BZ , il 
eft  vifible  que  la  fécondé  différence  de  l’ordonnée  qui  parte  par 
le  point  d’inflexion  fera  égale  à zéro , je  prens  donc  la  différence 

de  y fit  de  fa  valeur  , fie  j’ai  dy  mais  la  diffé- 

xxVax xx 

rence  de  y eft  négative  à caufe  que  les  x augmentant  les 3/  di- 
minuent , donc — dy  ~’^=^=  -,  je  prens  encore  la  différence 
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«n  fuppofant  dx  confiante , & j’ai  — ddy = 
or  cette  fécondé  différence  eft  encore  négative  à caufe  que  AE 
en  la  partie  concave , donc  ddy  = ■■■■■■  — — = o , . 

aa x ï —x  * Vu* xx 

& multipliant  par  le  dénominateur , puis  divifant  par  dx1  on  aura 
a<J4^  — aax 3 — jaabxl  — o , & divifant  par — aa  on  aura  x'i 
-+-  3 foc1 — 2alb==o,  6c  cette  équation  étant  conflruitc  donnera 
une  valeur  de  x que  l’on  portera  de  B en  E , & menant  du  point 
E l’ordonnée  Er  , le  point  F fera  le  point  d’inflexion. 

Si  a = b , l’équation  fera  *3  -t-  jav*  — maa  — o , 6c  divifant 
par  x -+••<*  on  aura  **-+-2 ax — 2a1  = 0 , donc  x'  2ax  — 2a1  ; 

x * -t-  2 ax  + m = ja*  & * -j-  a = v' 3a1  , donc  x — — a 
^+*  V 3 a*. 

121.  Soit  une  autre  conchoïde  AFX  ( Fig.  91.)  dont  la  pro- 
priété eft  que  fi  l’on  mené  du  Pôle  P une  ordonnée  PF,  le  re- 
âanglc  PD  x DF  eft  toujours  égal  au  re£tangle  PBxBA;  je 
fuppofe  la  chofe  faite , & concevant  les  deux  ordonnées  infini- 
ment proches  PF , iy  6c  les  petits  arcs  FG,  DH  je  nomme  AB' 

— a,  BP  = £,  PF:=y,  PD=*,  FG  = dx,  donc  DF=PF 

— PD  —y  — z ; or  par  la  nature  de  la  courbe  PD  x DF  = PB 
x BA , donc  yz  — zz~ab  eft  l’équation  de  la  courbe , d'oà  je  * 

tire  y — — — &c  dy  = — . „ n 

Or  dans  le  triangle  refJangle  DBP  on  a DB  = PD  — PB, 
doncDB  = zz  — bb,  6c  DB  Vzz  — ; les  triangles  femblablés 

PBD  , dHD  donnent  BD , BP  : : dH,  DH , donc  \/zz'^Tb , b 
z:dz,  —tiz  = DH , 6c  les  fe&eurs  femblablés  PDH,  PFG, 

. donnent  PD , PF  : : D H , FG , ôc  par  eonféquent  z, y : : — y 
. , 6c  mettant  au  lieu  de  y fa  valeur  ii~hzz  on  aura  pq 

bb  + z 


abbdz  bzzdz  T?/~'  j J J âbbdz-hbxzdz  1»  % 1» 

— • FG  = dx , donc  ax  = * d °u  1 on  tire 


*VtZ bb 


Z%VzZ—~bb 


■dz  — 


z*ix  Vzs  — bb 
abb+bz' 


6c  mettant  cette  valeur  de  dz  dans  la  va- 


leur de  dy  que  nous  venons  de  trouver  nous  aurons  dy 
*n.Vx.—»  — M,vS=af  & fa  différence  en  fuppofant  dx 

Sfiii 


4 bb  -4 -bz* 
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confiant  eft  ddy  = • : ' 9 

uoo  -H  / zx  vzz — vb  ___ 


& mettant  la 


■+■  iz 


~7 4 

abb 


ai***  x4ji» 


tzz 


valeur  de  dz  on  aura  ddy  ■ 

Or  fi  je  conçois  un  petit  arc  différentiel  au  point  d inflexion  , 
cet  arc  fera  dx'~  -y-  dy1 — y<fiy  = o comme  nous  avons  vu  ci- 

/ f atxLy  -+-  zz  iiy 

deffus  , mettant  donc  la  valeur  de  y nous  aurons 

— dxl  -4-  dy1 , ôc  mettant  les  valeurs  de  dy-  de  ddy  ôc  réduifant 
tout  au  même  dénominateur  on  aura 

S3Üïs  — g<M«4_ra..»  jtz‘  — ■’WxJ-1  __  0 t ^où  pon 


tire  ôabbz^-y-yaabiz1 — 8 ab*zl  — 8albi  — iaib*  = o ÿ & divi- 
fant  par  6abb  on  aura  z*  -H  f abz1 — ^b'z1  — \abi — \alb1—o 
qui  eft  une  équation  du  quatrième  degré  qu’on  peut  réfoudre 
comme  étant  du  fécond  à caufe  que  1 inconnue  cil  toujours  en 
dégré  pair  dans  fes  termes  , ôc  la  folution  de  cette  équation  don- 
nera la  valeur  de  z. 


Pour  refoudre  ce  Problème  en  fe  fervant  des  ordonnées  parai" 
leles  à l’afymptote  BK , je  nomme  l’inconnue  BE  = x , I ordon- 
née EF  — y,  & les  connues  AB=a,  BP  = b ;les  triangles  fem- 
blables  PBD,  PFE,  donnent  PD,  PB  : : DF,  BE  , donc  PD 
xDF,  eft  à PB  x BE  en  raifon  doublée  de  DF  à BE , ou  de  PF  à 
PE , ou  comme  le  quarré  de  PF  au  quarré  de  PE  ; ainfi  PD  x DP  , 

PBxBE:  :TF,  PE.  Or  PD  x DF  = ab  , PBxBE  = £*,  PE 
—bb -y- zbx -y~  xx , & dans  le  triangle  rectangle  PP"E  on  a PP. 

= ’PE-\-EF  = bb-+-2bx-\-xx-y-yy  y donc  ab , bx::  bb-\-ibx 
-+-  xx  -+ -yy  ybb~\-2bx~\-  xx , & par  conféquent  on  a bi  x -y-  2 bbx1 
-y- bx'i -+- bxyy  ==  abi  -+- zahbx -4-  abxx  , ôt  divifant  par  b,  puis 

„ „ . abx  -f-  Zûbx  -f-  axx  — b*X 

tranfpofant , enfuite  aivilant  par  x on  a yy ; 


— xbxt Xî  ...  , . X , AJ-hi^+^XJ  — x a~+~  „ — - 

- qui  1e  réduit  a y-= > donc  y 

b- f.*  x '/£EJ=  \fax-xx-y-b  v't~  , dont  la  différence  eft 

JC  X 

A-  - ot  cettc  différence  eft  négative  à caufe  i 

J Xxx/iX XX  . J , 

que  les  x augmentant  les  y diminuent  , donc  dy  -r-* 
& prenam  encore  la  différence  en  fuppofant 

xx  V.* : — r 
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j n jj  — luab-ï-Aahx  xdx* 

dx  confiante  , on  trouvera — ddy  = -y  or  cet- 

4-**  — 4*  * X Vax  — xx 

te  différence  eft  encore  négative  dans  la  partie  concave , & au 
point  d’inflexion  elle  eft  égale  à zéro  , donc  ddy  = 

taao aax 4 abxxJx*  ' 1»  • 1 . «•  « 

£=r — — — — = o , d ou  1 on  tire  en  multipliant  par  le  ae- 

4*xx  *—  4x  1 x Vax xx  r 

nominatcur,8cdivifantpard*S*—-—-— ==—*——  . fa;fant 

* u><  — f-  a *+■  4 & 

donc  la  partie  BE  = r-^Tb  ’ ^ mcnant  l’ordonnée  EF , le  point 
F fera  le  point  d’inflexion. 

Pour  connoître  fi  cette  courbe  ne  feroit  point  rentrante  dans 
quelqu’une  de  fes  parties , on  fait  que  la  différence  de  l'ordonnée 
qui  répond  au  point  où  la  courbe  rentre  eft  égale  à zéro  , c’cft 

pourquoi  fanant  — dy  - ----- — = o . on  aura  en 

ixVax  — xx 

multipliant  par  ixVax — xx , & divifant  pardx,  2xx — ax-+-ab 
— o,  ou-v-v  — ~ax-\-^ab  = o,  ôc  refolvant  cette  équation, les 

deux  racines  feront  x = <l~t~ fie  x=  f-~ ' ; or  fi 

4 4 

8.î*eft  plus  grand  que  an,  ces  deux  racines  feront  imaginaires; 
maisfi8rti  eft  moindre  que  aa , ces  deux  racines  feront  réelles  ; 
C’cft  pourquoi  prenant  Rfl  = , + >;''l~lbj  ( Fig.  52.  ) , & BI 

= * v'°  tah } 6c  menant  les  deux  ordonnées  GL,  IL,  les 

points  H,  L,  feront  les  points  où  la  courbe  eft  rentrante  6c  le 
point  d’inflexion  F fe  trouvera  entre  ces  deux  points. 

Mais  fi  %ab=aa,  alors  les  deux  racines  feront  égales,  c’eft- 

à-dire  , elles  feront  l'une  ôc  l’autre  a-  — *-  6c  il  n’y  aura  qu’un  feul 
point  F (Frg.91.)  auquclla  courbe  feroit  rentrante  s’il  n’y  avoir 
point  d’inflexion  , de  forte  que  le  point  d inflexion  eft  le  môme 
que  celui  où  la  courbe  rentreroit , ôc  en  effet , comme  en  fup* 
pofant  Sab  = aa,  on  a Sb  = n,  ôci=î<J,  fi  ion  met  cette  va- 
leur de  b . dans  BE^  — — r que  nous  avons  trouvée  ci-dcflus 

’ “-i-bb  * 

pour  le  point  d’inflexion,  nous  aurons  BE  — i\a  = ja,  ce  qui 
fait  voir  que  l’ordonnée  qui  répond  au  point  d inflexion  , eft  la 
môme  qui  répondroit  au  point  où  la  ccurbe  feroit  prête  a rentrer, 
puifque  l’ablcilfe  de  l’une  6t  de  l autre  eft  .v=  ^ a. 
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CHAPITRE  V". 

De  F ujàge  du  Calcul  Différentiel , pour  trouver  la  rayons  , 
. & la  nature  des  Développées. 

*j22.f^  I l’on  conçoit  qu’une  courbe  AB  [Fig.  $ j.)  ayant  été  en- 
veloppée  d’un  fil , on  vienne  à détacher  peu  à peu  ce 
fil  par  fon  extrémité  A , enforte  qu’on  tienne  toujours  la  partie 
détachée  bien  tendue,  l’extrémité  A décrira  une  courbe  ADEC 
qu’on  appelle  ligne  de  Développement  ; la  courbe  AHB  fe  nomme 
la  Développée,  & les  parties  du  fil  DH , EB  détachées  delà  cour- 
be fe  nomment  Rayons  de  Développées. 

123.  Si  le  fil  eft  précifement  égal  à la  courbe,  -c’eft-à-dire , II 
après  en  avoir  enveloppé  la  courbe , il  ne  refit  rien,  il  eft  vifible 
que  chaque  partie  détachée , par  exemple , le  rayon  DH  eft  égal 
à l’arc  AH  dont  il  a été  détaché  ; mais  fi  le  fil  eft  plus  grand  ou 
moindre  que  la  courbe  , le  rayon  DH  fera  auflï  plus  grand  ou 
moindre  que  l’arc  AH. 

1 24.  Le  rayon  ejl  toujours  tangente  à la  développée  : car  fi  l’on  con- 
çoit la  courbe  AQ  (Fig.  94.),  comme  un  Polygone  d’une  infinité 
de  côtés  AB,  BC,  DE , &c.  il  eft  évident  que  le  rayon  GB  eft 
le  prolongement  du  côté  BC , ôc  que  par  conféquent  il  touche  la 
courbe  fans  la  couper , de  môme  le  rayon  HC  eft  le  prolonge- 
ment du  côté  CD , & ainfi  des  autres , donc , &c. 

12  J.  Le  rayon  ejl  toujours  perpendiculaire  à la  ligne  de  développe- 
ment \ ; car  tandis  que  la  partie  AB  du  fil  fe  détache  , elle  décrit 
un  arc  AG  dont  le  centre  eft  en  B,  ainfi  le  rayon  GB  eft  perpen- 
diculaire fur  cet  arc  , de  môme  tandis  que  le  fil  palfe  de  la  pofi- 
tion  GB  à la  pofition  HC  , fon  extrémité  décrit  un  arc  GH  , 
dont  le  centre  eft  en  C,  & par  conféquent  le  rayon  HC  eft  per- 

fiendiculaire  fur  cet  arc  , 6c  on  prouvera  de  la  môme  fcçon  que 
e rayon  DI  eft  perpendiculaire  fur  le  petit  arc  HI , le  rayon  EK 
fur  l’arc  IK  , & ainfi  des  autres.  Or  la  ligne  du  développement 
AL  n’eft  autre  chofe  que  la  Ibmme  des  petits  arcs  AG,  GH  , 
HI , &c.  donc  puifque  les  rayons  de  la  développée  font  perpen- 
diculaires fur  ces  arcs , ils  font  aulfi  perpendiculaires  fur  la  cour- 
te, c’eft-à-ditc , que  fi  on  mene  des  tangentes  à la  courbe  AL 

aux 


Digitized  by  Google, 


et  le  Calcul  Intégral, Livre  II.  325 
aux  points  G,  H,  I,  K,  6cc.  les  rayons  GB,  HC,  ID,  6cc. 
feront  perpendiculaires  fur  ces  tangentes. 

126.  Si  l'on  continue  du  coté  de  L le  petit  arc  IK  décrit  par 
le  rayon  IE  ou  KE,  il  touchera  l’arc  KL  en  dclïbus  6c  palFcra 
dans  l’aire  de  la  courbe,  à caufe  que  le  rayon. KF  ou  LF,  qui 
décrit  l’arc  KL  , e(l  plus  grand  que  le  rayon  KE  qui  décrit  l’arc 
IK,  & iî  l’on  continue  du  côté  de  A lemême  arc  IK , il  touche- 
ra l’arc  IH  en  dehors  6c  pafiera  hors  de  faire  de  la  courbe  à caufe 
que  le  rayon  HD  ou  ID  qui  décrit  l’arc  IH  , eft  moindre  que  le 
rayon  IE  ou  KE  , qui  décrit  l’arc  IK  , ainli  le  cercle  de  chaque 
rayon  touche  la  coutbe  en  dedans  ôc  en  dehors , 6c  la  coupe 
en  môme  tèms  à un  même  point  ; c’eft  pour  cette  raifon  que 
quelques  Auteurs  appellent  ce  cercle  ou  fon  rayon  , cercle , ou 
rayon  bai  font. 

1 27.  De  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  , il  fuit  que  chaque 
point  de  la  développée  eft  le  point  de  concours  de  deux  lignes 
infiniment  proches  qui  font  perpendiculaires  fur  la  ligne  de  dé- 
veloppement ; par  exemple  le  point  D eft  le  point  de  concours 
des  deux  droites  HD  , ID,  infiniment  proches  6c  perpendicu- 
laires à la  courbe  AL  6c  ainfi  des  autres. 

128.  Tome  ligne  combe  de  quelque  nature  qu'elle  fait  peut  être  re- 
gardée comme  étant  la  ligne  de  développement  d’urne  autre  courbe  qui 
en  eft  la  développée  : car  comme  il  n’y  a point  de  courbes  à tous  les 
points  defquellcs  on  ne  puifTe  mener  des  tangentes,  il  n’en  eft  point 
aufiî  fur  tous  les  points  defquelles  on  ne  puifle  élever  des  perpen- 
diculaires. Or  ces  perpendiculaires  n’étant  point  parallèles  cn- 
tr’elles,  fc  couperont,  donc  fi  Ton  conçoit  quelles  foient  infini- 
ment proches  , tous  les  points  de  concours  de  deux  perpendicu- 
laires immédiatement  voifincs  feront  les  points  d’une  autre  cout- 
be qui  fera  la  développée  , comme  on  vient  de  voir  dans  l’article 
précédent. 

1 2p.  La  courbure  dttne  ligne  de  développement  AL  (Fig.  P4-)  di- 
minue en  s'éloignant  du  point  d’origine  A , car  le  rayon  BG  de  l’arc 
AG  étant  moindre  que  le  rayon  GC  de  l’arc  GH  , l’arc  GH  eft 
moins  courbe  que  l’arc  AG  6c  ainfi  des  autres. 

130.  Si  la  ligne  de  développement  AL  eft  une  courbe  géomé- 
trique connue  , on  pourra  toujours  déterminer  la  longueur  des 
rayons  de  la  développée  , 6c  par  conféquent  trouver  la  quadra- 
ture ôç  les  propriétés  de  cette  développée , ouifqu’il  eft  évident 
que,  fi  pat  exemple  le  rayon  LF  eft  connu  l’arc  AF  le  fera  auffi 
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& ainfides  autres.  Or  pour  cela  il  ne  s’agit  que  de  trouver  l’ex- 
prcllkm  du  rayon  , Ôc  cd) ce  que  nous  allons  enfeigner  dans  le 
reitc  de  ce  Chapitre. 

Trouver  me  cxprcjjion  générale  pour  le  Rayon  de  la 
Développée. 


13 1.  Soit  la  courbe  de  développement  AMm  (Fig.  p y.)  que  je 
fuppofe  connue,  & à laquelle  on  lâche  mener  une  tangente  à un 
point  quelconque  M , ôc  luppofons  que  fon  axe  foit  la  droite  AB 
fur  laquelle  les  ordonnées  font  perpendiculaires  ; je  mené  du 
point  M l’ordonnée  MP  & enfuite  une  autre  ordonnée  rnp  infini- 
ment proche , j’éleve  aux  points  M , m , les  perpendiculaires 
A1C,  wjC  & du  point  C de  concours,  je  mene  CE  parallèle  à AB 
& qui  rencontre  les  ordonnées  MP,  mp  prolongées  aux  points  E 
e;  je  mene  MR  parallèle  à AB. 

Je  nomme  AP=*,  PM=p  , l’inconnue  ME=:,  donc  Ee 
= P/>=RM  = </x  , R m=dyz=dz  & Mm = Vdx1  -\-3ÿ  ; les 
triangles  rectangles  MRwj  , AtEC  font  femblables  , car  l’angle 
droit  EMR  , étant  égal  à l’angle  droit  CMm , fi  on  ôte  de  part  & 
d’autre  l’angle  commun  CMR  l’angle  aigu  CME  fera  égal  à l’an- 
gle wMR  , ce  quï  rend  les  deux  triangles  reftanglcs  mMR, 
MCE  femblables  ; ainfi  on  a MR,  Mm  : : ME , MC  , ou  dx  , 

V dx1  ■+-  dyl , z,  ^ Jv  —MC , mais  le  point  C érant  le  point 

de  concours  des  deux  perpendiculaires  MC , mC , ce  point  eft 
un  point  de  la  développée  , & les  deux  perpendiculaires  font  éga- 
les, donc  la  différence  de  MC  = *v'—^*~‘0'*  eft  égale  à zéro  ; 
prenant  donc  certe  différence  en  fuppofant  dx  confiante , nous 

d*4>*-h  ixiy * -A-zdyiiy  „ , . ■ 1. 

aurons  & Va** -y-  = o , & multipliant  par  le  dénomma- 

tour  nous  aurons  x — d-~  ~ét  l;L  , Je  mettant  au  lieu  de  dz  fa 
valeur  dy , nous  aurons  = ÿ = ME , & mettant  cette  va- 
leur de  z , dans  = MC  , nous  aurons  MC 


l * * 4- dy*  x Vdx*  -4-^y  * 
— - dxâdy  * 

leurs  de  AIE  = 

— ddy 


il  faut  bien  faire  attention  à ces  deux  va- 

«.J  ur*  rf,  * dy*  x v’-iï  * -+-  y * 

& de  MC  = — — — parccque 


■"01grtizeé-by-4»e«glt 
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c’efl  de  là  que  dépend  la  folution  des  Problèmes  que  nous  allon» 
bientôt  propofer. 

Si  la  courbe  AD  (Fig.  9 6.)  a fes  ordonnées  qui  partent  d’un 
môme  point  B,  je  mène  du  point  de  concours  C la  droite  CE 

f>erpendiculairc fur  l'ordonnée  BM,  & la  droite  Cf  perpendicu- 
aire  fur  l’ordonnée  B/»;  je  décris  le  petit  arc  MR  ôc  nommant 
BM==y,  ME=2,  ôcMR=t/*,j’ai  Rm—dy , Mt»=  v/dxl-+-  dy-. 


Les  triangles  rectangles  MRm,  MEC  font  femblables,  car 
l’angle  CM«  étant  droit  de  même  que  l’angle  BMR  , fi  l’on  ôte 
de  part  ôc  d’autre  l’angle  commun  OMR,  il  relie  l'angle  aigu 
RM  m égal  à l’angle  aigu  BMC,  ce  qui  rend  les  deux  triangles 
rectangles  MRw  , MEC  femblables  , ainfi  MR  , R/»  : : ME  , 

E C , donc  dx , dy  ::  z,~y  = EC ou  Ec , car  ces  deux  lignes  ne 
différent  que  d’une  grandeur  infiniment  petite;  de  même  MR  , 
M*  : : ME , MC , donc  dx,  v^dx1  -+-  dyl  : : z , ÎL 

— MC.  Or  MC  = »»C,  à caufeque  ces  deux  lignes  partent  d’un 
même  point  de  concours , donc  la  différence  de  MC  efl  égale  à 

. ^ r.  „ , „ dzJx2-hdzdy2-hzlyddy 

zéro  ; ainfi  fuppofant  dx  confiante , nous  aurons  

_ J»  \ . dzix2  -f-  dzdy2 

— o,  d ou  nous  tirerons  z — 


-iyiyy 


Ÿdx2-hdy2 

or  les  triangles  fem« 


blables  BMR,  CfG,  donnent BM,  Ce::  MR,  Gf  , donc]_y , 
Tz::dx>  y = Gf,  ôc  la  droite  EM  étant  égale  à BM— BE, 

fa  différence  efl  auffi  égale  à la  différence  deBM  moins  la  diffé- 
rence de  BE 

. y 

dzix*  -+*  dzdy*  11*1?  yix* -t-ydy* —zix*  — xiy* 

= . nous  aurons  ME  = z — - -r-, — , 

— dydyy  — ydiy  > 

ou  zdx2  -f-  zdy2  — zyddy  =ydx'  -+-ydy2 , donc  z = 

= ME , ÔC^mettant  cette  valeur  de  ME  ou  z , dans  celle  de  MC 
trouvée  ci-delius  nous  aurons  MC  = „ . ri : — : — • 


, c’efl-à-dire  à Rm  moins  GE  , donc  dz  = dy 
y—  *-  ; & mettant  cette  valeur  de  dz  dans  z 


dx  î -y-  Ixdy  2 — y. ix ad, 


On  peut  trouver  les  mômes  valeurs  de  ME , MC  de  plufïeurs 
autres  maniérés  que  l’on  peut  voir  dans  l’Analyfedu  Pere  Renaud, 
ôc  dans  le  Traité  des  Infiniment  Petits  de  M.  le  Marquis  de  l’Hô-, 
pital. 

Sil’on  fuppofe  du=Mm confiante  (F/g.py.)  la  différence  de  MÇ 

Ttij 
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iVdx*  -t-dy 1 

~~~dx 


fera 


dz  4*  v'Jx  * Hh dy  * — zJJx  Vàx  * -4-  y 1 

57^ 


= o , donc  * 


«=^,  & mettant  au  lieu  de  dz  fa  valeur  dy  , on  aura  z 

dJx  * 

= = ME, 6c  mettant  cette  valeur  de  s dans  celle  de  MC,on 

dax  1 _____ 

auraMC=  iy  v * , & Pour  la  Figure  96.  on  aura 

or  dz  = — ~Y>  , mertantdonc  cette  valeur  de  dz  dans  celle  de 

3 ’ 

z,  on  aura  z — ,iy  >x~’  , ou  zyddx  -+-  zdydx  ~ y dydx  donc  3 

t , fie  mettant  cette  valeur  de  z dans  celle  de  MC  , on  * 

dydx+yddx  3 

ii^i  y’yViy*  -t-dy* 

aura  MC=  — . 

a, a*  -y-y*dx 

Enfin  fi  l’on  fuppofe  dy  confiante  pour  la  Figure  99.  la  difie- 

I V.'* 1 * - dzU  > -htzdr.ly* — -1  ulxdy* 


rcnce  deMC  = : 


, fera* 


dx  ’ -t-  ,»  > 

j,  * p . • dzJx*  -+-dzJxdyl  dx*  -f-  «x.-jr*  iVfT? 

d ou  1 on  tire  z = ^ ou  £ ~ = ME  » cn 

métrant  au  lieu  de  dz  fa  valeur  dy , & c fubflituant  cette  valeur  de 
z dans  MC  ; on  aura  MC  = — — , &.  pour  la  Fi- 

± ayuux 

x.  Jzix*  -4-  dzitdy  * 1 ydy  — zdy 

gure  96  on  aura  s=  ■ d , or  az=  — , mettant 

donc  cette  valeur  de  dz  dans  la  valeur  de  z , nous  aurons  z 
= * ' f~-f"  ’■  y*  } ou  zydyddx  -1-  zdxi  -+-  zdxdy1 

=ydxl  -hydxdy1,  d’où  l’on  tire  2 = = ME  , 


6c  mettant  cette  valeur  de  z dans  MC» 


■ » v"-*  * ~+~  j_>  a 
dx 


, on  aura 


j.» p ,..x*  -f-,-»1 

djr*  -f*  Un  J, 1 -\~yayiji  x 


Une  ligne  courbe  étant  donnée , trouver  les  Rayons  & la 
nature  de  fa  Développée. 

152.  Soit  la  courbe  donnée  AB  (F/ç.97.)  une  parabole,  je 
prens  deux  points  infiniment  proches  M , m , fur  lelqueis  je  con- 
çois les  deux  perpendiculaires  MC  , Me  , dont  le  point  de  con- 
cours eft  C,  je  mené  la  tangente  MT  6c  l’ordonnée  MP  que  j© 
conçois  prolongée  en  E jufqu’à  ce  qu’elle  rencontre  la  droite 
CE  parallèle  à 1 axe  AP , ainfi  nommant  le  paramétré  = a l’abf- 
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cilTeAP=#,  l’ordonnée  PM—  y,  j’ai_y_y  = «.vparlunaturede 
la  parabole;  je  prens  la  différence  a ydy  — adx,  d’où  je  tire  dy 

= ~»  & mettant  au  lieü  de^  fa  valeur  Vax , j’ai  dy  — , 

je  prens  encore  la  différence  en  fuppofant  dx  confiante , ce  qui 
donne  ddy  = — — — =;  ; or  la  valeur  de  ME  efl — — ^mettant 

donc  à la  place  de  dy1  & ddy  les  valeurs  que  nous  venons  de 

a-t-4*xV'jx  / — . 4»V« 
trouver  , nous  aurons  ME  = ‘ a — =vax-i — - — , 

Pour  conflruire  cette  valeur  de  ME  , je  niene  la  tangente 

MT , ôc  au  point  T,  j’éleve  fur  cette  tangente  la  perpendiculaire 

TE  qui  coupe  MP  prolongé  au  point  E , car  les  triangles  fem- 
blablesMPT,  PTE,  donnent  MP,  PT  — PT  , PEjdoncv^nv, 
2.v  : : 2.v,  ^ = PE,  & multipliant  le  numérateur  & le  déno- 
minateur par  v'àjîj’ai  PE y donc  MP  -4-  PE  — 

, s,v,~* 

= v «j*-i 

4 • 

Pour  trouver  la  valeur  de  EC  , je  trouve  dans  les  triangles 
femblables  QPM,  CEM,  cette  analogie  PM, PQ  : : ME  , EO; 
or  PQ=  J a par  la  propriété  de  la  parabole,  donc  V nx  y j a : : 

V~  { ~ •+-  ou  \a  -4-  ax=  EC  ; je  prens  fur 

l’axe  la  partie  QN  — ax  , ce  qui  fait  PN  — PQ  -H  QN==7<* 
-+-  2.v  ; j éleve  en  N la  perpendiculaire  NC  , jufqu  a ce  qu  elle 
rencontre  la  droite  EC  parallèle  à I axe  , & le  point  C efl  un 
point  de  la  développée,  car  EC  = PN=-j  a -4-2*.  ^ > 

Dans  le  triangle  reûangle  MEC  on  a AIE -t-  EC  = MC , 
donc -L aa •+•  jax-+-  12**-+-  — — =MC. 

Si  l’on  prend  l’expreflion  générale  de  MC  , que  nous 
avons  trouvée  dans,  l’article  précédent  , ceft-a-dire, 

& >on  fubftlrue  j,  ia  piace  de  dy  & d s ddy 
les  valeurs  que  nous  • venons  de  trouver  , on  aura 

* -*-^rx  ziXi~+id,iv’4--h  x4,v« 


édx* 


W 


•*  — MC , ou  bien  en  multipliant  tout  par  aVa}  ou 

* * r,-.  ... 

1 t \l) 
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aura  MC=  4 J*  ~l~ — * ; dans  le  triangle  retlangle  MPQi 

on  a MQ  — MP  ■+-  PQ  , donc  MQ  = J aa=*~  ^ 
donc MQ=  7 aa ; mais 4i<  Ux~-J , cft  le  cube 

de  MQ , donc  MC  = = . d*oCl  y fuit  quc 

ft  l’on  fait  une  progreffion  géométrique  de  quatre  termes , dont 
le  premier  foit  te  paramètre  a , & le  fécond  foit  aMQ  , ou  le 
double  de  la  perpendiculaire,  la  moitié  du  dernier  terme  de  cet- 
te progreffion  fera  le  rayon  MC  de  la  développée  correfpondant 
au  point  M de  la  parabole  ; car  cette  ptogreflion  fera  : : a , aMQ , 

> & par  conféquent  ce  dernier  terme  divifé  par  a 
fera  * ~ = MC,  mais  fi  au  lieu  de  prendre  le  double  de  la  per- 


pendiculaire pour  le  fécond  terme  de  la  progreffion  ; on  prend 
Amplement  la  perpendiculaire  , alors  la  progreffion  fera  : : a 

MQ,  ^ ^ , & par  conféquent  le  rayon  de  la  développés 


8MÇ 


.4MQ 


fera  quadruple  du  quatrième  terme  ; car;i4,  . 

On  trouvera  de  la  même  manière  les  autres  points  de  la  déve- 
loppée. • ♦ 

Lorfquc  le  point  M de  la  parabole  fera  infiniment  proche  du 
fommet  A , alors  x fera  égal  à zéro  , donc  effaçant  dans  MC 

— lut  “*  * 4*  ~f"*  tous  les  termes  où  a:  fe  trouve,  on  aura  MC 


= — \ a , ainfi  prenant  AB  —\a,  le  point  B fera  le  fom- 

met de  la  développée. 

Si  l’on  continue  la  parabole  de  l’autre  côté  de  l’axe  (Fit.  pp.) 
il  eft  vifible  que  la  développée  rebrouflera  chemin  vers  H , ôc 
que  fon  point  de  rebrouflement  cft  le  point  B diftam  de  \ a du 
fommet  A de  la  parabole. 


Maintenant  pour  connoître  la  nature  de  cette  développée , je 
nomme  fon  abfciflc  BN  = « {Fig. 57.) , fbn  ordonnée  NC  = t; 

or  NC  = PE  = ^ ; donc  i=  ^ . de  plus BN=  AP-f-PN 
— AB,  & nous  avons  trouvé  ci-dcffus  PN = a -+-  ax  , donc 
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BN <i-i- a* — \a—3x=u ôtx=f»  , mettant  donc 

4 uV^û 

cette  valeur  de  x danst=^^  nous  aurons r=* — -,  par  con- 
féquent  tt=  — &«3  = fJ  att , ce  qui  fait  voir  que 

cette  développée  eft  la  fécondé  parabole  cubique  & que  fon  pa- 
ramétré eft  à celui  de  la  parabole  qui  eft  le  développement  com- 
me f J à \ \ , c’eft-à-dire , comme  27  à 1 6. 

Le  rayon  de  la  développée  au  point  B étant  7 a , il  eft  vifiblc 

Ïue  fi  du  rayon  MC  on  retranche  ~ a,  le  refte  fera  la  valeur  de  l’arc 
IC  de  la  développée  , ainfi  la  re&ification  de  la  fécondé  para- 
bole cubique  eft  trouvée. 

On  peut  trouver  ce  que  nous  venons  de  voir  d’une  antre  fa- 
çon dont  il  eft  bon  de  dire  un  mot  afin  que  les  commençans  n’y 
foient  pas  embarraftés  ; l’équation  de  la  parabole  étant  yy  = ax , 
& fa  différence  étant  lydy  = adx  nous  avons  ci-deflùs  divifé 

par  2 y,  ce  qui  nous  a donné  </y  = , & par  conféquent  ddy 

— ~~  ‘t-’ , maintenant  fans  divifer  paray  prenons  la  différen- 
ce  de  lydy—aàx  en  fuppofant  dx  confiante,  & nous  aurons 
zdy1  -+-  iyddy  = o , d’où  l’on  tire  — ddy  — d-~  , fie  mettant  cette 

valeur  de — ddy  dans  ME  — nous  aurons  - — y ’ 

=y  , d’où  il  fuit  que  PE  = *jr,  & pour  conftruire  cet- 

te valeur  il  faut  de  même  que  ci-deffus  mener  la  tangente  TM , 
& la  perpendiculaire  TE  ; car  la  différence  de  PM  étant  a celle 

de  AP  comme  PM  eft  a PT  , on  a 1 iy,  dx  : :y  =PT,  & les 
triangles  femblables  MPT , TPE  donnent  MP , PT  : :PT , PE 
ouy,^::T'.  ’ d‘'  = ; or  fi  l’on  met  au  lieu  de  y fa  va- 

leur  V ax , & au  lieu  de  dx1  fa  valeur  V “>  - , & enfin  ax  au  lieu 

de  y1  on  trouvera  PE  = de  même  qu’auparavant , 

ce  qui  fait  voir  que  de  quelque  maniéré  qu’on  prenne  la  différen- 
ce de  y dans  l’équation , cela  revient  au  même , & ce  qui  eft 
exprimé  d’une  façon  en  x , fe  trouve  exprimé  de  l’autre  en^  > c eft 

à dire  que  l’expreflion  de  PE  ==  trouvée  de  la  première  fa- 
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çon  cft  précifémenr  la  valeur  de  PE  = “r  trouvée  de  la  fécon- 
dé maniéré. 

ij  3.  Si  la  Figure  AMD  (Dg.  97-)  reprefente  une  parabole 
quelconque  dont  l’équation  efl_y  = *■,  en  fuppofant  le  paramè- 
tre a — 1 la  différence  efl  my*  ' dy  — dx  , & fuppofant  dx 
confiante  la  fécondé  différence  fera  mm  — inÿ"  1 dy1  -+-  »y 

ddy  — o,  d’où  je  tire  — ddy  = =»w—  V fy* 

— ' *-lL  ; mettant  donc  cette  valeur  de  — ddy  dans  la  for- 

mule ME  — -'*  iy-  on  aura  ME=feh^‘;  or  cette  va- 

— iiy  m — 1 x dy  * 

leur  de  ME  ne  diffère  de  la  valeur  y"'  que  nous  venons 

de  trouver  pour  la  parabole  ordinaire  qu’en  ce  que  le  dénomi- 
nateur efl  multiplié  par  m — 1 , ainfi  la  parabole  ordinaire  eft  à 
1 l’autre  comme  m — 1 efl  à 1 , par  conféquent  on  mènera  la  tan- 

gente MT  & la  perpendiculaire  TE,  fie  l’on  trouvera  comme 

auparavant  ME=r-^^’/-— > puis  on  fera  cette  analogie /m — 1 , 

, ou  m — 1 , 1 , ME , MS  , & le  point 

. ' àyx  7 m — 1 

S fera  le  point  par  lequel  on  mènera  la  parallèle  MG  pour  avoir 
le  point  G de  ia  développée. 

Lorfque  l’expofant  m efl  moindre  que  l’unité  la  parabole  efl 
convexe  vers  fùn  axe,  car  cela  provient  alors  de  ce  que  l’on 
appelle  y la  grandeur  que  l’on  devroit  appcller  x , ce  que  l’on 
comprendra  mieux  par  l’exemple  que  je  vais  en  donner  , foit 
par  exemple  la  parabole  ordinaire  AMD  ( Fig.p 8. } dont  l’axe  efl 
AL  & la  tangente  au  fommctefl  AP,  fi  je  nomme  l’ordonnée 
MO  —y , l’abfcilTe  O A = MP  = * & le  paramétré  ==  1 , l’équa-  ' 
tion  fera_yt=  i.v,  & l’expofant  2 étanr  au-deffus  de  l'unité,  la 
concavité  de  la  courbe  cft  tournée  du  côté  de  l’axe  ; mais  fi  je 
prens  pour  axe  la  tangente  AP  ôt  que  je  normée  l’ordonnée  MP 
~y  au  lieu  qu’auparavant  elle  étoitA-,&  l’abfciffe  AP=MO=x 

au  lieu  qu’auparavant  elle  étoit_y,  l'équation  fera  xx^=y , ou 
« 

yi=x , & l’expofant  étant  moindre  que  l’unité  la  convexité  de 
la  courbe  efl  du  côté  de  la  droite  AP  que  nous  avons  prife  pour 
axe,  & la  même  chofç  arrive  à l’égard  des  autres  paraboles  ; 
cela  pofé , Si 
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Si  Ion  vent  trouver  le  rayon  de  la  développée  correspondant 
a un  point  quelconque  M on  mènera  la  tangente  MT,  oc  furie 
point  T où  elle  coupe  l’axe  AP  on  élèvera  la  perpendiculaire 
TE , & 1 on  aura  ME  = *•-*  ~flydy™  ; faifant  donc  m — i , r y 

1 ‘‘y  ' ’ > »»  — i , t : : ME , MS,  on  portera  MS 

fur  PM  prolongé  du  coté  de  D , ôc  du  point  S menant  SG  pa- 
rallèle à l’axe  AP , le  point  G où  SG  coupera  la  perpendicu- 
laire MG  fera  un  point  de  la  développée. 

Pour  trouver  la  valeur  de  SG  ( Fig.  98.  ) les  triangles  reQ an- 
gles PMQ , SMG  donnent  PM , PQ  : : SM , SG  ou  PV,  ôc  PQ 
étant  la  fouperpendiculaire  vaut donc  on  a y,  ~ : : yix * fi— 

*— SG  PV  = ==-  or  pour  la  pa- 


rabole ordinaire( F.  57.)  nous  trouverions  PN=^-+~j^  Ôc  la  valeur 

de  P V ou  SG  (Fig.  $8.)  ne  différé  de  la  valeur  de  PN , qu’en  ce  que 
le  dénominateur  eft  multiplié  par  m — 1 , donc  l’une  eft  à l’autre 

comme  m — leiin;  ainft  ayant  trouvé  la  valeur  PN  =7— 

d ,iy 

■+■  > pour  la  parabole  ordinaire  on  fera  m — 1 , 1 : : y~ 

ydïï  J * ' 

■+■  ~-t Z > ou  m — 1 , 1 : : PN , P V , Ôc  par  conféqucnt 


on  aura  la  valeur  de  PV  = SG. 

Dans  la  Figure  98.  les  droites  MS  , PV  font  négatives , par- 
ce qu’elles  font  menées  d’un  fens  différent  à celles  de  la  Figure 
97.  dans  laquelle  les  points  S , V doivent  tomber  plus  près  l”un  ôc 
l’autre  du  point  P que  les  points  E,  N lorfque  m — 1 eft  plus 
grand  que  l’unité. 

Pour  trouver  le  point  où  la  développée  BG  rencontre  la  droite 
AL  ( Fig.  98. ) il  faut  mener  MO  paralleleà  AP,  puis  faire  atten- 
tion que  quand  le  point  M fera  infiniment  proche  du  fommet 
A , le  point  O , c’en  - à - dire  l'extrémité  de  la  droite  MO  fera 
infiniment  proche  de  A , parce  qu’alors  la  droite  MO  fera  infi- 
niment peüte , ainfi  la  droite  OR  deviendra  AR , ôc  le  point  R 
fera  le  point  de  concours  des  deux  perpendiculaires  infiniment 
proches  AR , MR  , donc  ce  point  fera  un  point  de  la  dévelop- 
pée ; or  les  droites  OM  étant  ordonnées  à la  courbe,  les  droites 

OR  fopt  des  fouperpendiçulaires,  prenant  donc  l’çxpreffion  de 

" 4,1 1 1 
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la  fouperpendiculaire , il  eft  fur  que  fi  dans  cette  exprelïion  on. 
fait  la  droite  OA  égale  à zéro  , on  aura  la  fouperpendiculaire 
correfpondante  à la  perpendiculaire  MR  infiniment  proche  de 
A , Ôc  par  conféquent  on  aura  le  point  où  la  développée  touche 
la  droite  AL  , pour  cela  donc  il  faut  rapporter  les  points  de  la 
courbe  non  plus  à la  tangente  AP  , mais  à la  droite  AL  qui  en 

eft  le  véritable  axe , ce  qui  fe  fait  ainfi , je  prens  l’équation  y* 
s=#,  ôc  comme  les  ordonnées  OM  font  nommées  x au  lieu  de 
y , 6c  les  abfciffes  AO  font  y , au  lieu  de  x l’cxprcfiion  generale 

de  la  fouperpendiculaire  qui  eft  ~ fera  ici  ^ = OR  ; or  la  dif- 
férence de  l’équation  eft  mym  1 dy  = dx , mettant  donc  cette 
valeur  de  dx  dans  ^=OR , noos  aurons  nxy  ^ — - — mxym  1 

= OR , & mettant  au  lieu  de  x fa  valeur  y*  nous  aurons  OR- 

— mylm  1 ; or  fi  m — \ il  eft  évident  que^:m  1 fera=  i , & 
par  conféquent  OR,  c’eft-  à - dire  AR  — m = 7,8100  prenant 
fur  la  droite  AL  la  partie  AB  = ^ , c’eft  - à - dire  à la  moitié  du> 
paramètre , la  développée  touchera  l’axe  au  point  B , 6c  cela 
n’arrive  que  dans  la  parabole  ordinaire  , mais  fi  an»  eft  moindre 
que  i r alors  la  grandeur  y ne  s’évanouira  point  dans  OR 

=rnylm  1 , 6c  elle  paffera  au  dénominateur , parce  quelle  eft 
négative  , ce  qui  fera  OR=-^r<i,  ainfi  faifantjr  = o on  aura 

AR  s=  ",  6c  par  conféquent  AR  fera  infiniment  grand,  6c  l’axe 
AL  (Fig.  ioo.  ) fera  l’afymptotc  de  la  développée  ; or  en  ce  cas 
la  développée  CKE  aura  un  point  K de  rebrouffement , car  les 
points  de  concours  des  perpendiculaires  infiniment  proches  qui 
nattent  de  la  partie  AM  de  la  parabole  formeront  la  brandie 
KE  , les  points  de  concours  des  perpendiculaires  qui  partent 
de  la  partie  MD  formeront  l’autre  hranche  KC,  nous  dirons 
bientôt  comment  on  trouve  le  point  K.  dç  rebrouffement. 

Enfin  fi  2 m eft  plus  grand  que  i , la  grandeur^  ne  s’évanouira 

point  dans  OR  — my'm  6t  elle  reliera  au  numérateur,  par- 
ce qu  elle  eft  pofirive , ce  qui  fera  OR  = — , ainfi  faifant 

y ==  o on  aura  AR  = f,  c’eft-à-dire  infiniment  petit,  donc  la 
développée  touchera  l'axe  au  fommet  A de  la  parabole. 
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Lorfque  dans  l’équation  générale  ym  = x l’expofant  m eft 

flus  grand  que  l’unité,  la  parabole  eft  concave  du  côté  de 
axe  auquel  les  y fe  rapportent,  fie  l’on  trouvera  comme  cy- 

deiïiis  la  droite  MS  = ^ ^ ja  gG  = - -ji* — 

m — i dy  * m — i iy 

— — — ( Fig.  p 7.  ) ainfi  on  trouvera  aifément  tel  rayon  que 

m — 1 dx 

l’on  voudra  de  la  développée  , de  môme  l'expreffion  générale 
•e  la  fouperpendiculaire  PQ  fera  ~ ; c’cft  pourquoi  prenant  la 

différence  mym  1 dy  = dx  de  l’équation , fie  mettant  la  valeur 

de  dx  dans  PQ  nous  aurons  PQ  — y-~  — — — — — £ 

ot  ft  w = î on  aura  PQ  = -£,  6c  par  conféquent  prenant  AB 
= i==v,  c’eft-i-dire  à la  moitié  au  paramétré  le  point  B fera 
le  point  où  la  développée  touchera  l’axe , fi  m eft  moindre  que 

a.  la  grandeur  y ne  s’évanouira  point  dans  PQ  = — & rc. 

fiera  au  numérateur , parce  qu’elle  eft  pofitive , fàifant  donc^y  = o 
on  aura  PQ  ou  AB  = ~ , c’cft-à-dire  infiniment  petit , donc  la 
développée  touchera  la  courbe  au  fommet  , fie  fi  m eft  plus 
grand  que  2,  y1  m étant  négatif  paflèra  au  dénominateur,  6c 
l’on  aura  PQ  = > faifant  doncy=  o on  aura  PQ  ou  AB 

my 

= donc  AB  fera  infini  ôc  la  développée  aura  pour  afymptote 
l’axe  de  la  courbe , d’où  il  fuit  qu’elle  aura  un  point  de  rebroufle- 
ment , ainfi  que  nous  l’avons  obfervé  ci  defius. 

Pour  trouver  directement  le  rayon  de  la  développée  dans  tou- 
tes les  paraboles  , il  faut  prendre  la  formule  de  MC  ou  MG 

— d^+'  » fubftituer  la  valeur  de  dx  6c  de  ddy  prife  de 

l’équation  ym  — x , ce  qui  donnera  MC  = 


-iy' 

1 — n vf" 


'Jzl 


1 — my 


Xdj  1 


1W — 1 -h  1 mxylm — 1 -f-i 


- 1 m — — ; or  fi  dans  la  formule  générale  dç 


1 — my 


la  perpendiculaire  qui  eft , on  fubftîtue  la  valeur  de 


Vvij 
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dx  , on  aura  MQ  ( Fig.  $7.  ) = — ; 

1 WJ  a J * 

= FUL — -~—FJ  } maintenant  fi  l’on  fair  une  progreflion  dcr 

•«J 

quatre  termes  dont  le  premier  foit  le  parametre  = 1 , & le  fé- 
cond la  perpendiculaire  ' , cette  progrefiîon  fera  i , 

* 

— , — — - i ,orcon» 

n.-T  — 1 »*/"—' * * 

parant  le  quatrième  terme  de  cette  progrefiîon  avec  la  valeur 

j ylW — ï , , — 1 . , 

de  MC  = — — — — , on  voit  que  les  numd- 

ram  —tn/*  1 

ratcurs  font  les  mômes  de  part  Sc  d’autre , fit  que  fi  on  tire  la 
racine  cubique  du  dénominateur  du  quatrième  terme  & qu’on 
multiplie  cette  racine  par  m — i on  aura  un  produit  égal  au 
dénominateur  de  MC,  de  forte  que  fi  le  quatrième  terme  avoit 
ce  produit  pour  dénominateur  il  feroir  égal  à MC  , d’où  l’on 
tire  cette  réglé  : prenez  le  quatrième  terme  d'une  progrejfion  de  qua- 
tre termes  , dont  te  premier  fott  le  paramétré  , & le  fécond  [ott  la 
perpendiculaire  à la  courbe  , tirez  la  racine  cubique  de  fon  dénomi- 
nateur , multipliés  cette  racine  par  m — i ou  par  Pexpofant  de  P é- 
quation  diminué  de  P unité , & menant  ce  produit  à la  place  du  dé- 
nominateur du  quatrième  terme , vous  aurez  le  rayon  MC  ou  MG 
de  la  développée. 

Si  m — 2 , en  mettant  cette  valeur  dans  MC  ou  MG 

1 -t- 1 x — ‘ l-+-i  «il  •{  j 

= — - , &.  dans  le  quatrième  terme  de 

wm  — «/»  1 • 

i„  x-*-<  '-^i.  xrrr 


la  progreflion 


■ on  aura  MC  ou  MG 


♦;*f  ixv4)‘-h  - | _ - , 4>**fiXV'4»î+l  * 

, & le  quatrième  terme  = ». 

d’où  l’on  voir  que  le  rayon  A1G  fera  quadruple  du  quatrième 
terme  de  la  progreflion  dans  la  parabole  ordinaire,,  ainfi  que  nous 
l’avons  trouvé  ci-deflùs. 

Si  nous  fiippofons  que  le  point  M Ibh  infiniment  proche  du 
lbmmet  A la  droite  MP===y  , ( Fig.  97.  ) ou  AO=^  ( Fig, 
$8.  fera  égale  à zéro,  ainfi  e fiaient  cf abord-dans  le  numérateur 
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de  MC  ou  MG  = — v - — * , les  termes  ou 


m nty 

y fe  trouve  & où  fes  expofans  ne  le  font  pas  évanouir  on  aura 
IX</| qui  fera  le  rayon  de  la  développée  lorfque  M éff 

mm  — mym  1 _*  ' / 

infiniment  proche  du  fommet,  & par  conféquenton  aura  le  point 
où  la  développée  touche  l’axe. 

Par  exemple  f»  w=  2 on  aura  c’eft-à-dire  AB  égal 

à là  moitié  du  paramétré , fi  m eft  moindre  que  2 , Texpofant  dir 
dénominateur  fera  négatif,  ainfi  en  le  faifant  paffer  au  numéral 

teur  on  aura  l-x-  v l---> , & faifant  y = o on  aura  -; 

c’eft-  à --dire  AB  infiniment  petit,  donc  la  développée  touche^ 
ra.  l’axe  au  point  A , enfin  fi  m eft  plus  grand  que  2 , l'expofanr 
du  dénominateur  fera  pofitif,  faifant  donc^=o  on  aura  AB> 
= L_  — } e’eft  - a - dire  AB  infiniment  grand;  donc  l'axe  AB 

fera  l’afymptote  de  la  développée,  laquelle  par  conféquent  aura, 
un  point  de  rebrouflement  , ôt  tout  cela  s’accorde  fort  bien 
avec  ce  que  nous  avons  dit  ci-dcflus  en  nous  fervant  de  la  fou- 

f perpendiculaire  au  lieu  du  rayon,  ce  que  j’ai  etc  bien  aifc  d’obr- 
erver  pour  faire  voir  qu’on  peut  trouver  les  mêmes  chofes  de 
différentes  façons.  * 

Dans  la  première  parabole  cubique  yJ=x(  Tig.  toi.  ) dn  aura' 
AB  _ 1 x v’. t ainfi_y}  ” 1 étant  pofitif  reftera  au  dénomina- 


■w 


teur  ; faifant  donc^=ô  on  aura  AB=  idLîliou  infini,  donc  là* 

développée  CKE  aura  pour  afytnprote  l’axe  delà  parabole,  &' 
le  point  K fera  le  point  de  rebrouiïemcnt,  donc  l’autre  partie- 
Ad  de  l'a  parabole  aura  une  autre  développée  Cke. 

Dans  la  fécondé  parabole  cubiquejPî  =xx  ou  yr  — * ( lig. 
;i-02.  ) on  aura  AB=  ±*?±. , ; , & comme  eft  négatif 


A—  4-1 


oh  aura  AB  ==  — — , & faifant^  = o'  on  aura  AB=  — -, 

c’eft-à-dire  AB  infiniment  petit , ainfi  la  développée  CAE  tou- 
chera l’axe  au  fommet  A. 
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Dans  la  première  parabole  du  quatrième  degr éy*  = x(Fig^ 

103.)  on  aura  AB=  - 1 x- ■ : donc^4-1  étant  pofitif  reliera 

au  dénominateur  » ainfi  faifant^  = 0 on  aura  AB==ii — l.  f 
donc  AB=  » , Ôc  par  conféquent  la  développée  CKE  a pour 
afymptote  l’axe  de  la  courbe , de  forte  que  li  on  continuoit  la 
courbe  de  l’autre  côté  de  l’axe , il  y auroit  une  autre  dévelop- 
pée ckt  qui  auroit  au  (R  pour  afymptote  l’axe  de  la  parabole , ôc 
dont  la  branche  ck  couperoit  la  branche  CK  de  la  première 
développée  en  un  point  O de  l’axe. 

La  leconde  parabole  de  ce  xjegré  étant  y*=  xx , fi  on  tire  la 
racine  quarrée  on  a y1  =x  , ce  qui  fait  voir  que  ce  degré  n’a 
point  de  fécondé  parabole  , puifqu’on  peut  abbailfer  cette  fé- 
condé parabole  au  fécond  degré  , ôc  la  rendre  par  conféquent 
du  genre  de  la  parabole  ordinaire. 

Dans  la  troifiéme  parabole  du  quatrième  degré  j>4  = xi  ou^T 


: x ( Fig.  104. ) on  aura  AB  = A , ôc  commet 

TFHyJ~~1 


-ri 


eft  négatif  on  aura  AB  = ' 


« > 


ôc  faifant  y = o on  aura 


O 


J*  * ï 


AB  = ~ — f ou  infiniment  petit , donc  la  développée  CAE 
touchera  l’axe  au  point  A qui  fera  fon  point  de  rebroufifement. 

La  première  parabole  du  quatrième  degré  ôc  la  troifiéme  du 
même  degré  n’ont  aucun  point  d’inflexion  ni  de  rebrouflement, 
ôc  cependant  le  rayon  de  la  développée  corrcfpondant  au  font- 
met  A eft  infini  dans  l’une  ôc  zéro  dans  l’autre  , donc  quand  le 
rayon  de  la  développée  eft  égal  à zéro  ou  à l’infini , il  ne  s’en- 
fuit pas  que  la  ligne  de  développement  ait  un  point  de  rebrouffe- 
ment  ou  d’inflexion. 

La  première  parabole  du  cinquième  degré — * a un  point 
d’inflexion  au  fommet  de  même  que  la  première  parabole  cubi- 

3ue  ( Fig.  ioi.  ) , ôc  on  trouvera  de  meme  que  le  rayon  de  la 
eveloppéc  correfpondant  au  fommet  eft  infini , ôc  que  par  con- 
féquent la  develqppée  à l’axe  pour  afymptote,  au  contraire  dans 

la  troifiéme  parabole  de  ce  même  degré yi  = xi  ou  y*  = x 
( Fig.  toy.)  qui  a auffi  un  point  d’inflexion  au  fommet  A , on 
trouvera  AB  infiniment  petit,  ôc  par  conféquent  la  développée 


r • y 
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CAE  coupera  l’axe  au  point  A , donc  quand  la  courbe  a un  point 
d’inflexion  au  fommet  le  rayon  de  la  développée  peut  être  où 
fc  « ou  = O.  K , 

La  fécondé  parabole  cubique  ( Fig.  102.)  a un  point  de  re- 
ferouffement  au  fommet  A & le  rayon  de  fa  développée  cor* 
refpondant  à ce  fommet  di  = o,  au  contraire  dans  la  fécondé 

parabole  du  cinquième  degré  yl  — x1  ou  y1  — x ( Fig.  106.  ) 
qui  a aufli  un  point  de  rebrouflement  au  fommet  A , on  rrduvera 
que  le  rayon  de  la  développée  CKE  eft  infini , de  forte  que  les 
deux  parties  AD  , AF  de  cette  parabole  ont  deux  développées 
CKE , cke , donc  quand  la  courbe  a un  point  de  rebrouflement 
au  fommet  le  rayon  de  la  développée  peut  être  ou  ==00  ou 


= 0.-  ... 

134.  Lorfque  le  rayon  de  la  développée  correfpondante  au> 
fommet  A eft  infini  (Fig,  i-ot.  ) nous  venons  de  yoir  que  cettb 
développés  a un  point  de  rebrouflement  K qui  n’eft  point  fur 
l'axe  de  la  courbe  -,  or  pour  trouver  ce  point  on  fera  attention, 
que  de  tous  les  rayons  de  la  développée  CKE  le  moindre  eft 
le  rayon  MK  qui  répond  au  point  de  rebrouflement  K , donc 
la  différence  de  ce  rayon  fera  = o,  ainfi  prenant  la  formule  ge- 
nerale du  rayon  qui  eft  - d,_  - on  cn  prendra  la  dif- 

férence en  fuppolànt  dx  confiante , ôc  pour  la  prendre  plus  aifé- 

,,  v n-  n iy*'xix*  -+- ij3 

menr  on  réduira  cette  exprefuon  en  celfoci ^ ^ 


— IC.-t-Zi: , & l’on  aura  1 ' -Hr  *-  lA&i  » 

— — dxàûy  y dx*ddyJ 

= 0,  & multipliant  par  le  dénominateur  , puis  divifant  par 

— --  J 

dx1  -3-  dy1 1 & par  dx  on  aura—  ^dyddy1  -t-dddy  x dx 1 dy 1 

= 0 ou  dx'-dddy  -+-  dy1dddy — ^dyddy'-  =0 , maintenant  fi  l’on 
met  dans  cette  expreflion  les  valeurs  de  dddy , dy1 , ddy1  &■  dy, 
prifes  de  l’équation  on  trouvera  une  valeur  du  rayon  CK, 


Soir  par  exemple  l’équationy3=x,  ou  ^ — v ’ , qui  eft  celle 
de  la  première  parabole  cubique  (Fig.  1 o 1 , fa  différence  eft  dy 

= T dx,  donctfy:=-jx  * dx3-  , & fuppofant  dx  con- 
J L ..  U? 

Hante , nous  aurons  ddy  = yx — > dx r1^  ddy1  = x » dx* , 

t.  dddy~~  x » dx*  , mettant  donc  ccs  valeurs  dans  dxldddy 
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CHAPITRE  VI* 

De  l’ufige  du  Calcul  Différentiel  pour  trouver  les  Caufliques 
par  réflexion , & les  Caufliques  par  refraélion. 

142. T O r s q u’u  n rayon  BM  ( Fig.  1 1 2.  ) partant  d’un  point 
I j B rencontre  une  ligne  droite  IL  ou  une  courbe  AD  £c 
fe  réfléchit  au  point  M de  Al  en  H , l’angle  BMI  ou  BMA  qu’il 
fait  en  tombant  fur  cette  ligne  s’appelle  angle  d incidence  & l'an? 
gle  LA1H  ou  DMH  qu’il  fait  en  fc  reftcchiflant  s’appelle  angle 
de  réflexion , ces  deux  angles  font  toujours  égaux,  c’eft-à-dirç 
r angle  d'incidence  ejl  égal  à F angle  de  réflexion  , ainii  qu’on  le  dé- 
montre dans  la  méchanique. 

14 j.  Les  rayons  réfléchis  font  appelles  convergens  lorfqu’ils 
s’approchent,  à mefure  qu’ils  s’éloignent  de  l’objet  qui  les  a ré- 
fléchis, par  exemple  les  rayons  MF  , DN  {Fig.  112.)  font  con- 
vergens , au  contraire  quand  les  rayons  s’éloignent  entr’eux  à 
mefure  qu’ils  s’éloignent  de  l’objet  on  les  appelle  divergens;  ainii 
lùppoûnt  que  les  droites  tA,/M,  nD  [Fig.  iij.)  (oient  des 
rayons  réfléchis  par  la  courbe  sfn  , ils  font  divergens. 

144.  Si  plufieurs  rayons  BA,  BM,  BD  (Fig.  1 12.  ) qui  par- 
tent d’un  même  point  B,  rencontrent  une  courbe  AMD  , fur 
laquelle  ils  fe  rcflechiffenr,  ôc  que  leur  rayons  réfléchis  AS,  MF , 

DN  viennent  à rencontrer  une  autre  courbe  SFN  qu’ils  touchent  • 
fans  la  couper , cette  courbe  SFN  s’appelle  caujhque par  réflexion, 
de  même  il  les  prolongemens  A s , Mfl,  Du , des  rayons  réfléchis 
AS , F'M,  DN  ( Fig.  it?.)  viennent  à toucher  une  autre  courbe 
sfn , on  appellera  encore  cette  courbe  sfn  cauflique  par  réflexion.  I 

i4f.  Si  l’on  prolonge  le  rayon  réfléchi  AS  en  X ( Fig.  112.). 
jnfquacc  que  AX  foitégal  à AB,  & qu’on  développe  la  courbe, 

SFN  en  concevant  un  fil  égal  à la  longueur  de  cette  courba 
plus  la  droite  SX,  il  eft  vifible  que  l’extrémité  X décrira  une. 
courba  de  développement  XP p,  & que  chaque  rayon  FP  delà 
développée  fera  égal  à la  partie  F'S  de  cette  développée  plus  la. 
droite  SX.  \ ■ . ..  • .. 

145.  Si  l’on  conçoit  que  de  tous  les  points  de  l’arc  SF  de  la 
développée  foit  menés  des  rayons  à la  ligne  X?  de  develop- 

Yy 
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penient , les  parties  de  ces  rayons  comprifes  entre  la  courbe 
AMD  Ôc  la  coifrbe  XP  iront  en  diminuant  vers  X ; or  je  dis  que 
la  fomme  de  leur  différences  fera  égale  à la  plus  grande  PM 
moins  la  plus  petite  XA,  ce  qui  eft  vrai  en  general  pour  toute 
fomme  de  grandeurs  qui  vont  en  augmentant , ou  en  diminuant 
car  il  eft  évident  que  li  on  nomme  ces  grandeurs  a ,b , c,  d,  e,. 
ficc.  ôc  que  par  exemple  a foit  la  pins  grande  , on  aura  a — b 
*+-é — c~\~c — d-hd — e — a — r , puifque  toutes  les  grandeurs- 
intermédiaires  fe  détruifent  par  des  ftgnes  contraires. 

147.  Si  l’on  conçoit  les  ordonnées  BM,  B m infiniment  pro- 
ches , &c  les  rayons  FP , Yp  de  la  développée  aufïi  infiniment 

S roches , ôc  que  des  centres  B , F on  décrive  les  petits  arcs 
IR  , MO , les  petits  triangles  reélangles  MOm , MotR  feront 
fcmblables  fie  égaux  entr’euxjcar  l’angle  OmM  eft  égal  à l’angle 
FotD  qui  lui  eft  oppofé  au  fommet,  fie  cet  angle  étant  l’angle 
de  reflexion  eft  égal  à l'angle  d’incidence  MmR  ; de  plus  l’hypo- 
thenufe  Mot  eft  commune  à l’un  fie  l'autre  triangle  , donc,  ficc. 

148.  Si  l’on  conçoit  que  du  point  B foient  menées  des  or- 
données à tous  les  points  de  l’arc  AM  de  la  courbe  AMD  , 
& que  de  tous  les  points  de  l’arc  SF  de  la  cauftique  SFN  foient 
menés  des  rayons  à fa  ligne  de  développement  XP , les  diffé- 
rences Rot  des  ordonnées  BM,  Bw,.  Ôte.  feront  égales  aux  dif- 
férences O/wdes  parties»»  des  rayons  comprifes  entre  la  courbe 
AMD  fit  la  ligne  de  développement  XP  ; or  la  fomme  des  diffé- 
rences des  ordonnées  comprifes  entre  AB  6c  BM  eft  BM — B A , 
fie  la  fomme  des  différences  des  parties  des  rayons  comprifes 
• entre  AX  fie  PM  eft  PM — AX  , donc  PM — AX=BM 
— BA. 

14p.  Si  l’on  conçoit  que  du  point  B partent  des  rayons  in- 
cidens  fur  tous  les  points  d’un  arc  AM  de  la  courbe  donnée 
AMD  , 6c  que  ces  rayons  ayent  un  égal  nombre  de  rayons 
réfléchis , je  dis  qüç  la  fomme  des  différences  des  rayons  inci- 
dens  eft  égale  au  premier  rayon  réfléchi  AS , moins  le  dernier 
MF,  plus  l’arc  SP  compris  entre  ces  deux  rayons,  car  par  le 
nombre  précèdent  nous  avons  PM  — AX  = BM  — BÀ  ; or 
PM  = PF—  MF  & PF=SF-hSA  -4-  AX  , donc  PA*=FS 
-t-SA-4-AX  — MF  6c  PM  — AX=FS-t-SA — MF,  donc 
BM  — AB  = AS  -+-  SF  — MF,  fie  pour  énoncer  ceci  fans  équi- 
voque il  faut  dire  que  la  différence  du  plus  grand  rayon  incident 
BAI  au  moindre  BA  eft  égale  à la  différence  du  moindre  refle- 
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chi  AS  augmenté  de  l’arc  SF  qu'il  développé , au  plus  grand 
réfléchi  FM , & on  prouvera  de  la  même  façon  que  dans  la  Figu- 
re 1 1 j.  BM — BA  = M /-+-/x  — As. 

i yo.  La  partie  SF  de  la  cauftique  ( Fig.  112.)  terminée  par 
un  rayon  réfléchi  MF  cft  égale  à la  fomme  des  différences  de 
tous  les  rayons  incidens  de  l’arc  correfpondant  AM  , plus  la 
fomme  des  différences  dp  tous  les  réfléchis  ; car  par  1 article 
précèdent  BM  — AB  = AS-+-SF — MF,  donc  SF=BM 
—AB FM— AS. 

iyr.'Si  deux  rayons  réfléchis  MF,  mF  font  infiniment  pro-' 
ches  , il  eft  vifible  que  leur  point  d’interfedion  F fe  confondra 
avec  leur  point  d’attouchement  à la  cauftique , ainfi  pour  trou- 
ver le  point  où  le  rayon  MF'  touche  la  cauftique , u ne  s’agit 
que  de  trouver  celui' où  les  deux  rayons  réfléchis  infiniment  pro- 
ches Ce  coupent , 6c  c’eft  ce  que  nous  allons  voir. 

Une  Courbe  étant  donnée , trouver  fa  Cauftique  par  réflexion. 

1 y 1.  Soit  la  courbe  AMD  ( Fi£.  1 1 4.  ) que  je  fijppofe  être 
connue  , le  point  B cft  le  point  d’où  partent  tous  les  rayons  in- 
cidens BM , dont  les  réfléchis  font  les  rayons  MH  donnés  de 
pofition  , je  conçois  les  rayons  infiniment  proches  BM  , Bm  j 
ainfi  le  point  où  les  deux  réfléchis  MH  , mh  fe  couperont  fera 
un  point  de  la  cauftique,  ôc  delà  même  façon  je  pourrai  trou- 
ver tant  d’autres"  points  que  je  voudrai. 

Je  cherche  par  les  réglés  du  Chapitre  précédent  le  rayon  MC 
de  la  développée  correfpondant  au  point  M ; du  point  C je  niene 
fur  les  rayons  incidens  6c  fur  les  reflechis'lcs  perpendiculaires 
CE,  ce,  CH  ,.ch,  6c  fuppofant  la  chofe  faite  je  décris  du  point 
B le  pecit  arc  MR , 6c  du  point  P le  petit  arc  MO  ; les  perits 
triangles  redangles  MO*»,  MRm  ont  1 hypothenufe  Mm  com- 
mune , 6c  l’angle  MmO  égal  à l’angle  MmR  ; car  celui-ci  étant 
l’angle  d’incidence  eft  égal  à l’angle  de  reflexion  PMD  , lequel 
eft  égal  à l’angle  MmO  qui  lui. eft  oppofé  au  fornmet;  donc  les 
deux  triangles MOm,  MRm  font  égaux,  de  même  l’angle  d’in- 
cidence BMA  étant  égal  à l’angle  de  reflexion  HMD  , ôc  le 
rayon  CM  étant  perpendiculaire  fur  AD  , fi  de  l’angle  droit 
CMA  an  retranclfe  l’angle  BMA  , 6c  de  l’angle  droit  CMD 
l’angle  HMD,  les  angles  reftans  BMC,  HMC  feront  égaux, 
donc  le*  deux  triangles  rectangles  CEM,  CHM  ayant  un  angle 
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aigu  égal 4 ôc  l’hypotlicnufe  MC  commune  font  égaux  entr’cux  r 
Si  on  prouvera  la  même  cliofe  des  deux  triangles  Crm,  C hm. 

Nommant  donc  BM  —y  ôc  la  droite  ME  = a à caufe  qu’elle' 
cft connue  par  les  réglés  du  Chapitre  précèdent,  les  triangles 
ïcmblables  B.MR , BEQ  ■==  donnent  BM , BE  : : MR  , EQ , donG 
BM-q-  BE  : : BM  ::  MR-t-EQ , MR , mais  MR  = MO  , ôc  EQ 
= HS;  car  à caufe  de  EC  = CH*6c  dccC  — G , on  a EC 

— tC  ou  EQ  = CH  — Ch  ou  IIS  , donc  BM-t-BE  , BM 
i : MO  — ■ HS , MO  ; or  les  triangles  POM  , P HS  étant  fembla- 
bles  en  a MP  , PH  : : MO , HS , donc  MP.-+-  PH,  MP  : : MO 
-4-  HS,  MO , & par  conféquent  BM  -h  BE , BM  : : MP  -H  PH , 
MP  ; mais  MP  -hPH=MH=ME=a,  ôc  BM-t-BE  = 2BM 

— ME  —2 y — a y donc  on  a : a y — a,y::a , — = PM  ; 

ainfi  prenant  une  quatrième  proportionnelle  a aBM  — ME  , 
BM , ôc  ME , cette  quatrième  proportionnelle  étant  portée  fur 
MH  de  M en  P , le  point  P fera  un  point  de  la  cauftique; 

Suppofant  que  la  courbe  AMD  foit  concave  du  côté  du  points 
B d’où  partent  les  rayons  incidens  , il  eft  vifible  que  fi  2 y cft 
plus  grand  que  a,  plus  grand  que  PM=  fera 

pofitif,  que  Ciy  eft  moindre  que-j  a , PM  fera  négatif,  c’eft-à- 
dire  qu’il  faudra  prendre  MP  fur  le  prolongement  du  rayon  MH 
au-delà  de  la  courbe,  & que  par  couféqucnr  la  cauftique  fera 
du  côté  de  la  convexité  de  la  courbe , enfin  que  fi  y eft  égal  à 
| a,  MP  fera  infini , ou  ce  qui  revient  au  même  tous  les  rayons 
réfléchis  feront  parallèles  , donc  fi  du  centre  M , ôc  dun  rayon 
égal  à { ME  on  déerit  un  cercle  , le  point  B tombera  hors  de 
l’aire  de  ce  cercle  lorfquc  y eft  plus  grand  que  £ a , il  tombera 
en  dedans,  lorfque_y  eft  moindre  que-~a,  ôc  il  tombera  fur  la 
circonférence  lorfque  y — j a , mais  quand^  eft  plus  grand  que 
~a,  les  MP  étant  pofitifs  font  tournés  du  côté  de  la  concavité, 
ôc  par  conféquent  les  rayons  réfléchis  fonr  convergcns  , quand 
y cft  moindre  que  \a,  les  MP  font  du  côté  de  la  convexité  , 
ôc  par  conféquent  les  rayons  réfléchis  font  divergens,  enfin  quand 
y = a les  MP  font  parallèles,  donc  quand  le  point  B tombe 
hors  de  faire  du  cercle  les  rayons  réfléchis  font  convergcns , 
quand  il  tombe  en  dedans  ils  font  divergens*  ôc  quani^l  tomba 
fur  la  circonférence  ils  font  parallèles. 

Si  ton  coupo  le  rayon  MC  delà  développée  ( T ig.  îay.)  eu. 
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deux  parties  égales  au  pôint  X , & que  fur  la  partie  MX  on  dé- 
crive un  cercle  qui  coupe  ME  en  Z , l’angle  MZX  fera  droit 
de  même  que  l’angle  C£M  , donc  ZX  fera  parallèle  à EG,  & 
par  conféquent  à caufe  des  triangles  fcmblables  MZX  , MEC 
on  aura  MZ  — ZE  — { ME =-’> a > donc  fi  dans  PM—  — — 

il  fe  trouve  y plus  grand  que  \a,  le  point  B tombera  hors  de 
la  circonférence  du  cercle  ZMX  & les  rayons  réfléchis  feront 
convergens  , parce  que  les  MP  étant  polltifs  feront  du  coté  de 
la  concavité  de  la  courbe  AMD  , fi  y «ft  moindre  que  \ a le 
point  B tombera  dans  l’aire  du  cercle  , & les  rayons  réfléchis 
feront  divergens, parce  que  les  MP»  négatifs  feront  fur  le  pro-- 
longemcnt  des  rayons  réfléchis  du  côté  de  la  convexité  de  la 
courbe , enfin  fi  y ~~  a le  point  B fera  fijr  la  circonférence  du- 
. cercle,  ôt  les  MP  feront  parallèles  ou  infinis , parce  qu’alora 

on  aura  - , MP. 

vfj.  Si  la  courbe  AMB  (Fig.  né.)  efl  convexe  ducôtédif 
point  B , le  rayon  MC  de  la  développée  tombera  de  l’autre  côté, 
ainfi  BAI  fera  négatif  par  rapport  à ce  rayon.  Scies  perpendicu- 
laires CE  , Ce,  CH  , ch , tirées' fur  les:  rayons  ineidens  Sc  réflé- 
chis , tomberont  fur  leurs  prolongemens  du  côté  de  la  concavi- 
té; or  on  trouvera  de  même  que  ci-deflus  BM  -H  ME , BM;t 

MP-q-PH,,MP  ,donc — ay — a, — y : : a ■ = — — 

= MP,  ainfi  MP  fera  pofitive  , ou  du  côté  de  la  concavité  , 6c 
par  conféquent  les  rayons  réfléchis  MO,  mV  , feront  divergens. 
du  côté' de  la  convexité. 

t J 4.  Si  le  rayon  incident  BAI  touche  la  courbe  an  point  AI  y, 
le  rayon  réfléchi  fera  le  prolongement  de  l'incident , 6c  l’on  aurai 
AIE  ou  MP=o,ainfua  eauftique  touchera  la  courbé  au  poinB 
AI  ; de  même  fi  le  rayon  de  la  développée  eft  nul  au  point  M ,> 

. on  aura  encore  AIE,  ou  AIP=r  o , ainfi  la  caufliquc  touchera  le- 
rayon  réfléchi  au  point  Al  : enfin  fi  le  rayon  CAI  de  la  dévelop- 
pée eft  infini,  la  droite  ME  fera  infiniment  grande,  &BM.; 
=y  étant  infiniment  petite  pat  rapport  à ME , fera=^o;  donc' 
effaçant  dans  la  formule  de  MP  le  terme  2 y r on-  aura-  MP* 
ct=zJ2—'  = 1+  y , c’eft-à-dire  , que  lorfquc  lé  point  B eft  tourné- 

du  côté  de  la  concavité  de  la  courba,  MP  doit  fe  prendre  de’ 
battue  côté , & par  conféquent  les  payons-  tefleeltis  font  diver-- 
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gens , ôc  quand  B eft  tourné  du  côté  de  la  convexité  , MP  eli 
pofitif  par  rapport  au  rayon  MC , puifqu’il  eft  du  même  côté  que 
ce  rayon  , & les  rayons  réfléchis  (ont  encore  divcrgens. 

1 y y . Si  la  courbe  AMD  {Fig,  x 1 7,)  eft  une  parabole  quarrée , 
ôc  que  le  point  B foitau  foyer,  les  rayons  réfléchis  PM,  pn,  ôcc. 
font  parallèles,  6c  par  conféquent  les  MP  font  infinis  ôc  la  cau- 
ftique  eft  nulle  ; car  pat  la  nature  de  cette  courbe  l’angle  BMT 
fait  par  une  droite  BM  menée  du  foyer  au  point  M avec  la  tan- 

{;ente  qui  pafle  par  ce  point , eft  égal  à l’angle  PMV  ; que  fait 
a même  tangente  avec  le  diamètre  qui  pafle  par  le  même  point 
M , donc  le  rayon  réfléchi  PM  eft  un  diamètre  ; or  tous  les 
diamètres  de  la  parabole  font  parallèles  , donc  tous  les  rayons 
réfléchis  font  aufli  parallèles. 

1 ytf.  Si  la  courbe  AMD  (Fig.  118.)  eft  une  demi-Ellipfe,  6c 
que  le  point  B foit  à l’un  des  foyers , les  rayons  réfléchis  fe  ren- 
contreront tous  à l’autre  foyer  P , ainfi  ces  rayons  feront  con- 
vergeas , 6c  la  cauftique  fera  un  fcul  point  P , car  par  la  nature 
de  cette  courbe  l’angle  BMT  fait  par  une  droite  BM  menée  de 
l’un  des  foyers  au  point  M avec  la  tangente  à ce  point , eft  égal 
à l’angle  PMV  fait  par  la  même  tangente  6c  la  ligne  MP  menée 
à l’autre  foyer. 

IJ7.  Si  la  courbe  AMD  (Fig.  1 19.)  eft  une  hyperbole  , 6c  que 
le  point  B foit  l’un  des  foyers , les  prolongemens  des  rayons  ré- 
fléchis iront  tous  aboutir  à l’autre  foyer  P , ainfi  la  cauftique 
ne  fera  qu’un  feul  point , 6c  les  rayons  réfléchis  feront  divcrgens  ; 
car  par  la  nature  de  cette  courbe  l’angle  BMT , fait  par  une 
droite  BM  menée  du  foyer  avec  une  tangente  TM  au  même 
point  M eft  égal  à l’angle  TMP  fait  par  cette  rangente  6c  par 
une  droite  MP  menée  à l’autre  foyer  ; or  fi  l’on  prolonge  la 
droite  PM  en  R l’angle  RMV  fera  égal  à l’angle  TMP  qui  lui 
eft  oppofé  au  fommet , donc  l’angle  RMV  étant  égal  à l’angle 
d’incidence  BMT  , eft  par  conféquent  l’angle  de  reflexion , ôc  la 
droite  MR  eft  le  rayon  réfléchi  ; donc  le  prolongement  des  rayons 
réfléchis  aboutit  en  P , 6c  ces  rayons  font  divergens. 

iy8.  Si  la  courbe  AMD  (Fig.  120.)  eft  une  parabole',  6c  que 
l’on  fuppofe  que  le  point  B d’où  partent  les  rayons  incidens  foir 
infiniment  éloigné,  ces  rayons  incidens  feront  parallèles  entr’eux 
6c  perpendiculaires  à l’axe  donc  dans  la  formule  MP=  - 
la  grandeur  a fera  = o , c’eft-à-4ire  la  droite  ME  (Fig.  1 r^.)  fera 
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Infiniment  petite  par  rapport  à BM  =y , donc  effaçant  le  ternie 

*—  a , on  aura  MP  — = 7 a , c’eû  pourquoi  on  prendra  la  moi- 

tié ML(Fiç.  120.)  du  rayon  MC  de  la  développée , 6c  du  point 
L on  mènera  une  perpendiculaire  LI  fur  AIE,  ôc  les  triangles 
femblablcs  donneront  MC , ML  : : AIE , Ali , ôc  par  conféquent 
A1E  = ï<»,  on  portera  donc  MI  fur  le  rayon  réfléchi  de 
M en  P , ôt  le  point  P fera  un  point  de  la  cauftique. 

Ou  bien  on  fera  attention  que  fi  le  rayon  incident  partoit  du 
foyer  H , le  rayon  réfléchi  ME  feroit  parallèle  à l’axe  6c  infini  , 

ainfi  dans  la  formule  , le  dénominateur  2 y — a feroit  égal 
à zéro,  c’eft-à-dire  iy — a — o,  d’où  l'on  tireroit  ?.y  = a , & y 
= {a,  c’eft-à-dirc  MB  ( Fig . 1 i7-)  = ïME  ; ainfi  tirant  BL  pa- 
rallèle à EC,  le  point  Lcouperoitle  rayonMC  de  la  dévelop- 
pée en  deux  parties  égales  ; or  dans  la  Figure  1 20.  l’angle  HA1A 
étant  égal  à l’angle  K A1D,  & le  rayon  MC  étant  perpendicu- 
laire fur  la  courbe  ; fi  de  l’angle  droit  LM  A on  oté  1 angle  H Al  A 
6c  de  l’angle  droit  LMD  l’angle  KMD , l’angle  reftant  HML 
fera  égal  à l’angle  reftant  LMK. , par  la  même  raifon  l’angle 
LA1I  eft  égal  à l’angle  LMP , ainfi  fi  à l’angle  LA1H , on  ajoute 
l’angle  LMP , la  fomme  HMP  fera  égale  à la  fomme  IMK  de* 
angles  KML,  LMI;  or  l’angle  IA1K  eft  droit , donc  l’artgle 
HMP  eft  droit  ; donc  élevant  en  H la  perpendiculaire  HL  ÔC 
faifa^t  MP  égale  à HL , le  point  P fera  à la  cauftique  ; car  le 
point  L étant  le  même  que  nous  venons  de  trouver  par  la  ma- 
nière précédente , fi  l’on  mene  la  droite  LP , elle  fera  parallèle 
à HAÏ,  & par  conféquent  perpendiculaire  fur  MP , ainiiàcaufc 
des  triangles  femblables  MPL , AlIL , nous  aurons  A1P  = AH 
de  même  que  ci-deflus. 

ryÿ.  Pour  rtouver  le  point  P (Fig.  tai.)  de  la  cauftique  , qui 
eft  le  plus  éloigné  de  l’axe  de  la  parabole , il  eft  vifible  que  le 
rayon  réfléchi  qui  touchera  la  cauftique  en  ce  point  fera  parallè- 
le à l’axe , 6c  que  par  conféquent  l’angle  HMP  fait  par  le  rayon 
incident  6c  par  le  réfléchi  fera  droit , en  fuppofanc  toujours  que 
le  poinrB,  d’où  partent  les  rayons  incidcns , eft  infiniment  éloi- 
gné ; donc  l’angle  CMH  fait  par  le  rayon  incidenr  6c  le  rayon 
MC  de  la  développée  fera  demi-droit , d où  il  fuit  que  dans  le 
triangle  rectangle  HMQ  , l’autre  angle  HQM  fera  aufli  demi- 
droit,  ôc  l’on  aura  MH  — HQ,  c’cft  pourquoi  fi  Ion  mené  un 


55o  ' Le  Calcul  Différentiel,' 

autre  rayon  incident  hpi  infiniment  proche  , les  triangles  fan- 

diables  MR/»,  QHM  donneront  MR,  Km  : : HQ  , HM,  ôc 

rar  confisquent  MR  = R/»  ou  dx=dy  ; fi  nous  prenons  donc 
équation = delà  courbe  AMD  dont  la  différence  êft  a ydy 

— adx  ou  dy  — ^ , nous  aurons  en  mettant  au  lieu  de  2 y fa 

valeur  2V dy  — —^, , ainfi  ~ =dar  ; donc  adx  = 2^ 

xdx  , d’où  l’on  tire  a—iVax,  aa  — ^ax,  & x—  \ a , c’eft-à- 
dire  que  ü l’on  prend  AH— , ou  fi  l’on  mene  du  foyer  H 
un  rayon  incident  HM  , le  rayon  réfléchi  MP  fera  parallèle  à 
l’axe , & touchera  le  plus  haut  point  de  la  cauûique  ; or  fi  noui 
conlidérons  le  rayon  HM  comme  ayant  fon  point  B en  II , 
Flous  avons  \ ù ci-ucflùs  qu’élevant  en  H la  perpendiculaire  HQ 
plie  coupera  le  rayon  MC  de  la  développée  en  deux  parties  éga- 
les en  Q , donc  le  point  Q étant  le  milieu  du  rayon  MC  le  point 
JH  doit  être  le  milieu  de  ME(Àr.  152.),  & par  conféquent  MH 
= -jME=ï«,  ainfi  portant  la  grandeur  Mil  deMen  P le  point 
P fera  le  point  où  le  rayon  réfléchi  touche  la  cauftique. 

Il  eft  évident  que  MP  = HQ  , or  HQ  étant  la  fouperpendi- 
culaire  eft  = -L  a 6c  AH  étant  la  diftance  du  fommet  au  foyer  efl 
4ça  , donc  AQ=  AH-t-HQ-f-i a-+-~a  =a  a , donc  fi  l’on 
prend  AQ  égal  aux  trois  quarts  du  paramétré,  & qu’on  éleve  la 
perpendiculaire  PQ  le  point  P fera  le  plus  haut  point  de  la  eau’ 
ffique.  « 

Ce  que  nous  venons  de  dire  pour  déterminer  le  plus  haut  point 
de  la  cauftique  à l'égard  de  la  parabole  fert  également  pour  le* 
autres  courbes  en  employant  leurs  équations, 

i5o.  Pour  trouver  le  point  P {Fig.  122.)  où  la  cauftique  coupe 
l’axe  de  la  parabole  je  nomme  le  rayon  réfléchi  MP  ~t  ; dans 
le  triangle  HMP  l’angle  HMP  étant  coupé  en  deux  également 
par  le  rayon  MC  de  la  développée , on  a HM , MP  : : HQ , QP  ; 

or  HQ  étant  la  fouperpendiculaire  eft  if , doncy  , t : : ~~  f 
ip=PQ,  donc  HP<=HQ“pPQr=‘  i niais  le  triangle 

HMP  étant  rcélangle  onaHP=MP — MH,  donc  HP  = rr 
r—yy,  &.  HP  — v'n — yy  -,  donc  -iy^ ,dy  = ✓« — yy , & élevant 

tout  au  quarré , j’ai  — — -i*  — ft — .yy  J & multipliant 
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le  paramétré  b , 6c  le  fécond  la  perpendiculaire  MQ , la  progref- 

* -I 

fion  fera  b MQ  , ^ ~ , 6c  par  conféquent  le  rayon  MC  eft 

quadruple  du  quatrième  terme  nous  avons  trouvé  la  môme 

chofe  pour  la  parabole , 6c  nous  verrons  bientôt  qu’il  en  eft  de 
même  à l’égara  de  l’hyperbole. 

Pour  trouver  le  point  où  la  développée  touche  l’axe , je  fup- 
pofe  M infiniment  proche  de  A , ce  qui  rend  ,v=o  ; effaçant 
donc  dans  MC  tous  les  termes  ou  x fc  trouve  , j'ai  MC, 

= ‘IFLySpl  = ^ = i A , ainfi  prenant  AB~~b,  le  point  B 

eft  le  point  où  la  développée  touche  l’axe. 

Si  nous  fuppofons  que  le  point  M tombe  fur  le  fommet  du  pe- 
tit axe , alors  l’abfcilfe  .y  fera  =±  aj  mettant  donc  cette  valeur  de 

, * , r ^ 4*^*  — ia*b%-t-a*b*+ta*  b — 0 *bŸ>uabi 

x dans  MC , nous  aurons  MC  


— xa*b*  -h a*b*  -t- 1 a*  b — a*  b 


a y b V a*b 


xaHb 

&V  ab  «i  • 

; mais  par  la  propric- 


14 1 bb  ta*  bb  tb 

té  de  l’EUipfe  Vab  eft  le  petit  axe  , donc  prenant  une  quatrième 
proportionnelle  aux  lignes  2b,  a,  6c  au  petit  axe,  6c  portant  cet- 
te proportionnelle  fur  le  petitaxedeF  en  Z,  le  point  Z fera  le 
point  où  la  développée  touche  le  petit  axe , Ôc  il  eft  viltble  que 
ce  point  eft  un  point  de  rebrouffement. 

Je  ne  m’arrête  point  à chercher  la  valeur  de  PE  ni  de  PN , ni 
la  nature  de  la  développée , tout  cela  étant  aifé  à faire  en  fuivant 
ce  que  nous  avons  dit  6c  pratiqué  ci-deffus. 

137.  Si  la  courbe  AMD  (Fig-  to8.)eft  une  hyperbole  , nom- 
mant fon  premier  a xe  = a , ion  paramétré  — î,  lablcille  AP 

= x , l’ordonnée  MP  —y , l’équation  eft  ^ yy  — *+•  xx  ou  y 

t_y'six-+-ùxx . Qr  ceKe  ^qUation  ne  diffère  de  celle  de  l’Ellipfe , 

qu’en  ce  que  tous  les  termes  ont  le  figne  -+- , ainfi  les  valeurs  de 
MC  ôc  de  MQ , feront  les  mêmes  que  dans  1 Eilipfe , en  mettant 
le  figne -+- à tous  leurs  termes;  donc  on  trouvera  le  rayon  de  la 
développée  en  prenant  le  quatrième  terme  d une  progreffion , 
dont  le  premier  terme  fera  le  paramétré  b , 6c  le  fécond  la  per- 
pendiculaire MQ , 6c  le  quadruple  de  ce  terme  fera  le  rayon 
cherché;  de  même  faifant  x = o dans  la  valeur  de  MC,  on  trou- 
vera AB  =-L b f 6c  par  conféquent  le  point  B où  la  développée 

X x 
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touche  l’axe  fera  éloigné  du  fommet  A de  la  valeur  de  | b. 


138.  Si  la  courbe  AMD  (Fig.  iop.)eft  une  demi  cycloïdc  or- 
dinaire, dont  la  bafe  DB  foie  égale  à la  demi-circonférence  AEB 
du  cercle  générateur , je  nomme  le  diamètre  AB=  2 a , l’abfciiTe 
A P = x , l’ordonnée  PM  =y  ; or  par  la  propriété  du  cercle  on  a 

PÊ  = APxPB,  donc  PE=  2 ax — xx  , 6c  EE  = v/2ax — xx; 
mais  par  la  propriété  de  la  cycloïde  ME  = AÆ,  nommant  donc 
l’arc  AE=«,  on  aura  ME  = w,  6c  ME  -4-  EP  = MP— « 
;+-  Vxax — xx— y , je  prens  la  différence  de  cette  équation,  ce 
qui  donne  dy  = du  -+- ; or  du  ou  Et  étant  l’hypothenufe 
d’un  petit  triangle  reclangle  dont  l’un  des  côtés  eft  dx  ou  Vp , 6c 
l’autre  eft  la  différence  de  EP , c’cft-à-dire  **’ , on  a par 
conféquent  du'  = dx'  -f-  + 

^ xax  — xx 


aadx*  — xaxdx*  -+-  xxdx*  -f*  laxdx * — xxdx* 


. donc  du 

*x xx  * 


adx 

==  — -x  ? 6c  mettant  cette  valeur  de  du  dans  dy  , on  aura 

dy  — y~x , dont  la  différence  eft  en  fuppofant  dx  confiante 

>i  — ia*dx*  -h  âxdx*  . 

ddy  — Zi^Tx  > & évitent  par  xa — x , on  aura  ddy 

— xdx * , 

= î niettant  donc  ces  valeurs  de  dy , ddy  dans  la  for- 


1 dx*  -f- dy*  y/dx 1 * * * * dy*  irn  — ■ ■■■■■■  ■ 

mule  ML  = ~ —on  trouvera  MC  xv^aa — xax 

or  4 aa — 2ax , eft  le  produit  de  2 a par  2a — x , c’eft-à-dire  de 
AB  par  BP , 6c  AB  x BP  = EB  par  la  propriété  du  cercle  ; donc 

EB  = 4aa — 2a.v,  ôc  EB  = v'4<w — 2 ax , donc  le  rayon  MC 
— 2 V$aa  — 2ax  — 2EB , on  trouvera  donc  le  rayon  MC  de  la 
développée  pour  un  point  quelconque  M,  en  menant  l’ordon- 
née MP  6c  la  corde  EB , dont  on  portera  le  double  fur  la  perpen- 
diculaire MC  pour  avoir  en  C,  un  point  de  la  développée. 


Si  l’on  fuppofe  que  M foit  infiniment  proche  de  A , l’abfciffe 
x fera  égale  à zéro  ; donc  effaçant  dans  MC=  2 uu—zax  le 
terme  où  x fe  trouve  , on  aura  MC  = 2v'ÿââ=4a , donc  le 
rayon  AN  fera  double  du  diamètre  AN  ==  2 a, 

Et  fi  Ion  fuppofe  que  M foit  infiniment  proche  du  point  D , 
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alors  1 abfciflc  AB  = x fera  égale  au  diamètre  2a  ; mettant  donc 
cette  valeur  dans  MC=av'4u<j — a ax,  on  aura  MC  = a V 4*1  a 
— 4 aa=;  donc  le  rayon  étant  infiniment  petit  en  ce  point  la 
développée  NCD  touche  la  bafe  en  D. 

Maintenant  pour  connoître  la  nature  de  la  développée  , je 
tire  par  N la  droite  NS  parallèle  & égale  à BD , & par  S la  droite 
SD  parallèle  à NA  ; fur  SD  pris  pour  diamètre , je  décris  un  de-  ' 
mi-cercle  DIS  qui  fera  égal  au  demi-cerclé  générateur  AEB,  à 
caufe  que  NA  étant  double  de  BA , comme  on  vient  de  voir, 
on  a NB  ouSD=BA  ; du  point  D je  mene  la  corde  DI  paral- 
lele  à la  corde  EB , 6c  à caufe  des  angles  alternes  égaux  IDB , 
EBD,  le  fegment  DIeftégal  au  fegmentBE,  6c  la  corde  DI 
à la  corde  EB  ; mais  par  la  propriété  de  cette  cycloïdc  la  tan- 
gente MK  eft  parallèle  à la  corde  EA , donc  la  droite  MC  per- 
pendiculaire fur  MK  doit  être  parallèle  à EB  qui  eft  perpendi- 
culaire fur  E A , 6c  par  conféquent  à caufe  desparallelcs  MP , DB, 
on  aME  = GB;  or  ME  eft  égal  à l’arc  AEpar  la  propriété  de 
cette  cycloïdc , donc  GB  eft  auffi  égal  à l’atc  AE;  ainfi  fi  de  la 
bafe  BD  égale  à la  demi-circonférence  on  retranche  la  partie  GB 
égale  à l’arc  AE,  on  aura  DG  égal  à l’arc  EB  ou  DI  fon  égal , 
mais  DI , GC  font  parallèles , 6c  de  plus  elles  font  égales  à cau- 
fe que  MC  étant  double  de  EB  ou  MG,  GC , eft  par  conféquent 
égal  à- MG  =EB  = DI;  donc  les  droites  DG , IC , font  paral- 
lèles 6c  égales.  Or  comme  cela  arrivera  par  tout,  il  s’enfuit  que 
les  droites  IC  comprifes  entre  la  circonférence  DIC  6c  la  déve- 
loppée font  égales  aux  arcs  DI  quelles  coupent , 6c  que  par  con- 
féquent la  développée  DCN  eft  une  demi-cycloïde  parfaitement 
égale  à la  demi-cycloïde  AMD  à caufe  de  l’égalité  des  demi-cer- 
cles 6c  des  bafes. 

Leïayon  NA  eft  double  du  diamètre  BA  ; or  ce  rayon  eft  égal  à 
la  développée  DCN,  donc  cette  développée  eft  double  du  diamè- 
tre BA , de  même  le  rayon  CM  eft  double  de  la  corde  DI  ; or  ce 
rayon  eft  égal  à l’arc  DC  de  la  développée , donc  cet  arc  eft  dou- 
ble de  la  corde  correfpondante  du  demi-cercle  générateur , ce 
qui  s’accorde  parfaitement  avec  ce  que  nous  avons  dit  touchant 
cette  courbe  clans  notre  Théorie  & Pratique  du  Geometre , ôc  dans 
la  Mejure  des  Surfaces  & des  Solides  par  tes  Centres  de  Gravité  ; 6c 
pour  mieux  faire  voir  que  les  différens  principes  que  l’on  em- 
ployé en  Geometrie  tendent  tous  à un  même  but  6c  ne  fe  dé- 
mentent jamais  : voyons  fi  ce  que  nous  avons  trouvé  dans  ces 
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deux  Ouvrages  touchant  la  quadrature  de  la  cycloïde  Sc  de  fes 

parties , fe  tetrouvera  de  même  ici. 

Je  mene  une  autre  perpendiculaire  w;C  infiniment  proche  de 
AIC , une  autre  corde  Br  infiniment  proche  de  BE  & des  cen- 
tres C,  B,  je  décris  les  petits  arcs  GH,  EF  , ce  dernier  n’eft 
pas  différent  de  la  petite  partie  EF  de  la  corde  EA , & de  plus 
il  efi  égal  au  petit  arc  GH  à caufe  de  l’égalité  des  angles , & des 
rayons  GC,  EB.  Or  les  fedeurs  CGH  , CMi»  étant  femblables 
& le  rayon  CM  étant  double  du  rayon  CG , l’arc  Mrn  fera  dou- 
ble de  l’arc  HG  ; donc  fi  l’on  conçoit  que  de  tous  les  points  de 
la  cycloïde  DA  foient  menées  des  perpendiculaires  qui  abouti- 
ront à la  développée  , & que  de  tous  les  points  du  demi-cercle 
AEB  on  mene  des  cordes  au  point  B parallèles  aux  perpendicu- 
laires, tous  les  GH  feront  égaux  à tous  les  EF  corrcfpondans  , 
& tous  le  Mm  feront  doubles  des  GH  ou  des  EF  ; cela  pofé  les 
trapezoïdes  M/wgG,  MmHG , ne  différant  entr’eux  que  d’une 
grandeur  infiniment  petite  font  égaux  entr’eux  ; de  même  les  fec- 
teurs  EBF,  EBr,  font  égaux  entr’eux  par  la  même  raifon  : or  le 
trapezoïde  MotHG  efi  égal  à la  fomme  de  fes  deux  bafes  Mm , 
GH  multipliée  par  la  moitié  de  la  hauteur  MG , ou  à }GH  mul- 
tiplié par  i MG  , à caufe  que  GH  étant  égal  à | Mm , on  a Mm 
= 2GH  & M/n-+-GH=3GH , ainfi  la  valeur  du  trapezoïde 
AIhiHG—  }GHxMG  = lGHxGC;  mais  le  triangle  GCH 
efi  égal  au  produit  de  fa  bafe  GH  par  la  moitié  de  fa  hauteur  GC 
donc  fa  valeur  efi  j GH  x GC  & par  conféquent  le  trapezoïde 
AbwGH  efi  triple  du  triangle  GCH  ou  EBF  fon  égal , mais  la 
fomme  des  trapezoïdes  efi  égale  à faire  de  la  dcmi-cycloïde  qu’ils 
remplifTent , & la  fomme  des  triangles  EFB  efi  égale  à faire  du 
demi-cercle , donc  la  dcmi-cycloïde  efi  triple  du  demi-cercle. 

On  prouvera  de  la  même  façon  que  la  portion  GMAB  de  la 
cycloïde , efi  triple  du  fedeur  E Y AB  du  demi-cercle,  que  la  por- 
tion GMD  efi  triple  du  fegment  BE , 6cc. 

Je  mené  le  rayon  EO  , & pour  abréger,  je  nomme  BP=r; 
& l'arc  AE  = r;  la  droite  G B ou  ME  étant  égale  à l’arc  A E=r , 
le  parallélogramme  GMEB  vaut  donc  rr , & le  fedeur  EAO 
— 7 at  ,or  fefpace  GMAB  étant  égal  au  triple  du  fedeur  EYAB 
= EBO-+-EOA,  efi  par  conféquent—  3EBO-f-|<M,  donc  fi 
l_pn  prend  BP  = r = -La,  & qu’on  retrauchc  de  fefpace 
GMÀB  , le  parallélogramme  GMEB,  qui  fera  alors  ~t  at  > 
on  aura  fefpace  reliant  MEBA==3EBO-f--*-<jr — iat=}E&0, 
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c’efl-à-dire  , que  quand  PB  fera  égal  à |du  rayon  ou  aux  * du  dia- 
mètre ; li  du  point  correfpondant  E on  mené  un  rayon  EO , 
l’cfpace  correfpondant  MEBA  fera  triple  du  triangle  ÉOB. 

Si  l’on  prend  BP=r=<j,  le  parallélogramme  MEBG  fera 

— at  -,  donc  retranchant  de  l’efpace  GMAB  le  parallélogramme 
MEBG,  on  aura  MEBA  = 3LBO-Ht<m , 6c  fi  de  MEBA  on 
retranche  le  fedleurEYAB=EBO-+-EOA  = EBO-l-T‘:tf  ; on 
aura  l’efpacc  AMEfA«=2EBO,  mais  lorfquc  BP  fera  égal  au 
rayon  le  point  E coupera  la  circonférence  par  le  milieu  6c  le 
triangle  EBO  fera  un  triangle  rectangle  qui  aura  deux  côtés 

' égaux  entr’eux  ôt  au  rayon  , donc  ce  triangle  fera  i aa , 6c  2 EBO 

— aa  , c’cft-à-dire  l’efpace  AÆM  de  la  cycloïde  fera  égal  au 
quarré  du  rayon  ; or  tout  ceci  s’accorde  encore  parfaitement 
avec  ce  que  nous  avons  démontré  fur  ce  fujet  dans  les  deux  Ou- 
vrages cités. 

1 39.  Si  la  courbe  AMD  ( Fig.  no.)  efl  une  logarithmique  ÿ 
nommant  l’ordonnée  MP  —y  1 ’abfcifle  RP  = x , je  fais  que  par 
la  propriété  de  cette  courbe  la  foutangentc  TP  cfl  toujours  égale 
à une  grandeur  confiante  que  je  nomme  a;  donc  ~=a , d’où 
)<zmcdy—-’ , 6c  fuppofant  dx  confiante  j* ai  ddy  — - — ; 6c 
mettant  au  lieu  de  dy  fa  valeur —J’ai  ddy-~- , mettant  donc 
ces  valeurs  de  dy , ddy  dans  la  formule  MC  = 

j’ai  MC  = * ~hy  ~*~y  qui  efl  une  valeur  négative  , c’eft 
pourquoi  il  faut  prendre  MC  en  s’éloignant  de  l’axe  TR.  Je 
mets  les  valeurs  de  dy , ddy  dans  la  formule  ME  = -**-^1**  f 

ce  qui  donne  ME  = 

Or  les  triangles  reüangles  TPM , MEC  étant  femblables , 
nous  avons  TP,  PM::ME,  EC,  donc  a,  y::  Ü±7-  , 

— EC  = PQ  , mais  les  triangles  rectangles  TPM , PMH  étant 
femblables  donnent  TP  , PM  : : PM , PH  ; donc , a, y y ,~ 

= PH , 6c  par  conféquent  TH  = TP  -4-  PH  = « + 5 = î!l?* 

donc  TH  = EC  =PQ,  prenant  donc  PQ=TH,  6c  élevant 
en  Q la  perpendiculaire  QC  le  point  C où  elle  rencontre  la* 

Xxiij 
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perpendiculaire  MC  fera  un  point  de  la  développée. 

Dans  le  triangle  rectangle  TMP  on  a T M = TP-+-PM=a* 
y 1 , donc  TM  — y' a'  -Ky-j  or  le  rayon  de  la  développée  étant 
MC  = * * on  néglige  le  figne — qui  n’eft  ici  que 

pour  marquer  le  côté  où  ce  rayon  doit  être  tiré , on  aura  cette 


analogie^, 


-r* 


1 Vj* 

‘y 


, ce  qui  fait  voit 


que  le  rayon  de  la  développée  eft  une  quatrième  proportionnel- 
le à l’ordonnée  MP , à la  fomme  TH  de  la  fourangente  TP  ôc 
de  la  fouperpendiculaire  PH , ôc  à b tangente  TM  ; donc  on 
peut  trouver  ce  rayon  direSemcnt, 

La  courbe  AMD  ayant  pour  afymptote  la  droite  QR  & fa 
courbure  étant  dans  l’angle  QRA , il  eft  vifible  quelle  doit  avoir 
un  point  de  plus  grande  courbure  , ôc  que  par  conféquent  la 
développée  doit  avoir  un  point  de  rebrouffement , en  forte  que 
fi  l’on  fuppofe  que  le  point  de  plus  grande  courbure  foit  en  M 
les  perpendiculaires  de  la  partie  MA  formeront  une  branche  de 
la  développée , les  perpendiculaires  de  la  partie  MD  formeront 
l’autre , ôc  la  perpendiculaire  MC  fera  la  plus  courte , donc  pre- 
nant la  différence  deMC=  dx’  qui  eft  dx1dddy 

-4- dyldddy — }dyddyl , cette  différence  fera  égale  à zéro,  ôc 
nous  aurons  dxldddy  -+•  dyldddy  = j dyddy 1 , ôc  mettant  dan* 
cette  équation  les  valeurs  de  dy , dy'- , àdy , ddy1  ôc  dddy  nous 
aurons  la  valeur  de  MC  au  point  de  rebrouflëment  ; or  dy 
ddy=y-^,ddyl=~£-,  ôc  fuppofant 


s=y~  t dy1  ■■ — 

toujours  dx  confiante  nous  avons  dddy  — , ôc  mettant  au 


a+ 

dyJjr* 


lieu  de  dy  fa  valeur  f~ , nous  avons  dddy — y-~ , fubftituant  donc 

ces  valoir*  dans  l’équation  nous  aurons  y-~  — r-  = < 

& divifknt  par  dx*  ôc  réduifant  tout  au  même  dénominateur , 
nous  aurons  ~f  -+-  y \ = }yj , donc  a'-y=  yrî  — yl = ayî  ôc  a\ 
*=  ay* , d’où  je  tire  y*  = j a1  ôc  y = v'fâs 
Pour  conftruire  cette  valeur  de^  je  décris  autour  de  la  fbutan- 
gente  TP  =a  prife  pour  diamètre  un  demi  cercle  TIP , je  divife 
la  demi  circonférence  en  deux  parties  égaies  au  point  I,  d’où 
je  mene  les  droites  IT,  IP , le  triangle  1 IP  étant  rectangle  on 
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tT  le  Calcul  Int  egra'l;  Li  vre  II.  351 
a TP  = TÎ-t-ÏP*,  donc  a1  = TI  -+•  IP;  mais  TI  = IP , donc 

a1  = aTl , fit  Tf =t<*1  5 ainfi  TI — v'ïâ1 , je  porte  TI  fur  RA 
de  R en  S ; du  point  S je  mène  SM  parallèle  à RQ , fie  par  con- 
fèrent MP=SR=TI  = vÇiï  = y. 

Toute  la  difficulté  à l’égard  de  cette  courbe  confiée  à trouver 
ia  foutangente  TP , laquelle  eft  ordinairement  égale  à l’ordon- 
née que  l’on  a prife  pour  l’unité  en  formant  la  courbe  ; fie  c’eft 
dequoi  nous  parlerons  dans  le  calcul  intégral. 

14c.  Si  la  courbe  A MO  eft  la  fpirale  d’archimede(  %.  no.)  J 
je  nomme  la  circonférence  AFA  = è , le  rayon  OP  = a,  1 or- 
donnée OM  =y  , l’arc  AFP  =2,  fie  le  petit  arc  MR  décrit  du 
cenrre  O = dx , donc  Rm  — dy , fit  Pp  = dz. 

Parla  nature  de  cette  courbe  ÀFA , AFP::  OP , OM,  donc 

b,z::a,“=y , fie  prenant  la  différence  j’ai  dy=i£-,  or  les 
lecteurs  femblables  PO p , MOR  donnent  OM , MR  : : OP , P 'pi 
donc  y,dx::a,  — —dzy  fie  mettant  cette  valeur  de  dz  dans 

celle  de  dy  = *^ , j’ai  dy  — ouj/dy—  dont  la  diffé- 
rence en  fuppofent  dx  conftant  eft  dy1  -\-yddy  = o ; donc — yddy 
= dyx  , je  mets  cette  valeur  de — yddy  dans  la  formule  de  AIE 


qui  eft  dans  le  cas  prefent  ^7/^rXT  --~dd,  ^ cau^e  cIue  ^es  ordon- 
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nées  de  la  fpirale  partent  toutes  d'un  même  point  O , & j'ai  ME 

— -^-7 > d ou  JC  tire  cette  analogie , Tt 

: :y , \ ; or  les  triangles  re&angles  MRm , RmG  étant 

femblables  donnent  MR , Rm  : : Rm , RG , donc  dx , dy::dy 
—RG,  donc  MG  = AIR  -+-  RG  = dx-+-  ~ 9 

fie  MR-+-aRG==—  *x— i faifant  donc  MR-t-aRG,  MG 
: : MO,  AIE  , le  dernier  terme  de  cette  proportion  fera  ME 
~ tjyî  > o13*5  en  menant  par  le  point  O la  droite  TH 
perpendiculaire  à MO  fit  qui  rencontre  dun  coté  la  tangente 
AIT  en-T  , fie  de  l’autre  la  perpendiculaire  MH  en  H , les  trian- 
gles rectangles  MRm,  TOM  font  femblables,  de  même  nue 
les  triangles  rectangles  GRm , HOA1,  donc  on  a AIR  -+-  2RG , 
MG  : : TO  -h  aOH , TH , donc  faifant  TO  -4-  aOH , TH  : : MO, 
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par  du*  puis  divifant  parr-J-y,  j’ai  tdy1  -\-ydyl  — tdx'- — ydxx 
d’où  je  tire  t = £1  • Qr  MP=f  = MI  = i«=i  ME,* 

& par  le  Chapitre  précédent  ME  , car  c’eft  la  for- 


mule pour  trouver  le  rayon  de  la  développée,  donc 

— « pat  conféquent  — a yddydy1 — a yddydx'=dx* 

~—dy*,  & divifant  tout  par  dx*  iy* , on  aura  — zyddy—dx* 
■—dy1,  ou  (fy1 — zyddy  — dx1 , ôc  ceci  eft  une  formule  qui  peut 
fervir  pour  toutes  iortes  de  courbes  en  employant  leurs  équations 
ainfi  que  nous  allons  faire  en  employant  celle  de  la  parabole. 


L équation  eft  donc^y  —x,  ou  y = *T  en  nommant  le  para- 
mètre ==  i , fa  différence  eft  dy  = i x * dx,  donc  <fy*  =a  x ' dxl 
ôc  fuppofant  d* confiante, on  a ddy  = — \x~^  dxl  ; mettant 
donc  ces  valeurs  dans  la  formule  & la  valeur  x T de  y , on  aura 

— ■ _i  J 

ï*  dxl-\-~x  dx1  = dx1  ; ôc  multipliant  tout  par  Je  puis  divifant 
par  dx1  on  aura  J -f-7  = x,ou  x — c’eft-à-dire,  que  fi  fur  AH 
égal  aux  trois  quarts  du  paramétré  , on  élevé  le  rayon  incident 
HM,  le  réfléchi  MP  touchera  la  cauflique  au  point  où  elle  cou-, 
pe  l’axe. 


161.  Pour  trouver  la  nature  delà  cauftîqueoule  rapport  de 
fes  ordonnées  OP  à fes  abfciffes  AO  ( Ftg . 123.),  je  mene  le 
rayon  incident  HM  ôc  le  réfléchi  A1P  que  je  prolonge  jufqu’à 
ce  qu'il  coupe  l’axe  en  R ; je  nomme  MR  = r,  OP=z,  & AO 

— “ > HM  —y  , AH  = x , HO  = -,  dans  le  triangle  HMR 

l’angle  M étant  divifé  en  deux  parties  égales  par  la  droite  AIO , 
on  a HM , MR  ::  HO,  OR,  ou  y, ‘-g=OR;donc 

HR  = HO ■+- OR  = j mais  à caufe  du  triangle  reûan- 

gleMHRona  HR=MR — HM  = rr — yy , doncHR  = »/rr 

r — yy  — — d’où  l’on  tire  comme  ci-dcffus  t = ÿ 

" « a,*  — a,»  s1*- 

mettant  cette  valeur  de  r dans  HR  = — niv , on  aura  HR 

je  mene  PS  parallèle  à l’axe,  6c  les  triangles  fcn>; 

Zz 
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biables  HMR , SMP , donnent  MR,  MP  : : MH,  MS  ; or  MP: 
eft  égal  à l a , ainfi  qu’on  a vû  ci-deffus , donc 

fk'+yV  *'+*>' , y . *=  MS  ; mais  MS  = MH 

— SH=MH— PO=7 — z,  donc;»— z==-^^,ÔCz==> 


dy  1 dx 


- -,  les  mêmes  triangles  donnent  MH,  MS  ::  HR  SP, 


ou  HO , donc^r , 


îydydx 


, HO;  or  HO 

dx1  — ij*  » — dèj  * 

= A O — A H = u — a:  , don  c u — * = dit.  & « = x -+- —L.  , 

ces  expreflions  de  z & de  u font  des  formules  pour  toutes  le* 
courbes  en  employant  leurs  équations  ainlî  que  nous  allons  faire 
pour  la  parabole. 

L’équation  de  la  parabole  étant  yy=xouy=;x  * , on  a dy 
* dx , (ly1—  l x dx1 , 6c  en  fuppofant  dx  confiante  ddy 
«=  i*  “*  dx1  -,  mettant  donc  ces  valeurs  6c  la  valeur  .r  * de_y  dans 


— I 

— x dx* 


les  valeurs  de  z ôc  de  u , nous  aurons  z =*  * ■+•  ’ 

4-*_,a** 


X JL  I * J.  ••  »,  . 

i — — “ — — * » 4.i*> — ••  i — } m *■ — », -ou  bien  en  ele- 

T*“  * ** 

vant  tout  au  quatré  , z1  — f x — 6xx  , 6c  u *=  * 

__  J_  * 

H — — — = Jf4-2*=jv ; donc  ar=|« , 6c  mettant  cette 

*a,* 

valeur  de  * dans  celle  dez*,  on  aura  zl=^-«— -«« -4-^  ui  * 
& comme  nous  avons  fuppofé  le  paramétré  égal  à l’unité,  fi  nous 
appelions  ce  paramétré  a , 6c  que  pour  rendre  homologues  tous 
les  termes  de  l’équation  z1  = £ u — f ~ f 3 , nous  multi- 

plions les  termes  par  a autant  qu’il  le  faut , nous  aurons  az1  = *- 
aau — -auk  -+-/7  «î  ; 6c  cette  équation  exprimera  la  nature  de  la 
cauftiquc. 


1 62.  Quand  la  courbe  AMD  eft  géométrique  , on  peut  tou- 
jours trouver  une  ligne  droite  égale  a la  cauflique , car  par  exem- 
ple, pour  avoir  la  valeur  de  l’arc  AP  {Fig.  iaj.) , nous  favoris 
que  la  différence  de  tous  les  rayons  incidens  , depuis  l’origine  A 
plus  la  différence  de  tous  les  rayons  réfléchis , eft  égale  à cct  arç 
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et  le  Calcul  Intégral,  Litre  II.  jtfj 
(M  ijo.);  ot  le  rayon  incident  au  point  A eft  zéro,  de  même 
que  le  rayon  réfléchi , ainli  la  fomme  des  différences  des  rayons 
incidens  jufqu’au  dernier  HM  eft  égale  à H M,  & la  fomme  des 
différences  des  rayons  réfléchis  jufqu’au  dernier  MP  eft  égale  à 
MP  , donc  HM  -1-MP  eft  égal  à l’arc  AP  , ôc  ainfi  des  autres. 

itf?  Si  la  courbe  AMD  ( hg . 124.)  eft  un  demi-cercle,  ôc 
que  le  point  d'où  partent  les  rayons  incidens  foit  infiniment  éloi- 
gné , c eft-à-dirc  li  les  rayons  incidens  H M font  parallèles  en- 
tr’eux  , ôc  perpendiculaires  au  diamètre  AD  ; je  fais  que  le  rayon 
MC  de  la  développée  aboutira  toujours  au  centre  C , 6c  que  pat 
conféquent  menant  une  perpendiculaire  du  point  C fur  HM  , 

file  tombera  à l’extrémité  H du  rayon  incident , d’où  il  fuit  que 
IM  = a (N.  1 y 2.)  ; or  dans  ce  cas  le  rayon  réfléchi  MP  = MI 
(N.  1 y 8.) , donc  coupant  HM  en  deux  également  en  I 6c 
portant  MI  fur  le  rayon  réfléchi  de  M en  P , le  point  P fera  un 
point  de  la  cauftique  ; ôc  ce  point  fe  trouvera  de  même  en  cou- 
pant le  rayon  de  la  développée  en  deux  également  en  L,  puis 
décrivant  un  cercle  autour  de  ML  pris  pour  diamètre , & me- 
nant LI  perpendiculaire  fur  MH  , ou  LP  perpendiculaire  fur 
MP,  car  l’angle  MIL  étant  droit , de  même  que  l’angle  MHC 
les  triangles  femblables  MHC,  MIL  , donneront  MC  , ML 
: : MH , MI , dont  MI=tMH=t  « , & on  prouvera  aifément 
que  MP  = MI  — \a. 

Quand  le  rayon  incident  MH  paffe  par  le  centre  C , le  rayon 
réfléchi  tombe  fur  RO,  car  l’angle  d’incidence  CRA  doit  tou- 
jours être  égal  à l’angle  de  reflexion  CRD  dont  le  point  où  la 
cauftique  coupe  CR  doit  être  le  point  O qui  coupe  CR  en  deux 
également. 

Quand  le  rayon  réfléchi  eft  parallèle  à l’axe  , le  point  P eft  le 
plus  haut  point  de  la  cauftique  ; or  en  ce  cas  1 angle  HMP  étant 
droit,  l’angle  HMC  eft  demi  droit,  6c  pat  confequenc  HCM 
eft  au(H  demi  droit  ; donc  HM  eft  alors  le  linus  de  quarante-cinq 
degrés,  ainft  le  plus  haut  point  de  la  cauftique  répond  au  rayon 
incident , qui  eft  le  finus  de  quarante-cinq  degrés. 

La  portion  AP  de  1a  cauftique  eft  triple  du  dernier  rayon  ré- 
fléchi MP;  car  cette  portion  eft  égale  à MH-+-MP  , comme 
on  a vît  dans  l’article  précédent , ôc  MH  eft  double  de  MP  ; donc , 
ôcc.  De  même  la  portion  APO  eft  triple  du  dernier  rayon  réflé- 
chi RO , 6c  par  conféquent  elle  eft  égale  à 4 RC  ; d’où  il  fuit  que 
la  cauftique  entière  AOD  eft  égalq  a 4 HO  = 3 RC , c eft- à-dire 
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que  la  cauftique  eft  rriple  du  rayon  du  demi-cercle. 

Si  du  cenrre  C & du  rayon  CL  on  décrit  le  quart  de  cercle- 
SLO , l’arc  LO  fera  égal  à l’arc  LP , car  l’angle  LCO  étanrégal 
à fon  alterne  CMH,  eft  auiïiégal  à CMP  = CMH  , mais  l’an- 
gle LCO  vaut  l’arc  LO  , & l’angle  CMP  vaut  la  moitié  de  l’arc 
LP  , & l’arc  LO  eft  à la  moitié  de  l’arc  LP , comme  le  rayon 
LC  eft  au  rayon  ~ ML  ; mais  LC  eft  double  de  7 ML , donc  LO 
eft  double  de  7 LP,  & par  conféquent  LO  = LP  ; or  comme 
cela  arrivera  par  tout,  il  s’enfuit  que  la  cauftique  APO  eft  une 
roulette  qui  feroit  décrite  par  un  point  fixe  P d’un  cercle  MLP. 
qui  rouleroit  de  O en  S fur  la  circonférence  OLS  d'un  quart  de 
cercle  dont  le  rayon  feroit  double  ; ces  fortes  de  rouletres  s’ap- 
pellent épicycloïdes , & nous  en  parlerons  plus  bas. 

Si  la  courbe  AMD  eft  un  demi-cercle  (Fig.  1 2 j.) , mais 
que  les  rayons  incidens  partent  tous  d’un  même  point  A , je 
mené  de  l’extrémité  C du  rayon  MC  de  la  développée  la  droite 
CI  perpendiculaire  fur  le  rayon  incident  AM  , & pat  confé- 

3uentMl=<i;  or  par  la  pro|  rieté  du  cercle,  AM  eft  coupé  en 
eux  également  au  point  I , donc_y  = 2<i,  & mettant  cette  va- 
leur de  a dans  MP  = — , ;ai  MP  = j_y  ; prenant  donc  MP, 

égal  à un  tiers  de  MA , le  point  P eft  un  point  de  la  cauftique. 

Quand  le  rayon  incident  AM  tombera  fur  AD  , le  réfléchi 
tombera  fur  DR  , & par  conféquent  DR  =7  AAI,  donc  la, 
cauftique  coupera  le  diamètre  en  R & L’on  aura  CR  — 7 CD. 

Quand  le.  rayon  incident  AM  fera  égal  au  rayon  AC  du  demi- 
cercle  , le  rayon  MP  fera  parallèle  au  diamètre,  car  l’angle 
AMP  fera  alors  l’angle  de  l’exagone  inferit  ; donc  le  point  le 
plus  élevé  de  la  cauftique  répond  au  rayon  incident  égal  au  rayon 
du  demi  cercle. 

Si  l’on  prend  CL  égal  au  tiers  du  rayon  MC  delà  développée 
& qu’on  mené  LQ  parallèle  à CI , & par  conféquent  perpendi- 
culaire à MA , les  triangles  femblables  MIC , MQL  donneront 
AIC  , ML  : : MI , MQ  ; donc  MQ  fera  les  deux  tiers  de  MI  ou 
le  tiers  de  MA  , ainfi  on  aura  MQ  = AIP,  & menant  LP,  le 
triangle  MPL  fera  rectangle  & égal  au  triangle  MQL  , donc  fi 
fur  ML  pris  pour  diamètre  on  décrit  un  cercle  , la  circonférence 
de  ce  cercle  paflera  par  le  point  P , & de  plus  ce  cercle  fera  égal 
au  cercle  du  rayon  CL,  ce  qui  eft  évident.. 

L’arc  LR  du  demi-cercle  TLR  eft  égal  à l’arc  LP  dü  cercle 
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et  le  Calcul  Intégral,  Livre  IL 
PQL  ; car  l'angle  MCR  étant  externe  au  triangle  ilolcele  ACM , 
vaut  le  double  de  1 angle  AMC , ainli  il  vaut  l’angie  AMP; 
mais  l’angle  AMP  vaut  l’arc  PL,  & l’angle  LCR  vaut  l’arc  LR , 
donc  à caule  de  l’égalité  des  cercles  , les  deux  arcs  PL , LR 
font  égaux  , & comme  cela  arrivera  par  tout,  il  s’enfuit  que  la 
cauftique  APR  eft  une  roulette  qui  feroit  formée  par  un  point  P 
d'un  cercle  qui  roulerait  de  R en  T fur  la  circonférence  d un. 
demi-cercle  RLT , dont  le  rayon  CL  feroit  de  même  grandeur 
que  le  rayon  du  cercle  roulant. 

Des  Caujliques  par  refraÜion. 

1 6<;.  Lorfqu’un  corps  repréfenté  par  le  point  A (Fig.  126.) 
tombant  obliquement  fur  une  furface  repréfentée  par  la  droite 
BC , pafle  à travers  , & prend  une  nouvelle  direêtion  PF  ou  PE 
qui  s’approche  ou  qui  s’éloigne  de  la  droite  PQ  perpendiculaire 
fur  la  iurface  BC , ce  changement  de  direction  s’appelle  refrac- 
tion. 

1 66.  L’expérience  fait  voir  que  ft  le  corps  ’mû  rencontre  au 
palfage  delà  furface  BC  un  milieu  plus  épais,  fa  direction  DF 
approche  de  la  perpendiculaire  PQ , & s’il  rencontre  un  milieu 
moins  épais  fa  aire&ion  DE  s’éloigne  de  la  perpendiculaire  PQ, 
l’angle  APD  ou  fon  égal  HPQ  , que  la  première  direction  AH 
fait  avec" la  perpendiculaire  PQ  , fe  nomme  angle  A' incidence , 
ûc  l’angle  FPQ  ou  EPQ  que  la  fécondé  direction  PF  ou  PE 
fait  avec  la  perpendiculaire  PQ  fe  nomme  angle  de  refraÜion  : 
on  démontre  dans  la  Dioptrique  que  le  finus  HR  de  l’angle  d’in* 
cidence  eft  toujours  en  même  raifon  au  finus  FQou  ES  de  l’an- 
gle de  refraêtion  ; par  exemple , fi  des  rayons  de  lumière  qui 
partent  d’un  même  point , paflent  de  l’air  dans  le  verre  , on  a 
trouvé  que  le  finus  de  l’angle  d’incidence  eft  au  finus  de  l’angle 
de  refraction , comme  3 à 2,  & ainfi  des  autres. 

Quand  le  corps  , ou  le  rayon  AP  eft  perpendiculaire  fur 
la  furface  ou  fur  la  ligne  BC , la  direction  ne  change  point  au 
pa!Tage. 

. 167.  Si  plufieurs  rayons  BA  , BM , BD  { Fig.  127.)  qui  par- 

tent d’un  même  point  viennent  à rencontrer  une  droite  ou  cour- 
be AMD  , & qu’ayant  mené  aux  points  A , M , D des  perpenr 
diculaires  AH  , MC , Ôcc.  à la  courbe  , les  rayons  BA  , BM  , 
BD  fe  rompent  au  paftfage  en  approchant  ou  en  s’éloignant  des 

Zziij, 
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perpendiculaires , en  forre  que  ie  finus  CE  de  l'angle  d’incî-, 
dence  CME  foit  toujours  au  finus  CG  de  l’angle  de  rcfra&ion 
CMG  en  même  raifon  , par  exemple  en  raifon  de  m à n la  courbe 
HFN  que  les  rayons  rompus  toucheront  s’appellera  cauftiqnc.par 
réfrathon. 

De  inême(F/g.  128.)  la  courbe  HFN  que  les  prolongcmens 
des  rayons  rompus  toucheront  fera  auffi  appcllée  eau] tique  par 
réfraéhon. 

1 58.  Si  l’on  conçoit  que  le  rayon  AH  ( Fig.  1 27.  ) qui  ne  fcuf 
fre  point  de  réfraélion , parce  qu’il  eft  perpendiculaire  fur  la 
courbe  AMD  foit  un  fil , ôc  qu’avec  ce  fil  toujours  tendu  on  en- 
veloppe la  cauftique  HFN,  l'extrémité  A décrira  une  courbe  de 
développement  ALK  , fie  chaque  rayon  FL  de  la  développée 
HFN  qui  eft  la  même  que  la  cauftique  fera  égal  au  rayon  AH 
moins  l’arc  FH , ou  LF  -+-FH  = AH  , de  même  KN  -*r  NH 
s=  AH. 

1 5p.  Si  l’on  mené  un  autre  rayon  incident  infiniment  proche 
B m un  autre  rayon  rompu  /*F  , une  autre  perpendiculaire  mC , 
fie  que  des  centres  B & F on  décrive  les  petits  arcs  MR , MO , 
les  petits  triangles  redangles  MR/* , MO/*  feront  femblables 
aux  triangles  rectangles  MEC , MGC , car  fi  des  angles  droits 
CM/w , EMR  on  retranche  l’angle  commun  EM/* , l’angle  aigu 
seftant  EMC  fera  égal  à l’angle  aigu  reliant  z«MR , .donc  les 
triangles  rectangles  MRnt , MEC  feront  femblables  ; de  même 
fi  des  angles  droits  CM/n,  GMO,  on  ôte  l’angle  commun  GM/w, 
l’angle  aigu  reliant  CMG  fera  égal  à l’angle  reliant  M/wO , fit 
par  conféquent  les  deux  triangles  rectangles  CMG , zwMO  fe- 
ront femblables , donc  R/w , O m : : CE , CG  ; or  CE , CG  : : m , 
n par  la  fuppofition  , donc  R/w,  Orw:  : m , /». 

170.  Si  l’on  conçoit  que  du  point  B foient  menés  des  rayons 
incidens  fur  tous  les  points  de  l’arc  AM , fie  que  de  tous  les  points 
de  l’arc  FM  de  la  cauftique  correfppndant  à l’arc  AM  foient 
menées  des  perpendiculaires  fur  l’arc  correfpondant  AL  de  la 
ligne  AK  qui  eft  la  ligne  de  developpemeut  de  la  cauftique , la 
fomme  des  différences  des  rayons  incidens  fera  à la  femme  des 
différences  des  parties  LM  des  perpendiculaires  comprifes  en- 
tre les  courbes  AK,  AD  comme  m eft  à n 5 car  R/w  eft  la  diffé- 
rence de  BM  , O m eft  Indifférence  de  LM , mais  la  différence 
de  tous  les  rayons  incidens  eft  BM — BA  , c’eft-à-dire  le  plus 
grand  BM  moins  le  moindre  BA , fit  la  différence  de  tous  les 
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LM  eft  le  plus  grand  LM  moins  le  moindre  qui  cft  zéro  au 
point  A , donc  BM.  — BA , LM  : : m , n. 

171.  La  fomme  des  différences  des  rayons  incidens  fur  l’arc 
ÀM  eft  au  rayon  rompu  AH , moins  l’arc  HF  que  ce  rayon  en- 
velopjlfe  pour  parvenir  fur  MF,  moins  encore  le  rayon  rompu 
MF  comme  m eft  à n ; car  nous  avons  BM  — BA , LM  : : m , 
»;  mais  LF -+- F'H  = AH , ôc  LM=LF-t-FH  — MF — FH 

— AH  — MF  — FH,  donc  BM— BA  , AH  — FH  — FM 
::m,  n. 

172.  L’arc  FH  de  la  cauftlque  correfpondant  à l’arc  AM  eft 
égal  à la  différence  négative  des  rayons  incidens  multipliée  pat 
la  fraâion  - , plus  la  différence  pofttive  des  rayons  rompus  ; car 

par  le  nombre  précédent  nous  avons  BM — B A , AH  — FH 

— FM::/»,  n , doncr/BM  — nBA  = mAH — mFH — «FM, 

6c  - BM  — - BA=AH  — FH  — FM  , donc  FH  = AH 

m m 

— FM  ■+*  - B A — £ BM  , ôc  pour  ne  pas  fc  tromper  ici  dans 

ces  différences  il  faut  commencer  par  le  rompu  qui  enveloppe 
la  cauftiquc  ôc  par  le  premier  incident , c’eft-à-dire  prendre  A H 
— FMôcBA  — BM. 

Et  on  prouvera  de  la  même  feqon  que  dans  la  Figure  128  , 
on  a FH  = AH  — FM-+-  ~ , BM  — n-  BA,  il  y a des  cas  où 
ceci  varie  un  peu  comme  on  verra  plus  bas  dans  l'application 
que  nous  en  ferons  à la  parabole. 

Une  Courbe  étant  donnée  avec  le  point  B , trouver  fa 
Caujlique  par  refrattion. 

173.  Soit  la  courbe  AMD  (Fig.  127.)  que  je  fuppofe  connue 
& dont  on  fâche  mener  les  tangentes  ; fur  un  point  quelconque 
M je  mène  le  rayon  incident  BM , le  rayon  MC  de  la  déve- 
loppée 1 ôc  le  rayon  rompu  MF , je  prens  l’arc  infiniment  petit 
Mm  6c  je  mene  les  droites  Bm,  Cm , ôc  Fm  6c  fuppofant  que 
le  point  F cft  trouvé,  je  décris  les  petits  arcs  MK,  MO  des 
centres  B , F ; enfin  menant  les  perpendiculaires  CE , Ce , CG, 
C g fur  les  rayons  incidens  ôc  fur  les  rompus;  je  nomme  BM 
r^v,  ME  = <t,  MG  = A , ôc  MR=  dx. 

A caufc  des  triangles  femblables  MEC » MRm  on  a ALE , 
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MC  : : MR  , M m , ôc  à caufe  des  triangles  fcmblables  MGC , 
MO™,  on  a MG  , MC::  MO  , M n \ or  les  conléquens  font 
les  mêmes  dans  ces  deux  proportions , donc  ME  , MG  : : MR, 

MO , & par  confisquent  a,  b::  dx , - = MO,  les  triangles  fem- 
blables  BMR , BQr  donnent  auffi  BM , BQ  : : AIR , Qr  ; or  BQ 
eft  égal  à BE  à caufe  de  la  différence  infiniment  petite  QE  , ôc 

BE  =y  -+-<j , donc^,y-J- a::dx , J — ■ --JL  — Qe , mais  félon 

les  loix  de  la  refra&ion  Ce  , Cf  : : CE  , CG  : : m , n ; donc  Ce 

— CE  , Cg  — CG  ::m,  n ou  Qe , Sg  : : m , tr,  donc  , m , n:  : 

— HL-lif  , ",d*  ^ "?*  = Sg , mais  à caufe  des  triangles  fembla- 
bles  FMO,  FSg  on  a MO , Sg::  MF , FS  ou  Fg,  donc  MO 

— Sg,  MO::  MF  — FS,  MF,  & par  conféquent  on  a 

kmyix anydx  — aamJx  hJx  # # y bhnty  MF 

amy  9 a * bmy  — ..  < y — 

Pour  conftruire  cette  valeur  de  MF  (Fig.  12p.)  je  fais  fur  l’ex- 
trémité C de  la  droite  EC  un  angle  ÈCH  égal  à l'angle  GCM 
ôc  tourné  du  côté  de  B , & prenant  fur  MB  la  partie  MK  = ~ } 

je  prens  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes  HK, 
HE  , MG,  ôc  portant  cette  proportionnelle  de  M en  F j’ai  la 
valeur  de  MF  ou  du  rayon  rompu  ( Fig.  1 27.  ) , ôc  par  conféquent 
le  point  F eft  un  point  de  la  cauftique. 

Car  à caufe  des  triangles  fcmblables  CGM , CEH  ( Fig.  1 ap.  ) 
on  a CG,  CE  : : MG , EH  , donc  n , m::b  ,l’~  = EH  , donc 


HE—ME=HM=‘-^=^,  ôc  HK=HM — MK= 
mettant  donc  ces  valeurs  dans  la  proportion  HK,  HE:: MG, 
MF  nous  aurons *-  : : b , «S —MF. 

174.  Si  la  courbe  AMD  étoit  concave  du  côté  de  B (Fig.  128.)  . 
la  grandeur  BM=y  deviendroir  négative  , ôc  l’on  auroit  MR 

^=  =rî^ & la  conftruaion  feroit  1* 
même. 

1 7 y . La  valeur  de  HK  ( Fig.  1 *9.  ) eft  négative  lorfque  le  point 
K tombe  entre  B ôc  H Ôc  la  valeur  de  MF  devient  auffi  négati- 
ve à caufe  de  la  proportion  HK,  HE  : : MG , MF. 

176.  La  courbe  étant  convexe  vers  le  point  B (Fig.  127.) 
fi  la  valeur  de  MF  eft  pofitive , le  point  F eft  en  delà  de  G par 

rapport 
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rapport  au  point  M , & par  conséquent  les  rayons  brifés  font 
convergens , mais  fi  la  valeur  de  F eft  négative , le  point  F fera 
de  1 autre  côté  du  point  M , c’eft-à-dire  qu’il  faudra  prendre  MF. 
fur  le  prolongement  du  rayon  brifé  j & ainfi  les  rayons  brifés 
feront  divergens. 

Mais  quand  la  courbe  eft  concave  du  côté  du  point  B { Fie: 
128.  ) fi  la  valeur  de  MF  eft  pofitive  il  faudra  la  prendre  fur  le 

f'rolongement  des  rayons  brifés,  parce  que  les  rayons  incidens 
ont  alors  négatifs , ainfi  les  rayons  brifés  feront  divergens , & 
fi  MF  eft  négariye  on  la  prendra  fur  les  rayons  brifés  , & ces 
rayons  feront  convergens. 

1 77.  Si  la  courbe  eft  convexe  vers  le  point  B (F.  1 27.)  & que  m 
(bit  moindre  que  n , il  eft  évident  que  le  finus  EC  de  l’angle  a inci- 
dence fera  moindre  que  le  finus  CG  de  l’angle  de  réfraction  , 
donc  les  rayons  brifés  s’éloteneront  de  la  perpendiculaire  & fe- 
ront divergens > ce  que  l’off  découvrira  encore  mieux  en  obfer- 

vant  la  formule  MF  =» i~y tu-„  qui  eft  vifiblement  néga- 
tive en  ce. cas,  à caufe  que  a devient  alors  plus  grand  que  b , 
ce  qui  rend  le  dénominateur  négatif,  & fi  la  courbe  eft  conca- 
ve vers  le  point  B & que  m foit  plus  grand  que  n la  formule  de 

ce  cas  MF  = — fera  pofitive  ôt  les  rayons  brifés  fc-, 

ront  divergens. 

1 78. Lorfque  la  courbe  eft  convexe  vers  B (Fig.  t2p.)ôcque»i 
étant  plus  grand  que  »,  il  fe  trouve  que  MK  eft  moindre  que 
MH,  alors  HK  eft  pofitive  & MF  aullî,  donc  les  rayons  brifés 
font  convergens,  mais  fi  MK  eft  plus  grande  que  MH,  les  rayons* 
brifés  feront  divergens  à caufe  que  HK.  ôc  MF  feront  négatives^ 
enfin  fi  MK  = MH  les  rayons  rompus  feront  parallèles , puifqu'ils 
ne  feront  ni  convergens  ni  divergens;  mais  fi  la  courbe  eft  con- 
cave vers  B & que  m foit  moindre  que  » , les  rayons  rompus 
feront  convergens  lorfque  MK  fera  moindre  que  MH,  diver- 
gens lorfque  MK  fera  plus  grand  que  MH , & parallèles  lorfque 

mh=mk.  . 

179.  Lorfque  le  point  B eft  infiniment  éloigné  de  la  courbe,' 
la  formule  AIF  = Pour  ^es  courbes  convexes  vers 

ce  point , ou  — — — L , pour  les  concaves  fe  réduit  à MF 

•'tny  an  y | 4*211  ^ 2 

~ ~ à caufe  que  le  terme  aan  eft  infiniment 

Aaa 
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petit  par  rapport  aux  autres  où  la  grartdeur  infinie  y fe  trouve 

de  plus  MK  = — devient  égal  à zéro  à caufe  du  divifeur  infini- 
ment grand  , c’elt  pourquoi  il  faut  alors  prendre  une  quatrième 
proportionnelle  aux  trois  lignes  , HM  , HE  , MG  ( Figure 
129.  ) & cette  proportionnelle  fera  la  grandeur  cherchée  MF  , 

* bm  • — an  bm  » bbm  »ir 

car  on  aura % — : : b , r- Mr . 

n 7 n 7 bm  — an 

Et  il  faut  obferver  que  MK  étant  en  ce  cas  plus  petit  que 
MH-,  puifqu’il  eft  égal  à zéro  fi  la  courbe  eft  convexe  ou  con- 
cave vers  le  point  B & que  m furpaffe  n , les  rayons  rompus 

feront  toujours  convergens  ; car  alors  on  aura  toujours 
= MF  pofirif , & par  conféqucnt  dans  l’un  ôc  l'autre  cas  les 
A1F  fe  prendront  fur  les  rayons  rompus.  % 

180.  Si  le  rayon  MC  de  la  develraipée  fe  trouvoit  entre  ME 
& MG , & que  CE  devint  égal  à C5,  la  caullique  pat  rcfra&ion 
fe  çhangeroit  en  caullique  par  reflexion  ; car  alors  on  auroit  m 
— n , ôc  a — b.  ainfi  la  formule  r — - — — fe  çhangeroit  en 

* bm) any  — p.  aan  0 


f— = — , car  la  grandeur  ME  = a deviendroit  né- 

*«■>  H-  amy  -+*•:* 

gative  à caufe  quelle  tomberoit  de  l’autre  coté  du  rayon  A1C 
par  rapport  à MG. 

1 8 1 . Si  m étoit  infiniment  grand  par  rapport  à n , le  finus  CG 
feroit  infiniment  petit,  donc  MF  tomberoit  furie  rayon  MC  de 
la  développée , ôc  lui  feroit  égal , car  effaçant  dans  la  formule 
timL. les  termes  any  ix  aan  qui  font  infiniment  petits  on 

fwy  — — any  -4.  aan 

aura  MF  = b , mais  b eft  alors  MC  ou  le  rayon  de  la 

développée,  donc  la  caullique  par  réfraction  deviendroit  la  dé- 
veloppée. 

1S2.  Lorfque  le  rayon  incident  BM  touche  en  M,on  a ME 
=>=  <*= o , ainfi  MF=- — Çr- — = b , donc  le  point  G eft 

3 btuy  — - any  aan  * 


alors  un  point  de  la  caullique. 

183.  Lorfque  le  rayon  incident  BM  eft  perpendiculaire  fur 
la  courbe  , les  droites  ME,  MG  tombent  l'une  ôc  1 autre  fur  le- 
rayon  de  la  développée  ôc  lui  font  égales,  ôc  la  formule  MF 
( fe  change  en  — _^y  ~ÿH  > & lorfque  les  rayons 

bmy  * bm  ^ 

1 my  — — r?v  **• 


'«V — may  . ___  . bm 

incidens  font  parallèles  elle  fe  change  en  ^~ry  ~ m^< 
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caufe  que  le  dernier  terme  bn  du  dénominateur  devient  infiniment 
petit  par  rapport  aux  autres  où  la  grandeur  infinic_y  fe  trouve. 

1 . Lorfque  le  rayon  rompu  MF  touchera  la  courbe  AMD  , 

l’on  a MG==é  = o,  donc  MF=t — =0  , & par 

conféquent  la  cauftique  touche  la  courbe  ÂMD  au  point  M. 

i8y.  Lorfque  le  rayon  MC  de  la  développée  eft  égal  à zéro» 
les  droites  ME , MG  font  auiïi  égales  à zéro  ; c’eft-à-aire  a = o> 
b = o,  donc  MF  —o,  ôc  la  cauftique  paflfe  par  le  point  M. 

1 8 6.  Lorfque  le  rayon  MC  de  la  développée  eft  infini , les 
droites  ME  , MG  font  auffi  infinies  , donc  dans  MF 
= r — les  termes  bmy  — any  où  les  grandeurs  infinies 

a , b , ne  font  qu’au  premier  degré , feront  infiniment  petits  par 
rapport  aux  termes  obmy , aan  où  ces  deux  grandeurs  font  au 

fécond  degré  , donc  on  aura  MF  = ? c’eft-à-dire 


quand  la  courbe  eft  convexe  du  côté  du  point  B , ôc  lorfi 

quelle  eft  concave  du  côté  du  point  B ; donc  MF  devient  né- 
gative dans  le  premier  cas  , Ôc  il  faut  la  prendre  fur  le  prolon- 
gement du  rayon  rompu , ôc  par  conféquent  les  rayons  rompus 
font  divergens , ôc  dans  le  fécond  cas  MF  devient  encore  né- 
gative à caufe  que  y eft  négative  ; ainfi  il  faut  prendre  encore 
MF  fur  les  prolongemcns  des  rayons  rompus  , c’eft-à-dire  du 
point  B,  ôc  les  rayons  rompus  Ibnt  encore  divergens. 

187.  Pour  conftruire  la  valeur  de  MF  = — - , je  prolonge 

la  perpendiculaire  MC  en  O ( Fig.  130.  ) du  point  B j’éleve  la 
perpendiculaire  BO  fur  BM , ôc  du  point  O j’abbaifle  la  per- 
pendiculaire OL  fur  le  prolongement  du  rayon  brifé  MG , je 
fais  à l’extrémité  O de  la  droite  BO  l’angle  BOH  égal  à l’an- 
gle LOM  , ôc  prenant  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois 
lignes  BM , BH , ML , je  la  porte  de  M en  F , ôc  le  point  F eft  un 
point  de  la  cauftique,  car  les  triangles  re£l angles  MEC,  MBO  font 
toujours  femblables  quoique  le  point  C foit  luppofé  à une  diftance 
infinie,  donc  ME,  MC  ::MB,  MO;  de  même  les  triangles  fem- 
blables MGC,MLO  donnent  MG,  MC:: ML,  MO; or  les 
conféquens  de  ces  deux  proportions  font  les  mêmes,  donc  ME , 
MG  : : MB , ML  ou  a , b : :y , ~ y =■  ML  ; or  les  triangles  fem- 
blables OLM,  OBH  donnent  OL,  OB:  : ML,  BH , ôc  nous 
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avons  OL , OB  : : GC , EC : : n , m , donc  n , m:: ML , BH , ou 
” ,m ::  — BH  ; mettant  donc  ces  valeurs  dans  la  propor- 

tion BM , BH  : : ML , MF  , on  aura^1  » l~  ■ ■ ~ , ~ = MF. 

188.  Nous  avons  dit  (N.  183.)  que  lorfquele  rayon  incident 
étoit  perpendiculaire  à la  courbe  AMD  les  droites  MË,  MG 
( Fig.  127.  1 2p.  ) étoient  égales  chacune  au  rayon  MC  de  la  dé- 
veloppée fur  laquelle  elles  tombent  en  ce  cas  , à caufe  que  le 
rayon  perpendiculaire  ne  fouffre  point  de  réfra&ion  , & que  MF 

devenoit  ^ ü l°rfquc  1£S  rayons  incidens  partent  d’un 

même  point  B qui  n’eft  pas  infiniment  éloigné , & —~n  lorf- 
que  ces  rayons  font  parallèles;  or  dans  ce  fécond  cas  MF  eft 
facile  à conftruire  ; mais  dans  le  premier  voici  comme  on  fera; 
je  prens  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  grandeurs  n , 
m,  b ( Tig.  13  1.  ) ce  qui  donne  n , m : : i , — , & je  la  porte  fur 
le  rayon  CM  de  la  développée  de  C en  H,  ainfi  HC  = ^ j 
donc  HM  = HE — ME= — b — ; je  prens  MK 

— " , ce  qui  donne  HK  = MH  — MK  = — î? 

— ‘ my-  a,n  ; enfin  je  fais  cette  proportion  HK , HC::MC, 

MF  ou  — : :b , ^ ==  MF  : mais  en  ce 

cas  a eft  égal  à b , donc  A1F  = 

7 my  — ny  — bu • * 

18p.  Soit  la  courbe  MAD  ( Fig.  1 3 a.)  une  parabole  ordinaire, 
& foit  le  point  B éloigné  du  fommet  A de  deux  fois  le  para- 
métré que  je  nommerai  — c,  fi  je  prens  AH  = BA  —y  , & 
qu’ayant  mené  l’ordonnée  HD  je  tire  la  droite  BD,  il  eft  vifible 
que  BD  fera  tangente  , & que  par  conféquent  le  rayon  incident 
ËD  eft  le  plus  grand  qu’on  puifTe  tirer  du  point  B fur  la  para- 
bole; c’eft-à-dire  que  de  tous  les  rayons  qu’on  peut  mener  du 
point  B , il  n’y  aura  que  ceux  qui  font  compris  entre  BA  & BD 
qui  porteront  fur  la  courbe  ; cela  ptofé. 

Pour  trouver  le  point  de  la  cauftique  par  réfraôion  correfpon- 
dant  au  rayon  incident  BA  perpendiculaire  fur  la  courbe  en  fup- 
pofanr  que  m eft  à n comme  3 eft  a 2 ; c’eft-à-dire  que  les  réfraûions 
que  fouffrent  les  rayons  incidens  foient  les  mêmes  que  celles 
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que  les  rayons  de  lumicre  fouffrent  en  paffant  de  l’air  dans  le 
verre,  je  prens  la  formule  MF  & je  mets  à la' 

place  de  m fa  valeur^  , à la  place  de  n fa  valeur  2 , à la  place 
oej  , fa  valeur  2c , 6c  enfin  à la  place  de  b fa  valeur -Ç  c , car  b 
étant  alors  égal  au  rayon  de  la  développée , lequel  au  fomrnet 
A vaut  la  moitié  du  paramettre,  eft  par  conféqu*t =■!■<■;  donc 

— Z—v—c  ==,T~SC  > ie  Prcns  donc  AF  ==  3c,  ôc  le 
point  F eft  un  point  de  la  cauftique  par  réfraftion. 

Pour  trouver  le  point  de  la  cauftique  correfpondant  au  poinc 
D où  le  rayon  BD  touche  la  parabole  , je  cherche  le  rayon  de 
la  développée  CD  ; je  décris  un  demi  cercle  fur  DC  pris  pour 
diamètre  6c  j’y  inferis  une  corde  CG  égale  aux  deux  tiers  de 
DC  , ainfi  DC  étant  le  finus  de  l’angle  d'incidence , CG  eft  le 
finus  de  l’angle  de  réfratlion  , puifque  l’un  eft  à l’autre  comme 
3 eft  à 2 , je  mene  la  droite  DG  ôc  le  point  G eft  un  point  de 
la  cauftique  ( N.  1 84.  ) 

Pour  trouyer  le  point  P correfpondant  au  rayon  BM , je  cher- 
che le  rayon  .ML  de  la  développée  correfpondant  au  point  M , 
je  décris  un  cercle  autour  de  ML  pris  pour  diamètre  ; je  rire 
la  corde  LR  , puis  prenant  la  corde  LS  égale  aux  deux  tiers 
de  LR  je  mene  la  droite  MSP  qui  eft  le  rayon  rompu , puifque 
RL  eft  à LS  comme  m eft  à n ou  comme  3 à 2 , je  nomme 
MR  = a , MS  = b , BM  =y , ôc  mettant  dans  la  formule 


r- — les  valeurs  de  m 6c  de  n , j’ai  

= , je  porte  cette  valeur  de  M en  P , & le  point  P eft 

un  point  de  la  cauftique  par  réfraélion , ÔC  on  trouvera  les  au- 
tres points  de  la  même  façon. 

La  cauftique  FG  eft  égale  à DG — AF  -+- ÿBD — ÿ BA,  de 
même  la  portion  FP  eft  égale  à MP  — AF  -+- 1 BM  — ~ BA  , 
ôc  ainfi  des  autres , ôc  il  faut  obferver  ici  que  nous  mettons  i 
BD  — B A , ôc  non  pas  f BA  — ÿ pf)  f parce  que  la  cauftique 
FG  prend  une  route  oppofée  à celle  de  la  Figure  127  , ôc  qu’il 
faut  que  le  rayon  AF  développe  la  cauftique  pour  parvenir  fur 
DG,  au  lieu  que  dans  la  Figure  127.  le  rayon  AH  enveloppe  kr 
cauftique  pour  parvenir  fut  DN  , ôc  pour  ne  laifTer  aucun  doute 
là  deflus  , U n’y  a qu’à  faire  attention  que  fi  le  ravon  AP’  ( Fig. 
i}2.  ) dcveloppoit  la  cauftique  FG  fon  extrémité  A décriroir 
une  courbe  AO , Ôc  que  la  droite  GO  feroit  égale  au  rayon  AF 
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plus  la  courbe  FG  ; or  on  prouvera  de  même  que  nous  avons 
fait  ( N.  170.  ) que  BD  — BA  eft  à DO , comme  « ell  à n ; 
mais  DO  = OG  — DG  = AF-+-  FG-^-DG,  donc  BD — BA, 
AF -+-FG  — D::ro,»  & - BD  — ”BA=AF-+-FG  — DG, 

0 mm  9 

donc  FG  = DG — AF-+--  BD  — -BA. 

■jç  nt  m 

Il  ell  aifé  de  voir  que  fi  on  continuoit  la  parabole  de  l’autre 
côté  de  Taxe , la  cauftique  rebroufleroit  chemin , & que  fon  point 
de  rebrouflement  feroit  le  point  F. 

ipo.  Soit  une  parabole  AM  ( Fig.  133.)  & le  point  B pris  fur 
l’axe  du  côté  de  la  concavité  ôc  éloigné  du  font  met  du  double 
du  paramétré  que  j’appelle  c,  ayant  mené  un  rayon  incident  BM , 
je  tire  par  le  point  M le  rayon  MC  de  la  développée  ; je  le  pro- 
longe de  l’autre  côté  jufqu’à  ce  que  Mc  foit  égal  à MC  ; je  dé- 
cris un  cercle  fur  Mc,  & du  point  c menant  la  corde  cE  au 
point  E où  le  rayon  incident  coupe  la  circonférence  , je  mene 
une  autre  corde  cQ  qui  foîc  à cE  comme  » ell  à m , en  fup- 
pofanr  que  la  raifon  de  n à m ell  de  2 à j , telle  queft  la  raifon 
de  la  refradion  au  partage  du  verre  dans  l’air,  je  mene  GM  qui  par 
conféquent  eft  le  rayon  rompu , je  fais  à l’extrémité  c de  la  corde 
cE  un  angle  EcH  égal  à l’angle  GcM , puis  je  prens  MK  = “ 

en  nommant  le  rayon  BM=^,la  corde  ME=<j&  la  corde 
Al  G = b~,  or  MK  fe  trouvant  plus  grand  que  MH , je  dois  pren- 
dre les  MP  du  même  côte  du  point  B (N.  17 6.)  en  fai- 
fant  HK , HE:  : MG  , MP,  ainfi  le  point  P eft  un  point  de  la 
cauftique  ; pour  trouver  le  point  correfpondant  au  rayon  inci- 
dent AB  perpendiculaire  à la  parabole,  je  prens  le  rayon  de  la 
développée  qui  eft  -je,  ôc  mettant  la  valeur  de  m ôc  de  n , ôc  7 

c , au  lieu  de  b 6c  de  a , dans  la  formule — correfpon- 

dante  au  rayon  rompu,  j’ai  AF=4c. 

L’arc  FP  de  la  cauftique  eft  égal  à MP — AF-+-£BM — J- 
AB  , ce  que  l’on  prouvera  de  même  que  ci-dertus;  il  eft  vifible 
que  la  cauftique  a un  point  de  rebrouflement  F. 

19 1.  Si  les  rayons  incidens  (Fig.  1 54.)  font  parallèles  entr’eux, 
d’un  point  quelconque  M , je  mene  le  rayon  MC  de  la  déve- 
loppée; fur  ce  rayon  pris  pour  diamètre,  je  décris  un  demi-cercle, 
du  point  E où  le  rayon  incident  BM  coupe  la  circonférence , je 
mene  la  corde  CE , ôc  j ’inferis  une  autre  corde  CG  qui  foit  à CE 
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comme  2 à j , je  tire  la  corde  MG  qui  eft  le  rayon  brifé  , puis- 
que le  finus  d’incidence  CE  eft  au  finus  CQ  de  l'angle  de  ré- 
fraction , comme  3 à 2 , ou  comme  m à » ; je  fais  à 1 extrémité 
C de  la  corde  EC  un  angle  ECH  égal  à l’angle  GCM , ôc  pre- 
nant une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes  HM , HE , 
MG , je  la  porte  de  M en  F , ôc  le  point  F eft  un  point  de  la 
cauftique  , car  alors  on  a FM  — J^_n  (Ab.  183.),  & on  trou- 
vera de  la  même  façon  tant  d’autres  points  que  l’on  voudra. 

Pour  trouver  le  point  corrcfpondant  au  rayon  BA  perpendi- 
culaire à la  parabole,  je  fais  que  le  rayon  de  la  développée  eft 
alors  c = b = a , je  mets  donc  cette  valeur  de  b,  6c  celles  de 

m & « dans  la  formule  J™-~n  , ôc  j’ai  | c , ainfi  AP  égal  à -j-  du  para- 
métré ôc  le  point  P eft  le  point  où  la  cauftique  touche  l’axe. 

Si  fur  le  point  A on  éleve  la  perpendiculaire  AR  , la  droite 
RM  , lcra  la  différence  du  rayon  incident  BM  au  rayon  inci- 
dent BA  , quoique  ces  deux  rayons  foient  ififinis , ainfi  la  parties 
PF  de  la  cauftique  fera  égale  à MF — AP-f-fRM. 

192.  Soit  la  courbe  AMD  (f'/g.  1 3 3.) , un  quart  de  cercle  fur 
lequel  les  rayons  incidens  tombent  de  dehors  en  dedans,  6c 
font  parallèles  entr’eux  : pour  déterminer  le  point  H de  la  cau- 
fiique  répondant  au  rayon  BA  perpendiculaire  fur  la  circonfé- 
rence ; je  mets  dans  la  formule  -~z'n  la  valeur  de  b qui  eft  égale 
au  rayon  de  la  développée , ôc  par  conféquent  à celui  du  quart  de 
cercle  que  j’appelle  r;  je  fubftitue  aufli  les  valeurs  3 6c  2 , dew  6c 
w,  6c  j’ai  jr  j je  prens  donc  AH  = jr  , 6c  le  point  H 

eft  un  point  de  la  cauftique. 

Pour  trouver  le  point  correfpondant  au  rayon  incident  BD 
qui  touche  le  quart  de  cercle , je  décris  fur  OD  pris  pour  dia- 
mètre un  demi-cercle  ; j’y  inferis  une  corde  ON  égale  aux  deux 
tiers  de  OD  , ôc  menant  la  corde  DN  , le  point  N eft  un  point 
de  la  cauftique  ; or  à caufe  du  triangle  rectangle  DON  on  a 

DN  = DO  — ON,  donc  DN  = 4r* — r1  = l° r1 , donc  DN 
= v'ÂÂT»",  ôc  on  pourra  aifément  trouver  les  autres  points  en 
fuivant  les  réglés  ci-deffus. 

Si  fur  le  point  A on  éleve  la  perpendiculaire  AR , la  cauftique 
NH  eft  égale  à AH  — DN  -3-f  RD. 

On  trouvera  de  la  même  maniéré  les  cauftiques  par  réfraction 
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les  points  de  l’arc  BA  fera  égale  à cet  arc  , ainfi  cette  portion 
fera  l’arc  BE  6c  le  point  décrivant  A fera  enE  ; de  même  quand 
le  cercle  mobile  fera  dans  la  pofition  TX , fi  I on  prend  un  arc 
TX  égal  à l’arc  XA  , le  point  T fera  un  point  de  l’épicycloïde , 
• 6t  le  point  décrivant  A fera  en  T. 

D’où  Ton  voit  que  pour  décrire  cette  courbe  il  faut  d'abord 
décrire  la  circonférence  OLMN  qu'il  faut  divifer  en  parties  éga- 
les , d’où  l’on  tirera  des  rayons  au  centre  S ; enfiiite  de  chaque 
divifion  prifc  pour  centre , on  décrira  des  cercles  égaux  au  cercle 
mobile,  6c  l’on  prendra  fur  leurs  circonférences  des  arcs  égaux 
aux  arcs  du  cercle  immobile  compris  entre  le  point  d’attouche- 
ment 6c  le  point  A,  après  quoi  on  fera  pafTer  une  courbe  par  l’ex- 
trémité de  ces  arcs , 6c  cette  courbe  fera  l’épicicloïde. 

ip7.  Dans  quelque  pofition  que Joit  le  cercle  mobile , par  exemple 
dam  la  pofition  BI , fit  après  avoir  pris  Parc  BE  égal  à rare  BA  , 
on  mene  la  corde  BE , & une  droite  EQ  perpendiculaire  à BE  £ la 
droite  EQfera  tangente  de  Pépieycloïde , car  il  eft  vifible  qu’à  cha- 
que inftant  le  point  décrivant  A fe  meut , 6c  décrit  un  petit  arc , 
donc  le  centre  eft  le  point  d’attouchement , 6c  que  l’épicycloïde 
n’eft  autre  chofe  que  la  fournie  de  ces  petits  arcs  ; or  les  droites 
BE  menées  des  points  d’attouchement  au  point  décrivant , font 
les  rayons  de  des  petits  axes , donc  ils  leur  font  perpendiculai- 
res , 6c  par  confisquent  les  droites  QE  perpendiculaires  aux 
rayons  touchent  les  arcs. 

Que  fi  on  veut  une  demonftration  plus  fenfible , on  n’a  qu’à 
faire  attention  que  la  droite  BE  eft  la  plus  courte  de  toutes  les 
lignes  droites  qu’on  peut  tirer  du  point  B fur  l’épicycloide , 6c 
par  conféquent  fi  une  droite  QE  touche  l’épicycloïde  enE,  la 
droite  BE  lui  fera  perpendiculaire  ; or  c’eft  ce  que  jeprouve  en 
cette  forte  : fi  l’on  veut  par  exemple  que  la  droite  BT  foit  plus 
courte  que  la  droite  BE  , du  point  T pris  pour  centre  ôc  d’un 
intervale  égal  au  rayon  OA , je  décris  un  arc  qui  coupe  le  cer- 
cle OLMN  au  point  M , 6c  du  point  M pris  pour  centre  , 6c 
du  même  intervale , je  décris  le  cercle  TX  qui  touche  le  cercle 
immobile  en  X , ce  qui  eft  vifible  par  la  formation  de  l’épicycloï- 
de  ; cela  fait,  je  mene  les  droites  B A , BX , AX , XT  ; l’arc  BE 
étant  égal  à l’arc  AB,  la  corde  BE  eft  aufli  égale  à la  corde  AB , 
par  la  même  raifon  la  corde  XT  eft  égale  à la  corde  X A ; fur  le 
point  X j’éleve  XK  perpendiculaire  fur  MS , 6c  par  conféquent 
tangente  du  cercle  immobile  6c  du  cercle  XT , les  angles  TXM , 
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AXS  font  égaux  à caufe  de  l’égalité  des  triangles  TXM,  AXS  , 
donc  fi  des  angles  égaux  KXM , KXS  on  ôte  les  égaux  TXM  f 
AXS  , les  angles  reflans  KXT  , KXA  feront  égaux  ; or  l’aiv 
gle  BXA  eft  moindre  que  KXA , donc  il  eft  aufli  moindre  que 
TXK , ôt  à plus  forte  raifon  il  eft  moindre  que  TXB  ; mais  les 
triangles  TXB,  XAB  ont  le  côtéTX  égal  au  côté  XA*  le  côté 
BX  commun , fit  l’angle  compris  TXB  plus  grand  que  l’angle 
compris  BXA , donc  le  côté  TB  eft  plus  grand  que  le  côté  BA 
ou  BE  fon  égal , donc  BE  eft  plus  courte  que  BT  , & en  cor»- 
ftruifant  de  la  même  façon  on  prouvera  toujours  qu’en  quelque 
endroit  de  l’épicycloïde  qu’on  mène  une  droite  du  point  B,  la 
droite  BE  fera  la  plus  courte. 

On  voir  par  là  que  pout  mener  une  tangente  d’un  point  quel- 
conque T , il  faut  d’abord  trouver  la  pofition  du  cercle  mobile 
lorfque  le  point  A eft  en  T ce  qui  fe  fait  comme  nous  avons  dit 
en  décrivant  l’arc  rM  , ôt  enfuitc  le  cercle  TX , après  quoi  me- 
nant la  corde  XT  la  droite  rs  perpendiculaire  fur  cette  corde 
fera  la  tangente  cherchée. 

198.  Avant  de  parler  de  la  développée  de  l’épicycloïde , il 
eft  bon  de  fe  rappeller , que  fi  fur  deux  cercles  inégaux  ABC , 
aie  (Fig.  1 37-)  on  prend  des  arcs  égaux  en  grandeur  AB , ab,  les 
angles  AOB,  aob , qui  feront  mefurés  par  ces  arcS'feront  entr’eux 
réciproquement  comme  les  rayons  ao  , AO  ; car  fi  l’on  fuppo- 
fe  que  le  rayon  AO  ne  foit  par  exemple  que  la  moitié  du  rayon 
ao  , la  circonférence  ABC  ne  fera  aufli  que  la  moitié  de  la  cir- 
conférence abc  ; ainfi  filon  vouloir  que  l’angle  AOB  fût  égal  à 
l’angle  aob  , ou  ce  qui  revient  au  même,  que  l’arc  AB  contint 
autant  de  degrés  de  fa  circonférence  que  l’arc  ab  en  contient  de 
la  Tienne;  il  faudroit  que  l’arc  AB  ne  fût  que  la  moitié  de  l’arc 
ab  ; or  par  la  fuppofition  l’arc  AB  eft  égala  l’arc  ab,  dont  l’an- 
gle AOB  eft  double  de  l’angle  aob , & par  conféquenr  le  premier 
eft  au  fécond  réciproquement  comme  le  rayon  ao  eft  au  rayon 
AB. 

199.  Le  cercle  mobile  étant  dans  une  pofition  quelconque 
BI  (Fig.  138.)  ; fi  du  point  B d’attouchement  on  tire  au  point 
décrivant  A qui  eft  alors  en  E la  droite  BE  , & qu’enfuite  du 
centre  S & de  l’intervale  SE  on  décrive  l’arc  EHZ  & qu’on 
mène  la  corde  HA , l’arc  EB  fera  égal  à l’arc  HA  ôt  la  corde 
EB  égale  à la  corde  HA  ; car  SL  étant  la  fomme  des  rayons 
SB  , BL , eft  égale  à SO , qui  eft  la  fomme  des  rayons  SA , 
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AO,  les  droites  SE , SH  font  égales  étant  rayons  du  même  arc 
EH  , 6c  les  droites  HO , EL  font  auflï  égales  , parce  qu’elles 
font  rayons  de  cercles  égaux , donc  les  deux  triangles  SLE  , 
SOH , font  égaux  6c  femblablcs  j & par  conféqucnt  l'angle  ELB 
étant  égal  à l’angle  HQA,  les  arcs  EB,  HA  font  aufti  égaux  de 
même  que  leurs  cordes. 

200.  Cela  pofé , pour  trouver  la  développée , je  mene  une  au- 
tre perpendiculaire  rR  (Fig.  1 39.)  à l’épicycloïde  infiniment  pro- 
che de  la  perpendiculaire  EB,  un  autre  arc  eh  concentrique  à 
l’arc  EHZ  ; je  mene  les  droites  SX , A h , VH,  \h , FH  , FA , 
& des  points  R , A , je  décris  les  petits  arcs  BG , HQ , les  trian- 
gles rcdangles  GXB , HQ  h font  égaux  6c  femblablcs , car  BX , 
ou  AX — AB  eft  égal  à HA  ou  AA  — AH,  de  mêmeGXoueX 

— eG  eft  égal  à AQ  ou  AA — QA , 6c  par  conféquent  le  petit 
arc  GB  eft  égal  au  petit  arc  HQ , donc  l’angle  GRB  eft  à l’an- 
gle IIAQ  réciproquement  comme  la  droite  HA  à la  droite  BR. 

L’angle  HAA  eft  égal  à S Ah  — SÂH  , mais  l’angle  SAHeft 
égal  à l’angle  SBE , car  menant  par  B la  tangente  B»  6c  par  A 
la  tangente  A t , on  trouvera  que  l’angle  SAH  eft  compofe  d’un 
ingle  droit  SAr  égal  à l’angle  droit  SB# , 6c  d’un  angle  rAH  égal 
à l’angle  «BE , à caufe  des  fegmens  égaux  BE , AH,  6c  on  prou- 
vera de  la  même  façon  que  l’angle  SA  A eft  égal  à l’angle  SXr  ; 
donc  l’angle  HAA  — SAA  — SAH  = SXe — SBE,  ôc  menant 
mB  parallèle  à XS , 6c  B»  parallèle  à Gr , on  aura  SXe — SBE 
»=mB# — SBE=wBE — mBS  ; mais  «BE  eft  égal  à l’angle 
GRB  6c  mBS  eft  égal  à fon  alterme  BSX  , donc  HAA  = SXr 

— SBE  = nBE  — mBS  = GRB  — BSX  , 6c  par  conféquent 
GRB  = HAA  -+■  BSX  ; mais  BSX  eft#gai  à HVA  = aHAA,  à 
caufe  que  HVA  a fon  fommet  au  centre1,  6c  que  HAA  a le 
lien  à la  circonférence  , donc  GRB  = 3HAA  ; donc  puif- 
que  les  rayons  HA , BR  des  angles  HAA,  BRG  font  récipro- 
ques à ces  angles , il  s’enfuit  que  BR  eft  égale  à-j-  H A = j EB  ; 

S tenant  donc  BR  égal  au  tiers  de  la  perpendiculaire  EB , le  point 
. fera  un  point  de  la  développée , 6c  on  trouvera  tant  d’autres 

Joints  que  l’on  voudra  en  menant  d'autres  perpendiculaires  fur 
épicycloïde. 

20 1 T Si  du  centre  S ôc  du  rayon  SK  égal  au  tiers  de  SA , c’eft- 
à-dire  qui  foit  à SA  comme  BR  à BE , on  décrit  un  cercle  KO» , 
la  développée  iRA  fera  une  roulette  produite  par  un  cercle  qui 
auroir  pour  rayon  la  droite  KA , 6c  qui  rouleroit  fur  le  cercle 
. B b b ij 
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/OK  en  allant  de  » en  A , enforte  que  cette  roulette  feroit  da 
même  nature  que  l’autre , mais  dans  une  polition  oppofée.  Pour 
le  prouver  , r°.  Il  eft  vifiblc  que  le  cercle  BO  fit  le  cercle  K* 
font  égaux  à caufe  de  l’égalité  des  diamètres,  fit  qu’ainfi  ces  deux 
cercles  font  entr’eux  comme  les  cercles  A JF , AC.  20.  Si  l'on  fup- 
pofe  que  le  cercle  BO  foit  parvenu  dans  la  pofition  BO  ; il  eft 
évident  que  le  diamètre  BO  qui  eft  lcriers  de  AC  eft  auflî  le  tiers 
de  IB  , donc  on  a IB , BO  : : EB  , ER , fit  par  conféquent  à 
caufe  de  l’angle  IBE  égal  à fon  oppofé  au  fommet  OBR  , les 
triangles  IBE , OBR  font  femblables  , mais  IBE  eft  rectangle , 
donc  OBR  l’eft  aulli , 6c  le  point  R de  la  développée  eft  à la 
circonférence  du  cercle  BO.  30.  Les  angles  IBE,  OBR  étant 
égaux  , on  a l’arc  IE  ou  BC  t fon  égal  eft  à l’arc  OR  , comme 
IB  eft  à BO , ou  comme  BS  à OS , ou  enfin  comme  BC  à Oi  , 
donc  puifqu’on  a BC,  OR::BC,  O»,  il  s’enfuit  que  l’arc  OR 
eft  égal  à l’arc  Oi  ; fie  comme  cela  arrivera  partout,  il  eft  vifiblc 
que  la  développée  eft  une  roulette,  ficc. 

202.  La  tangente  RE  eft  égale  à l’arc  RA  de  la  développée  y 
dont  cet  arc  eft  à la  partie  BR  de  fa  tangente  comme  RE  à RB , 
ou  comme  BS-I-OS  à OS  , ou  comme  AS  KS  , à KS  i 
mais  AS-f-KS  eft  égala  AK-+-2K.S , c’eft-à-dire  au  diamètre  AK 
du  cercle  mobile  BO  plus  le  diamètre  Kl  de  l’immobile , donc 
l’arc  RA  de  la  développée  eft  à la  partie  BR  de  fa  tangente  com- 
me la  femme  des  diamètres  des  deux  cercles  générateurs  eft  au 
rayonKSdu  cercle  immobile  ; ainfi  toute  la  développée  /RA  cil 
à fa  tangente  au  point  / qui  eft  le  diamètre  jC  du  cercle  mobile, 
comme  la  fomme  des  diamètres  eft  au  rayon  KS  ; mais  la  fomme 
Ai  des  diamètres  eft  quadruple  du  rayon  KS  , donc  la  dévelop- 
pée /BA  eft  quadruple  de  iC  ou  du  diamètre  du  cercle  mobile  i 
ainfi  fi  l'on  achève  le  cercle  /OK  , la  développée  /RA»  fera 
oâuple  du  diamètre  /C , ou  bien  comme  /A  eft  double  de  / C , 
on  peut  dire  que  la  développée  prife  dans  la  circulation  entière  eft. 
quadruple  de  fon  axe  /A. 

20J.  Puis  donc  qu’un  cercle  OB  (F/g.  13p.)  qui  roule  fur  fon 
égal  /K  produit  une  roulette  dont  la  courbe  eft  quadruple  de  fon 
axe  ; il  s enfuit  que  dans  la  Figure  13  6.  la  roulette  AHTVPZA, 
eft  auffi  quadruple  de  fon  axe  AV , ou  oéhiple  du  diamètre  AF. 

204.  Le  trapezoïde  ÆBG  (Fig.  1 3 9.)  eft  égal  à rE-t-  CiB  x -J- 
EB , mais  à caufe  des  feûeurs  femblables  REe,  RBG , onarE. 
— ABG,  donc  le  trapezoïde  rEBG = y BG~x  ~ EB  i or  le  titan- 
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gle  HAQ  = HQ  x f H A , & H A = BE  , de  môme  que  HQ 
= G B , donc  le  triangle  H AQ  = BG  x ~ EB  ; donc  le  trapezoï- 
dc  de  lepicycloïde  eft  au  triangle  correfpondant  du  cercle,  com- 
me y eft  à 1.  Or  comme  on  peut  remplir  faire  de  l’épicycloïde 
comprife  entre  fa  courbe  & la  circonférence  du  cercle  immo- 
bile , d’une  infinité  de  petits  trapczoïdes , & qu’on  peut  remplir 
l’aire  du  cercle  mobile  a autant  ae  triangles  corrcfpondans  , qui 
• auront  toujours  même  rapport  aux  trapezoïdes  , il  s’enfuit  que 
l’aire  de  l’épicycloïde  comprife  entre  fa  courbe  & la  circonféren- 
ce du  cercle  immobile  eft  quintuple  du^ercle  mobile  ou  de 
l’immobile  , & par  conféquent  ajoutant  x cette  aire , celle  du 
cercle  immobile,  faire  entière  de  l’épicycloïde  ferafextuple  du 
cercle  générateur. 

aoy.  La  courbe  de  l’épicycloïde  eft  quaduple  de  fon  axe , de 
même  que  la  courbe  de  la  développée  eft  quadruple  du  lien  ; 
or  l’axe  AP  (Fig.  139.)  de  l’épicycloïde  eft  à l’axe  Ai  de  la  déve- 
loppée comme  12  à 4 , ou  comme  3 à 1,  comme  il  cTl  facile  de 
le  prouver,  donc  la  courbe  de  l’épicycloïdc  eft  triple  de  fa  dé- 
veloppée. 

De  même  puifque  l’aire  de  l’épicycloïde  en  y comprenant  for» 
cercle  immobile  eft  fextuplc  de  l’aire  de  ce  cercle , l’aire  de  la 
développée  en  y comprenant  fon  cercle  immobile  fera  aulli  fex- 
tuple  de  ce  cercle  ; mais  le  cercle  immobile  A C(Fig.  139.)  de 
l’épicycloïde  eft  neuf  fois  plus  grand  que  le  cercle  immobile 
Kl  de  la  développée  ; car  ces  cercles  font  en  raifon  dou- 
blée de  leurs  rayons  AS  , SK  qui  font  comme  3 à 1 ; donc 
l’aire  de  l'épicycloïde  eft  neuf  fois  plus  grande  que  faire  de  la 
développée. 

20 6.  Suppofons  maintenant  que  le  diamètre  FA  du  cercle 
mobile  (Fig.  140.)  ne  foit  que  la  moitié  du  diamètre  AC  de  l’im- 
mobile ; il  eft  évident  que  le  cercle  mobile  aura  fait  deux  révo- 
lutions entières  lorfqu’il  fera  revenu  au  point  A d’où  il  éroit  parti  ; 
ainfi  l’arc  AB  étant  égal  à la  demi-circonférence  FA  ou  BI , le 
point  A fe  trouvera  en  I lorfque  le  cercle  mobile  fera  dans  la  po- 
(ition  BI  ; de  même  l’arc  ABC  étant  égal  à la  circonférence  en* 
tiere  du  cercle  FA  , le  point  A fe  trouvera  en  C lorfque  le  cercle 
mobile  fera  dans  la  pofitioir  CD,  flcc.  & l’on  pourra  décrire- 
cette  épicycloïde  de  la  même  façon  que  la  précédente. 

207.  Or  en  conftruifant  de  même  que  dans  la  Figure  139.  & 
nommant  le  rayon  S À— b Si.  leraydn.  AV=a  , en  fuppdànt 

B b b iij. 
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ioppéc , eft  à la  partie  BO  de  là  tangente  , laquelle  cil  alors  le 
diamètre  du  cercle  mobile  comme  Ai  eft  à SK,  ou  comme  j à 
1 , c’eft-à-dire  l’arc  AO  eft  triple  du  diamètre  du  cercle  mobile  , 
d’où  il  fuit  que  la  développé  entière  AOCO  eft  douze  fois  plus 
grande  que  le  diamètre  de  fon  cercle  mobile  ou  fix  fois  plus  gran- 
de que  le  diamètre  du  cercle  immobile.  Or  l’épicycloïde  AICL 
étant  formée  de  la  même  maniéré  que  la  développée , il  s’enfuit 
aufli  que  fa  coutbe  eft  douze  fois  plus  grande  que  le  diamètre  AF 
de  fon  cercle  mobile  ou  fut  fois  plus  grande  que  le  diamètre  AC 
de  l’immobile. 

a 10.  Le  diamètre  AC  du  cercle  immobile  de  l’épicycloïde 
( Fj>.  140.)  eft  double  du  diamètre  K i du  cercle  immobile  de 
fa  développée , donc  la  courbe  de  i’apicycloïde  eft  à la  combe 
de  fa  développée  comme  2 eft  à 1. 

« 1 1.  Suppofant  encore  que  la  Figure  199.  air  les  conditions 
prefentes,  le  trapezoïde  ÆBG  eft  égal  à Æ-l-GBx-jÆB;  or 
a caufe  des  fetleurs  femblables  GBR , ÆR , nous  avons  RB  , 

RE::BG,Er,  mais  RB  = — — -BE,  donc  RE  = RB BE 

— — —,  BE  -+-  BE  = -*-1***  BE  ; mettant  donc  ces  va- 

leurs  de  RB,  RE  dans  la  proportion  RB,  RE::BG,  Æ nous 
aurons  BE,  BE  : : BG , BG  = rE , donc  le 

Xü-h  b 3 xa-hb  7 b 7 

trapezoïde  ÆBG  = Æ-+-GB  x x'EB  = BG-+-^BGx^ 

BG  x ^ EB;  mais  Tare  BG  eft  égal  à l’arc  HQ,  la 
droite  BE  eft  égale  à la  droite  HA , & le  triangle  HAQ  eft 
égal  à HQx-j  HA,  donc  il  eft  égal  à^-BG  x -j  EB,  & par  cou- 
féquenr  le  trapezoïde  eft  au  triangle  comme  2 a-\-  }b  eft  à b. 

Or.dans  la  Figure  140.  on  peut  remplir  l’efpace  AICBA  de 
1 épicycloïde  d’autant  de  petits  ttapezes  qu’on  peut  inferire  de 
petits  triangles  dans  le  cercle  mobile  AF  , dqpac  cet  efpacc 
eft  au  cercle  mobile  AF  comme  ta-^-^b  eft  à b.  Dans  la  fup- 
pofition  prefente  2 a — h,  donc  l’efpace  AICBA  eft  au  cercle 
mobile  comme  4A  eft  à b,  ou  comme  4 à 1 ; or  l’autre  efpacc 
ATCLA  étant  égal  au  premier , les  deux  enfemble  font  donc 
oéluples  du  cercle  mobile  ; enfin  ajourant  à ces  deux  cfpaces  , 
le  cercle  immobile  qui  eft  quadruple  du  mobile  l’aire  enriere  de 
l’épicycloïde  fera  douze  fois  plus  grande  que  le  cercle  mobile  ? 
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c’eft-à-dire  elle  fera  à ce  cercle  comme  ta  à i.  êt  au  cercle  im- 
mobile comme  12.  à 4.  ou  comme  3 à 1. 

Par  la  même  raifon  l’efpace  compris  par  la  développée  AOC0A. 
eft  à fon  cercle  mobile  BO  comma  1 2.  à 1 , 6c  à Ion  immobile 
K»  comme  3 à 1 ; mais  le  cercle  immobile  AC  eft  à l’immobile 
K i comme  4.  à 1 , donc  l’épicycioïde  AICLA  eft  à fa  dévelop- 
pée AOCo  comme  4.  à 1. 

212.  En  général  pourvu  que  le  diamètre  du  cercle  mobile  AF 
( Fig.  13p.  ) foit  une  partie  aliquote  du  diametro  du  cercle  im- 
mobile AC  , on  trouvera  toujours  , i°.  Que  BR  = - BE  % 

Ôc  que  par  conféquent  RE  = RB  -*-BE  = BE  •+- 

BE  = BE , d’où  il  fuit  que  RE  eft  à RB  comme  2 a -+-  a b 

eft  à b , ou  comme  la  fomme  des  diamètres  des  deux  cercles 
mobile  fit  immobile  eft  au  rayon  du  cercle  immobile  , ce  qui 
fervira  à déterminer  la  grandeur  de  la  courbe  de  la  développée, 
6c  enfuite  la  grandeur  de  la  courbe  de  l’épicycloïde  , 20.  On 
trouvera  que  le  trapezoïde  ÆB  eft  au  triangle  correfpontlani 
HAQ  comme  2a -h  eft  à b,  ce  qui  fervira  à déterminer  faire 
de  l’épicycloïde , celle  de  la  développée , & le  rapport  de  l’utre 
à l’autre.  ' 

Suppofons  par  exemple  que  le  diamètre  AC  ( Fig.  141.  ) foit 
quadruple  du  diamètre  AF,  nous  trouverons  que  l’arc  AO.de  la 
développée  fera  à la  tangente  HO  comme  2a -{-2b  , i,  ou 
comme  2 ~ à 1 , ou  comme  y à 2 ; ainfi  la  développée, «ntiere 
AOBVCLMN  fera  au  diamètre  HO  de  fon  cercle  mobile  com- 
me 40  à 2 , ou  comme  20  à 1 , mais  le  diamètre  HO  eft  au 
diamètre  K/  comme  1 à 4 , donc  la  développée  eft  au  diamètre 
de  fon  cercle  immobile  comme  20  à 4,  ou  comme  y à 1 , donc 
l’épicycloïdc  ARBSCTMX  eft  aulfi  au  diamètre  AC  de  fon 
cercle  immobile  comme  y à 1 , & l’épicycloïde  eft  à la  déve- 
loppée commç  3 à 2 , à caufe  que  les  diamètres  AC , KJ  font 
entr’eux  comme  6 à 4 ou  3 à 2. 

Nous  trouverons  aufïï  que  le  trapezoïde  inferit  eft  au  triangle 
correfpondant  comme  2a -h  eft  à b , ou  comme  7 à 2,  par 
conféquent  faire  de  fépicycloïde  comprife  entre  fa  courbe  fie 
le  cercle  immobile  fera  au  cercle  mobile  AF  , comme  28  a 2 
ou  comme  14  à t , fie  ajoutant  faire  du  cercle  immobile  qui  eft 
à celle  du  cercle  mobile  comme  îfià  1 , l’aire  entière  de  l’épi- 
cycloïde 
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cycloïde  fera  à l’aire  de  fon  cercle  mobile  comme  30  à 1 , 6c 
à celle  de  l’immobile  comme  30  à 16 , ou  comme  1 ^ à 8 , ôc 
il  faut  dire  la  même  chofc  de  l’aire  de  la  développée  par  rapport 
à fon  cercle  mobile  6c  à fon  immobile  , d’où  il  fuir  que  l’aire 
de  l’épicycloïde  cft  à celle  de  la  développée  comme  9 à 4 , à 
caufe  que  les  cercles  immobiles  AC,  K;  font  entr’eux  comme 
ÿ à 4 , 6c  ainfi  des  autres. 

Mais  fi  le  diamètre  du  cercle  mobile  n’étoit  pas  une  partie 
aliquote  du  diamètre  de  l’immobile , fa  circonférence  ne  feroit 
pas  non  plus  partie  aliquote  de  la  circonférence  du  cercle  im- 
mobile, c’eft  pourquoi  le  cercle  mobile  feroit  une  infinité  de 
tours  au  tour  de  l’immobile  avant  que  fon  point  décrivant  A 

!>ût  revenir  précifément  au  même  point  d’où  il  étoit  parti,  donc 
a courbe  feroit  alors  infinie  de  même  que  la  fomme  des  efpa- 
ces  quelle  renfermerait  dans  fes  révolutions. 

213.  Il  faut  obferver  dans  toutes  ces  épicycloïdes  que  les 
trois  lignes  SK,  SA,  SF  font  toujours  en  proportion  continue, 
c’eft-à-dire  que  le  diamètre  K»  du  cercle  immobile  de  la  déve- 
loppée ( Fig.  140.  ) eft  au  diamètre  AC  du  cercle  immobile  de 
i’épicycloïde  comme  le  même  diamètre  AC  eft  à la  droite  FD 
qui  feroit  le  diamètre  d’un  cercle  immobile  d’une  autre  épicy- 
cloïde , dont  la  première  AICLA  ferait  la  développée , d’où 
il  fuit  qu’une  épicycloïde  étant  donnée  , on  peut  en  trouver  une 
infinité  qui  feraient  grandes  ou  moindres  de  plus  en  plus. 

214.  Si  le  cercle  mobile  AF  ( Fig.  142.)  roule  au-dedans  du 
cercle  immobile  AC,  6c  que  fon  point  F décrive  répicycloïde 
FT1N2M3L  , ou  ce  qui  revient  au  même  fi  le  cercle  cft  en 
T , 6c  que  fon  point  A touchant  en  T décrive  l’épicycloïd» 
T1N2M3LF  qui  eft  la  même,  fon  diamètre  FA  devient  alors 
négatif,  de  pofitif  qu’il  étoit  dans  les  cas  précédens  ; c’eft  pour- 
quoi en  conftruifant  de  même  que  ci-deftùs  on  n’aura  qu'à  lui 
donner  le  ligne  moins  au  lieu  du  ligne  plus  dans  les  formules 

que  nous  avons  trouvées,  ainfi  on  aura  BR  = t ■ a BE  , RE 

= , & par  conféquent  RE  fera  à RB  comme  2 b — 2 a 

cft  à b , c’eft-à-dire  comme  la  différence  des  diamètres  AC  , 
AF  eft  au  rayon  AS  du  cercle  immobile , de  même  le  trapc- 
zoide  fEBG  fera  au  triangle  HAA  comme  3 b — 2à  eft  à è. 

Or  afin  de  faire  voir  le  parfait  accord  des  règles  du  calcul 
avec  la  Géométrie , je  vais  en  donner  ladémonftration , i°.  Quand 

Cce 
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le  cercle  mobile  partant  du  point  T fera  dans  la  pofition  BI  ÿ 
fie  fon  point  décrivant  en  E fi  du  centre  S on  décrit  l’arc  EH  , 
on  démontrera  aifénient  que  la  corde  EB  eft  égale  à la  corde 
HA  en  menant  les  rayons  ES , HS  que  nous  n’avons  pas  mar- 
qué dans  la  Figure  de  peur  de  la  brouiller , St  menant  des  points  , 
Ê , H des  rayons  aux  centres  des  cercles  AF , BI  ; car  on  trou- 
vera que  les  triangles  ExS  > H VS  feront  égaux  fit  femblables, 
d’où  il  fuit  que  l’angle  ExS  étant  égal  à l’angle  H VS  le  com- 
plément E.vB  fera  égal  au  complément  HVA  , fit  par  confé- 
quent  l’arc  EB  égal  à l’arc  HA  , fit  la  corde  EB  égale  à la 
corde  HA , a°.  La  droite  ER  étant  perpendiculaire  à la  déve- 
loppée ( N.  ip7.  ) , je  mene  une  autre  perpendiculaire  infini- 
ment proche  rR  un  autre  arc  eh  , je  tire  les  droites  h A , hV , 
HV , HF',  XS  j fit  du  centre  R je  décris  l’arc  BG , enfin  je 
nomme  AV  —a,  AS  — b. 

L’angle  HAA  étant  égal  à SAH  — S Ah  eft  égal  à SBE — SXr  r 
fit  menant  Xm  parallèle  à BE  fit  X»  parallèle  à BS  j’ai  l’angle 
mX«  égal  à l’angle  SBE;  donc  HAA=>»X« — SXe  — mXe 
-4-  SX»  , mais  mXe  eft  égal  à BRG  à caufe  des  parallèles  BR, 
mX,  fit  l’angle  SX»  eft  égal  à fon  alterne  XSB,  donc  l’angle 
HAA=BRG -+- XSB , & par  conféquent  BRG=HA/; — XSB; 
or  l’arc  BX  étant  égala  l’arc  H h l’angle  BSX  eft  à l’angle  HVA 
ou  aHA h réciproquement  comme  HV  eft  à XS , ou  comme  a 
eft  à b , donc  on  à b,  a : : 2HAA , “ HAA  =*  BSX;  donc  HAA 

— XSB = \ HAA  — j HAA  = *=iî  H AA  ; ainfi  BRG= ~~ 
HAA. 

Or  les  petits  triangles  BGX  , HQA  étant  égaux  fit  femblables 
( N.  200.  ) , l’angle  BRG  eft  à l’angle  HAQ  réciproquement 
comme  HA  eft  à BR , donc  HA , BR  : : HAA  ? j-  HAA 

: : A — 2<a , b , fit  à caufe  de  BE  = HA  on  a BE , BR  : : 

donc  BR  = BE;  c’eft- à- dire  qu’en  prenant  BR  qua- 

trième proportionnelle  aux  trois  lignes  b — 2 a,  A , BE,  le  point  R 
la  développée. 

Si  l’on  prolonge  SA  en  K enforte  qu’on  ait  SK  , SA:: BR, 

BE , fie  qu’on  décrive  le  cercle  K i la  développée  fera  une  autre 
épicycloïde  décrite  par  un  cercle  mobile , dont  le  diamètre  eft 
K A ou  OB  fit  qui  roule  en-dedans  du  cercle  K»;  carpuifque 
SK , SA  : : BR , BE  fit  BR , BE  : : A,  A — 2a:  ;AS , FS  , donc 
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SK  — AS,  SA — FS::£,  b — 2a,  ôc  par  conféquent  KA,  AF 
::  b , b — 2a  ou  OB  , BI  ::BR , BÉ , niais  l'angle  OBR  cft  égal 
à l’angle  IBE  qui  lui  eft  oppofé  au  fommet,  donc  les  deux 
triangles  OBR,  EBI  font  femblables  ; ainfi  le  triangle  EBI étant 
redlangle  le  triangle  OBR  l’eft  auffi , 6c  le  point  R de  la  déve- 
loppée eft  à la  circonférence  du  cercle  OB  ; de  plus  l’arc  El 
où  fon  égal  BA  eft  à l’arc  OR  comme  BI , BO  comme  SA , 
SK  comme  B A eft  à OK , donc  puifque  BA , BR  : ; B A , OK , 
il  s’enfuit  que  l’arc  OR  = OK , ainfi  la  développée  KRPN/MaL 
cft  une  épicycloïde  , 6 te. 

L’arc  TR  de  la  développée  eft  égal  à fa  tangente  ER , donc 
cet  arc,  eft  à la  partie  BR  de  fa  tangente  comme  ER  eft  à BR 
ou  comme  b b — 2<i  eft  à b ou  comme  2 b — 2 a eft  à b ; car 
puifque  BR,  BE:  :b,b — 2a,  ôc  que  ER  = BR-+-BE,  il  s'en- 
fuit que  ER  , BR  : :a b — 2<i,  b. 

Suppofant  que  le  diamètre  AF  du  cercle  mobile  foit  le  quart 
du  diamètre  AC  du  cercle  immobile  AC,  on  aura  ER,  BR 
3, 2;  or  quand  le  cercle  OB  partant  du  point 
K fera  parvenu  en  P la  partie  P q de  la  tangente  de  la  develop- 

fée  en  P fera  égale  au  diamètre  OB , 6c  par  conféquent  l’arc 
T de  cette  développée  fera  au  diamètre  Eq  comme  3 à 1 ; 
donc  la  développée  entière  fera  au  diamètre  OB  de  fon  cercle 
mobile  comme  24  à 2 , ou  comme  12  à 1 , 6c  elle  fera  au  dia- 
mètre du  cercle  immobile  Ai  comme  12  à 4,  ou  3 à t. 

Par  la  même  raifon  l’épicycloïdc  LTNM  fera  au  diamètre 
AP’  de  fon  cercle  mobile  comme  1 2 à 1 , 6c  au  diamètre  AC 

de  l’immobile  comme  3 à 1 . 

La  trapezoïde  E?GB  = Ef  -4-  BG  x -J  BE  ; or  à caufe  des 
fecleurs  femblables  ErR  , BGR  on  a Ee,  BG  : : ER , BR  : : 2 b 
— 2a,  b , donc  Ee  — — , BG  ôc  Ee -+-BG  = — - *• , BG 

-4-  ~ BG  = lilT—  BG , 6c  par  conféquent  le  trapezoïde  EcGB 
= ib~ 14  BG  x 7 BE  ; mais  BG  = HQ , BE  = HA , 6c  le  trian- 
gle II AQ  = HQ  x { HA  = j-BGx7BE,  donc  le  trapezoïde  eft 

au  triangle  comme  3 b — 2a  eft  à b ; c’cft-à-dire  dans  la  fuppofi- 
tion  prefente  comme  3 ôc  à 2 ; or  on  peut  inferire  autant  de 
trapezoïdesdansla  portion  AFT  del  épicycloïde  que  de  triangles 
dans  le  demi-cercle  AHF,  donc  la  portion  AP  F de  l’cpicy- 
cloïde  eft  au  demi-cercle  comme  y cft  à 2 , par  la  même  raifon 
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la  portion  LFTA  eft  au  cercle  entier  AF  comme  ; à i ~,  donc 
l’épicycloïde  entière  LTNM  eft  à fon  cercle  mobile  comme  20 
à a , ou  comme  10  à 1 , mais  le  cercle  immobile  eft  16  fois  plus 
grand  que  le  mobile , donc  l’épicycloïde  eft  au  cercle  immobile 
comme  10  à 1 5 , ou  comme  ; à 8 , d’où  ilfuit  que  l'cfpace  ren- 
fermé entre  l’épicycloïde  & le  centre  S du  cercle  immobile  eft  à 
ce  cercle  comme  3 eft  à 8. 

Par  la  même  raifon  l’efpace  de  la  développée  compris  entre 
fa  courbe  6c  la  circonférence  de  fon  cercle  immobile  K»  eft  à 
fon  cercle  mobile  OB  comme  10  à 1 , & à fon  immobile  K« 
comme  y à 8 , & l’efpace  compris  entre  fa  courbe  & le  centre 
S eft  au  cercle  immobile  K»  comme  3 à 8. 

Et  on  trouvera  toujours  de  la  même  façon  la  grandeur  de  la 
courbe  de  l’épicycloïdc  & celle  de  fon  aire  lorfquc  le  diamètre  AF, 
fera  une  partie  aliquote  du  diamètre  AC , mais  quand  cela  n’ar» 
rivera  pas  la  courbe  6c  les  efpaccs  compris  dans  fes  détours 
feront  infinis. 

Il  faut  obfervcr  que  fi  le  rayon  AV  du  cercle  mobile  étoit 
égal  à la  moitié  du  rayon  AS  de  l’immobile  la  courbe  de  l’épi- 
cycloïde  fe  changeroit  en  deux  lignes  droites  qui  feroient  les 
deux  diamètres  AC,  BH  perpendiculaires  entr’eux,  car  alors 
le  trapezoide  cEBG  ( Fig.  142.  ) feroit  au  triangle  cotrefpondant 
HAQ  comme  — 2 a , b , ou  comme  2 eft  à 1 , ainfi  l’efpacc 
compris  entre  la  courbe  de  l’épicycloïde  6c  la  circonférence 
du  cercle  immobile  feroit  quadruple  du  cercle  mobile  ; c’eft-à- 
dire  l’efpace  compris  entre  la  courbe  ôc  le  quart  de  circonférenr 
ce  AB  ( Fig.  143.)  feroit  au  demi-cercle  ARC  comme  2 eft  à 1 ; 
or  l’efpace  compris  entre  les  deux  rayons  égaux  AC , BC  eft  aulïî 
= 7 ARC,  donc  ces  deux  efpaces  feront  égaux;  mais  ils  ne  fau- 
roient  être  égaux  fi  la  courbe  de  répicycloïde  ne  prenoit  la  mê- 
me route  que  les  deux  rayons  AS,  BS  , donc , Ôcc. 

Il  eft  vifible  que  l’épicycloïde  en  ce  cas  feroit  quadruple  du. 
diamètre  du  cercle  mobile  ou  double  du  diamètre  de  l’immobile, 
ce  qui  s’accorde  encore  très -bien  avec  le  calcul  ; car  le  cercle 
AF  feroit  deux  révolutions  avant  de  retourner  au  point  A,  ainfi 
la  droite  BS  feroit  la  tangente  de  la  partie  décrite  de  A en  B , 
donc  cette  droite  feroit  à la  partie  décrite  de  A en  B comme 
*b — 2 a eft  à A;  c’eft-à-dire  comme  r à 1 , 6c  par  cqnféquent 
cette  droite  feroit  à l’êpicycloïde  entière  comme  124,  ce  qui 
tft  évident.. 

Fin  du  Livre  féconde 
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EXPLIQUES  ET  APPLIQUE’ S 

A LA  GEOMETRIE. 

LIVRE  TROISIEME. 

Qui  contient  l’explication  du  Calcul  Intégral  & fon  applica- 
tion à la  Geometrie. 


CHAPITRE  PREMIER- 

Des  Réglés  du  Calcul  Intégral. 

O R s qu’u  N E grandeur  reçoit  à chaque  inftant  une 
augmentation  ou  une  diminution  infenfible,  cette 
augmentation  ou  diminution  s’appelle  différence, 
ainfi  qu’on  a vû  dans  le  Livre  précédent , & la 
grandeur  à qui  appartient  cette  différence  s’appel- 
le intégrale  de  la  diffétencc  ; ainfi  l'ixitegrale  de  dx  eft  * , celle; 

Ccciij 
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de  dy  eft  , ôcc.  ot  il  faut  favoit  que  les  furfaces  ôt  les  folides 
peuvent  recevoir  des  augmentations  ou  des  diminutions  infenfi- 
bles  de  même  que  les  lignes,  ii  l'on  conçoit  par  exemple  que 
le  triangle  ABC  ( Fig.  i.  ) augmente  ou  diminue  à chaque  in  fiant 
d’un  petit  trapezoïde  BCri  dont  la  hauteur  BR  foit  infiniment 
petite  , ce  trapezoïde  s’appellera  la  différence  du  triangle,  6c  le 
rriangle  fera  l’intégrale  de  cette  différence , de  même  fi  l’on  con- 
çoit que  lefolide  AD  {Fig.  a.)  augmente  ou  diminue  à chaque  in- 
flant  d’un  petit  folidc  ad  , dont  la  hauteur  Dd  eft  infiniment  petite , 
ce  folide  ad  fera  la  différence  du  folide  AD,  6c  le  folide  AD  en 
fera  l’intégrale  , 6c  ainfi  des  autres. 

2.  Le  calcul  intégral  efl  la  maniéré  de  trouver  les  intégrales 
des  expreffions  différentielles  ; ôt  de  cette  définition  il  s’enfuit 

3uc  le  calcul  intégral  n’eft  autre  chofc  qu’une  opération  inverfe 
u calcul  différentiel  ; or  cette  opération  n’eft  pas  toujours,  facile 
ni  même  poflible  ; car  de  même  qu’on  peut  élever  une  grandeur 
à une  puiffance  quelconque , êc  qu’on  ne  peut  pas  toujours’  en 
extraire  une  racine  quelconque  , de  même  aulli  on  peut  bien 
trouver  la  différence  d’une  grandeur  de  quelque  nature  qu’elle 
foit , mais  on  ne  peut  pas  toujours  trouver  l’intégrale  d’une  ex- 
prefîion  différentielle , delà  viennent  ces  différentes  méthodes , 
dont  les  Geomctres  augmentent  fi  fort  le  nombre  par  leur  re- 
cherches , qu’il  feroit  difficile  ou  pour  mieux  dire  impoffible  d’en 
faire  une  exaûe  énumération  ; je  vais  en  donner  ici  les  princi- 
pales , c’eft-à-dire  celtes  qui  font  les  règles  fondamentales  , & 
je  me  referve  à parler  des  particulières  dans  les  différent  exemples 
où  on  peut  les  appliquer,  afin  que  les  commençant  en  puiffent 
mieux  comprendre  l’efprit. 

3.  Si  la  différentielle  fimple  ou  compofée  ne  contient  dans 
chacun  de  fes  termes  qu’une  grandeur  variable  multipliée  par  fa 
différence  , on  élevé  la  variable  à une  puiffancc  plus  grande 
d’une  unité,  6c  on  la  divife  par  l’expofant  de  cette  puiffance  6c 
par  fa  différence  , ainfi  l’intcgrale  de  ixdx  eft  x1  ; car  fi  pour 
prendre  la  différence  de  x 1 , on  abbaiffe  x1  d’un  degré  6c  on  le 
multiplie  par  l’expofant  2 , 6c  par  la  différence  dx , ce  qui  fait 
2 xdx , il  eft  vifible  que  pour  retrouver  x1  il  faut  élever  la  varia- 
ble à une  puiffance  plus  haute  d’un  dégré,  6c  la  divifer  enfuire 
par  l’expofant  de  cette  puiffance  multiplié  par  la  différence  de  fon 
premier  degré. 

Par  la  même  raifon  l’intcgrale  de ydy  eft  - j»1  ; celle  de  axdx  eft 
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~ **  > celle  de  j xldx  efl  î *3 , celle  de  axzdx~i-bbxdx  eft  ~ x> 
H- 7** , celle  de  nax"~'  dx  efl  ex  " , celle  de  ax"dx  eft  ~t~  x 

1 n -h  I 

„ , 11  j ~ an  m-h» 

} celle  de  ax  » dx  eft  — ■ — x n , 6c  ainfi  des  autres. 

m -T-  n 

De  même  l’intégrale  de  xdx  -\-bydy  eft  ~ x1  ■+■  -Ç  byx , celle  de 
aaxdx — j^dzeüax1 — czJ , &c. 

4°.  On  dit  qu’une  grandeur  eft  fous  le  ligne  lorfque  les  termes 
dont  elle  eft  compofée  font , ou  fous  le  figne  radical , ou  fous 
un  figne  qui  indique  une  multiplication;  la  grandeur  Vax — xx 
eft  fous  un  figne  radical  qui  marque  qu’il  faut  extraire  la  racine 

quarréc  de  ax — xx , la  grandeur  ax — xx  eft  fous  un  figne  qui 
marque  qu’il  faut  élever  ax — xx  à la  fécondé  puilfance , fie  ain- 
fi des  autres  ; quand  une  grandeur  qui  eft  fous  le  figne  fe  trouve 
multipliée  par  une  autre  qui  n’eft  pas  fous  le  même  figne , on  dit 
que  la  grandeur  qui  multiplie  eft  hors  du  figne  ; ainfi  dans  a 

xax — xx,  la  grandeur  a eft  dire  hors  du  figne , ficc. 

î°.  Lorfque  dans  une  expreflion  différentielle  la  gran- 
deur qui  eft  hors  du  figne  eft  ou  égaie  , ou  multiple , ou  fous- 
multiple  de  la  différence  de  la  grandeur  qui  eft  lous  le  figne, 
on  en  trouvera  toujours  l’intcgrale  par  la  même  réglé  que 

I 

nous  venons  de  donner  (N.  3 .)  ; ainfi  l’intcgrale  3 xdx  xm  + xx' 

eft  aa  -t-  xx  * , car  fi  l’on  augmente  d’une  unité  l’expolànt  de  la 

grandeur  -h  X*  * onaura  * , multipliant  donc  l’ex- 

pofant  -J-  par  la  différence  2 xdx  de  la  grandeur  qui  eft  fous 
le  figne,  on  aura  3xdx  , c’eft  pourquoi  divifant  3 xdx  x aa 

i _____  A 

■+"***  par  3xdx  , on  aura  aa-+-xx  * pour  l’integrale  ; de  même 

« ^ _ _____  1 

1 intégrale  de  2xdxxaa-+-  xx  * cRjXaa-\-xx  ’ , carl’expofant  de 

A A 

aa-+~xx'  étant  augmenté  de  l’unité  donne  aa-hxx  ‘ , 6c  l’ex- 
pofant  a étant  multiplié  par  la  différence  2 xdx  de  la  gran- 
deur qui  eft  fous  le  figne  donne  3 xdx , divifant  donc  2 xdx 

A A 

x aa  -f-  xx  1 par  3 xdx  ona}a<H-xx  1 pour  l’integrale,  par  la  mê- 
___________  a 

me  raifon  l’intcgrale  de  f xa'dy-\-2bydyxa1y-{-  by1 1 eft  }x  aly 


B 

/ 
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■ by1' , l’intégrale  de  x a'-dz- 

. X 


■ zbzdzx  axz-+-  bzx*  eft--  x axz 


-hbz1 4 , celle  de  { x zeexdx  — 3 fxxdx~x  ccx1  -î* 

“Cxix  Cfl  i X CCXx—/xi  ' , &C. 


sxn-ï* — y»  • * 

Pour  juger  aifément  des  cas  où  l’on  peut  trouver  l’intégrale 
d’une  différentielle  de  la  façon  dont  nous  venons  de  dire , voici 


comme  on  fera  : prenons  la  différentielle  2xdxx  aa-+-xx  * ; je 


prens  une  indéterminée  z que  je  fuppofe  égale  à aa  -+-  xx  * 


ainfi  j’ai  z = aa-hxx  ‘ , donc  z1  — aa -+•  xx , & tzdz  — 2xdx  ; je 



mets  dans  la  différentielle  donnée  zxdx  x aa-t-xx  * , 2 zdz  au 


lieu  de  2 xdx  , fie  z , au  lieu  deaa-f-xv  * , ce  qui  donne  a zxdz 


= 2xdx  x aa-+- xx  ’ ; or  l’integralc  de  2 zxdz  eft  f zi  {N.  3.) , met- 

. a 


tant  donc  dans  cette  intégrale  la  valeur  de  zi  qui  eft  aa  -H  xx 1 


j’ai  î x*i *+■  xx 1 pour  Pintegrale  cherchée  , 6c  en  effet  cet  inté- 
grale eft  la  même  que  nous  avons  trouvée  ci-dcffus. 


De  même  foit  la  différentielle  {s  x axdz-t-  abzdzx  axz-^-bzx  4 , 
je  prens  l’indéterminée  x que  je  fuppofe  égale  à la  grandeur  qui 


eft  fous  le  figne , ce  qui  donne  x = axz-i-  bzx  4 ; donc  x*—axz 
•4 -bzx  , fie  4x>dx=axdz  -+-  2bzdz,  je  fubltirue  dans  la  différen- 


tielle 4*5é*  au  lieu  àea'-dz-+-  2bzdz  , fie  * au  lieu  d ea'î-t-k14  » 


ôc  j’ai  ’t  x «jj r*dx  , ou  $x*dx  ; or  l'integrale  de  £ x*dx  eft  ±x* , 
mettant  donc  dans  cette  intégrale  la  valeur  de  x * qui  eft 

A ..  . X 


axz-+-bzx*  , j’ai -J x axz -1- bzx  4 qui  eft  l’intégrale  cherchée,  fie 
en  effet  c’eft  la  même  que  nous  avons  trouvée  ci-deflùs. 

6.  on  peut  trouver  l’integrale  de  grand  nombre  de  différen- 
tielles de  la  même  façon  en  les  préparant  ainfi  qu’on  verra  après 
que  nous  aurons  expliqué  le  principe  fuivanr. 

Soit  une  grandeur  xmxax"  dont  une  partie  eft  fous  le  figne  fie- 
l'autre  hors  du  figne  , fie  fuppofons  qu’on  veuille  multiplier  la 

grandeur , qui  eft  hors  du  figne  par  x ‘ fans  alrerer  la  valeur  de 
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xmxaxn  , on  écrira  d’abord  xm~*~’ , puis  on  divifera  la  partie  axn 
qui  eft  fous  le  figne  par  x‘ , Ôc  pour  cela  il  ne  fuffit  pas  d’écrire 

r 

ûx”  't  mais  il  faudra  écrire  ax"  , 6c  la  raifon  en  eft  que  x‘ 

venant  à paffer  fous  le  figne , fe  trouve  élevé  à la  puifiance  r , 
6c  qu’ainfi  il  faut  le  baifler  de  cette  même  puifiance , afin  que  la 
divifion  que  l’on  fait  d’une  part , raccommode  ce  que  la  multipli- 
cation avdfr  gâté  de  l’autre  ; or  il  eft  vifible  qu’en  écrivant  xm  ‘ 

r — r 

xax"  - le  divifeur*^  eftle  même  que  le  multiplicateur  x'. 

Si  l’on  vouloir  divifer  la  grandeur  qui  eft  fous  leligne  par**,  il 

faudroit  écrire  *m"t’"rx  axn  " = xm~hnr  x a , 6c  la  raifon  en  eft 
que  le  divifeur  *"  palTant  fous  le  figne , fe  trouve  élevé  à la  puif- 
fance  r , 6c  par  conféquent  afin  que  le  multiplicateur  de  la  pre- 
mière partie  foit  égal  au  divifeur  de  la  féconde , il  faut  qu’il  foit 
*"  élevé  à la  puifiance  r , c’cft-à-dire  xnr . 

* I 

Ceci  fuppofé,  foit  la  différentielle  aadx  H-  2.W*  x aax*-t-x6 
je  multiplie  la  grandeur  qui  eft  hors  du  figne  par*,  ce  qui  donne 
aaxdx  •+•  2xîdx , ôc  afin  que  la  valeur  de  la  différentielle  foit  tou- 
jours la  même  malgré  cette  multiplication,  je  divifela  grandeur 
qui  eft  fous  le  figne  par  * ; mais  comme  ce  divifeur  * en  partant 

fous  le  figne  fera  élevé  à la  puifiance  du  figne  qui  cft  * , je  divife 

t 7 t 

l’expofant  de  parTcxpofant 4 , ce  qui  fait  * 1 =xl  ; ainfi  aax* 

- i * 

■+-  *6  ’ divifé  par  * cft  aax  4 - * -t-  * 6 “ s * = aux- -+-  *4  * ; donc  la 

_ t 

différentielle  entière  eft  aaxdx  -t-  2*3 dx  x aax1  *4 1 , où  l’on  voit 

que  la  grandeur  hors  du  figne  eft  la  différence  de  celle  qui  eft 
fous  le  figne  en  n’ayant  point  égard  aux  coefficicns;  c’eft  pour-*. 

* I 

quoi  pour  trouver  fon  intégrale,  je  fuppofe  z—aax1  -l-*4  * , 
donc  z1  =aa.v1  -f-*4  , ôc  zzdz  — zaaxax -4-  4*3rf*  , donc  zdz 
= aaxdx  ■+•  2*3 dx  ; mettant  donc  dans  la  différentielle  zdz  6c  z 
• _________ 

au  lieu  de  leur  valeur , j’ai  zldz  — aaxdx  -+-  2*3 dx  x aax1-\-x*  *. 

or  l’integrale  de  z ldz  eft  -~z3,  mettant  donc  dans  cette  intégrale 

Ddd 


3P4  Le  Calcul  Différentiel, 

la  valeur  de  zi , j’ai  -j-  x aax1  -+•  x4  * qui  eft  l’integrale  de  la  diffé- 
rentielle propoféc. 

Soit  la  différentielle  aax'dx -+•  2x*dx  x <j.j-hxx  * ; je  divife 
la  grandeur  qui  eft  hors  du  ligne  par*  , & le  quotient  cft  aaxdx 
-+-  a xidx  -,  je  multiplie  la  grandeur  qui  eft  fous  le  ligne  par  x , 
mais  comme  x paflanr  fous  le  ligne  fe  trouve  élevé  à la  puiffan- 

T 

ce  7 , je  le  divife  par  cette  même  puiffance , ce  qui  Sfc  x *=x! , 
*_  

ainfi  aa-+-xx  1 devient  aax1  -h  x*  1 , & la  différentielle  entière 


eft  aaxdx-+-  zxidxx  aax1  +*♦  1 ; mais  cette  différentielle  eft  la 
même  que  la  précédente  , donc  fon  intégrale  eft  aulli  -j 

i 

x aax1  -J-  x4  * . 

On  voit  par  tes  deux  exemples  , qu’il  faut  félon  les  occaftons 
multiplier  ou  divifer  la  granaeur  qui  eft  hors  du  ligne  par  une 

{(uiflance  de  x , & divifer  ou  multiplier  la  grandeur  qui  eft  fous 
e ligne  par  la  même  puiffance  ; en  voici  quelques  exemples. 

- J. 

Soit  la  différentielle  dx  x aax1  -4-  x4  * ; je  multiplie  dx  parx  , 
ce  qui  donne  xdx  ; je  divife  enfuite  la  grandeur  qui  eft  fous  le 

figne  par  x,  ce  qui  donne  aa-+-  x1  ‘ , & la  différentielle  eftxi/x 

i ! 

x aa  -+-  x1  * , dont  l'intégrale  eft  | x aa  -+-  x1  * . 

Mais  fi  la  différentielle  eft  jiJx5i/x-H4xVxx«x-t-xt  ’ > je  di- 
vife la  grandeur  qui  eft  hors  du  figne  parx  , ce  qui  donne  $ax1dx 
-t -4xî5x  , & multipliant  la  grandeur  qui  eft  fous  le  figne  par  x, 

______  t_  m 

j’ai  <ix3  -t-x4  ainfi  la  différentielle  eft  jaxldx  -+-  ^xidx  x axi 


-+-  x4  * & fon  intégrale  cft  ÿ x axi  -4-  x4  1 . 

• ” P . t . 

Soit  la  différentielle  x"  1 dx  x a bx  ; je  prens  la  différen- 
ce bnx " 'dx  delà  grandeurqui  eft  fous  le  figne,  je  la  multiplie 
par/H-i.c’eft-à-dire  parl’expofantdu  figne  augmenté  de  l’unité, 
& je  divife  par  ce  produit  la  différentielle  dont  l’expofant p eft  aug- 

n _ j 1 

menté  de  1 , ce  qui  donne  -•  = ' — 

f-t-ixAe*  ii  p-t-xxAo 


x a-{-bx * 


( 

qui  cft  l’in.egrale  de  la  différentielle  propoféc. 
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7.  Ce  que  nous  venons  de  dire  dans  les  deux  articles  précé- 
dens  peut  s’étendre  à grand  nombre  d’autres  différentielles,  dans 
lefquelles  la  puilfance  de  la  variable , qui  cft  hors  du  ligne , eft 
plus  grande  qu’il  ne  faut  pour  être  la  différence  de  la  grandeur 
qui  eft  fous  le  ligne. 

Soit  la  différentielle  x6  x xi-1  dx  x«+  b xi  ; je  fuppofe  z 

■ ■ a « ^ 

=a-hbxi  , doncz*  — a-\-bxi  6c  = xi  ; 6c  par  confé- 
» 

_l_  x__  t 

qucnt  x 6 = x 1 x 3 ■=— ~*  & **  (t— - = * i ~ 1 dx , mettant  donc 

* 

ces  valeurs  dans  la  différentielle , on  aura  x 6xxi-'dxxa-+-  b xi 

l 

~ ijî  x z7  dzxz~* — a ; 6c  faifant  la  multiplication  indiquée 

— a - 

— | ) ji_ 

par  z * — a , on  aura  —xzTdz  — zazdz-i-aaz*  dx  , dont  l’inte- 

gràle  — azl  ~hj aazT , qui  fc réduit  à ^7X7^ — «z  * 

H-  7 aaxzr-,  mettant  donc  dans  cette  intégrale  les  valeurs  de  z , 
z 1 , z * , on  aura  ^77X7  aa-\-  j abxi-+- - bbx6 — aa — abxi-i-~aa 

x a -i-  bxi  -,  6c  corrigeant  l’exprellion  , on  aura  ^7 


x *- — xa~hbi\  qui  eft  l’integrale  de  la  différentiel- 
le ptopofée. 

La  différentielle  ayant  été  changée  en  —xzTdzxz*  — a , 
on  voit  que  fi  l’expofânt  2 de  la  grandeur  qui  eft  fous  le  ligne  , 
n’étoit  pas  un  nombre  entier , on  ne  pourroit  élever  la  grandeur 

z' — a,  à la  puilfance  marquée  par  cet  expofant,  qu’en  redui- 
fant  cette  grandeur  en  une  ferie  infinie  ; or  dans  la  différentielle 

Îiropofée  le  terme *<oux,Xîj  pour  expofant,  l’expolànt  3 de 
a grandeur  variable  qui  cft  fous  le  ligne  multiplié  par  2 , ôc  par 
conféquent  pour  trouver  l’intégrale  d’une  différentielle  de  cette 
nature  , il  faut  que  l’expofant  de  la  grandeur  x* , qui  multiplie  la 
grandeur  qui  eft  hors  au  ligne  , foit  un  multiple  de  l’expofant  de 
la  grandeur  qui  cft  fous  lefigne  6c  pour  en  donner  une  formule  gé- 
nérale de  ceci. 
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•donc  &c.  de  même  l’intégrale  de  zdx  -+-  xdz  eft  zx , celle  de 
• — xdz  — zdx  eft  — xz , celle  de  axdy  -+-  ydx  eft  axy , Ôc  ainfi 
des  autres. 

9.  Si  dans  une  différentielle  qui  a plus  de  deux  termes  il  fe 
trouve  autant  de  changeantes  qu’il  y a de  termes , & que  cha- 
que terme  foit  le  produit  de  toutes  les  changeantes  moins  une 
multipliée  par  la  différence  de  la  changeante  qui  n’oft  pas  dans 
ce  produit , on  efface  les  différences’ , & l’on  fait  le  produit  de 
toutes  les  changeantes  ; ainfi  Yintégralc  yzdx  -t-  xzdy  ■+■  xydz  eft 
yxz  , celle  de  ayzdx  -4-  axzdy -h axydz  eft  ayxz,  & ainfi  des  au- 
tres } ce  qui  eft  évident , puifqu’en  agiffant  ainfi  on  fera  l’opéra- 
tion inverfe  , de  celle  qu’il  faut  faire  pour  trouver  les  mêmes 
différentielles. 

10.  Si  l’on  fe  rappelle  les  règles  du  calcul  différentiel  & qu’on 

en  farte  les  inverfes , on  trouvera  que  l’intégrale  de  —■  eft  — 
que  celle  de  ^ eft  ^ , que  celle  de  eft  — ^ celle  de 

xyiz  rT  ' eft  - , & ainfi  des  autres  fractions  qui  n’ont  au 

dénominateur  que  des  grandeurs  confiantes , ou  que  le  feul  quarré 
d’une  changeante.  ; 

11.  Si  une  différentielle  dx  eft  multipliée  par  une  puiffance 
d’une  grandeur  complexe  entière , ou  qui  n'a  que  des  confiantes 
au  dénominateur,  & que  l’expofant  de  la  puiffance  foit  un  nom- 
bre entier  pofitif,  & qu’il  n’y  ait  qu’une  même  changeante  x,  on 
en  trouvera  roujours  l’intégrale  par  les  régies  ci-deffus  en  élevant 
la  grandeur  complexe  à cette  puiffance.  Pour  trouver  l’intégrale 

•*  ■■■  — — a 

de  dx  x ax  ■+•  xx , on  élèvera  ax  -+■  xx  à la  fécondé  puiffance  , 
& l’on  aura  aaxxdx  -+-  zaxîdx  -+-  x*dx , dont  l’intégrale  eft  } aax> 

*+■7  art;  pour  trouver  l’intégrale  de  bdx  x c'-x  -+- Jx'  -+-  hx> , 

on  élevera  la  grandeur  qui  eft  fous  le  figne  à la  féconde  puif- 
fanec , & l’on  aura  bc^x'-dx  îbc'-fxîdx  2bc1hx*dx-+-/>j^x*dx 
-+-2 bfkxtdx’+-bh1x*dx  , dont  l’intégrale  eft  7 bc-xl -t-  - bt-fx* 
-hfbc'hxi  -Hj  bjfx*  -+-\bfhx(-i-ÿb/i'-x7  ; pour  trouver  l’intégrale 


de  dy  x“£  -4- on  élevera  la  grandeur  qui  eft  fous  le  figne  à 
troifieine  puiflance,  ôc  Ion  aura  — h 


ç?,do„,rim^,iccn^+!fS 

des  autres. 


Wj' 
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Mais  fi  la  différentielle  dx  eft  multipliée  par  une  grandeur 
complexe  élevée  à une  puiflance  dont  l’expofant  eft  un  nom- 
bre entier  négatif  plus  grand  que  l'unité,  l’intégrale  fe  trouvera 
fans  élever  la  grandeur  complexe  qui  eft  fous  le  figne  à lapuif- 
fance  du  figne , & fi  elle  y étoit  élevée  on  la  réduiroit  à la  ra- 
cine en  lui  donnant  un  expofant  négatif,  par  exemple  l’intégrale 

de  dx  x a1  -+-  bx  eft  — j x a1  -f-  bx  ; mais  pour  trouver 

. _ X 

l’intégraledc3d.xx<r<i-+-2<aA:-4-xx  , on  réduira  cette  diffé- 
rentielle à 3 dx  x u x , & l’intégrale  fera  — a x — 

— =r=r-.  , & ainfi  des  autres. 

<n-* 

12.  Lorfque  les  méthodes  que  nous  venons  d’enfeigner  ne 
fuffifent  point  pour  tirer  l’intégrale  d’une  différentielle , foit  qu-elle 
foit  un  nombre  entier  ou  une  fraftion  , on  réduit  en  ferie  la 
grandeur  qui  eft  fous  le  figne  où  le  dénominareur  des  fractions  ; 
ainfi  qu’on  verra  par  les  exemples  que  nous  donnerons  dans  le 
Chapitre  fuivant , les  fériés  fe  trouvent  par  les  régies  que  nous 
avons  donnée  dans  le  premier  Livre  de  cet  Ouvrage , & nous 
allons  donner  ici  un  moyen  d’abreger  ces  réglés  dans  bien 
des  occafions. 

Soit  le  binôme  a -4-  b qu’il  faut  élever  à la  puiflance  m , nous 
avons  vu  dans  l’endroit  cité  que  cette  puiflance  eft  <»n  -4-  " a 1 b 


rî— x il  , n i 

a b -+-  - X 


(-rx 

,x"-=^"- V 

3 


x"- =ix!=î«-V 

♦ t 

«' 


&c.  6c  ainfi  de  fuite  , or  a 1 = ^ » a”  ,==Ï7 


&c.  fubftituant  donc  ces  valeurs  dans  la  formule  on  aura  a -4-  7 


*rb  . n n — 1 a' b* 
x — -f-~  x -T-  x — r 


l » — i a'bl  , . 

x x — , &c.  mainte- 

S*  S ï 


1 1 a*  ’ 1 * } 

nant  fi  l’on  fuppofe  a—  P & Q on  aura  — = Q , ’ 

— = Q4,  &c.  & fubftituant  ces  valeurs  dans  la  formule  on  aura 

x ïZl*  x üzpi  x P” Q4 -4-  " x x x ”-=^ 
P"Q%&c. 


n — î n — 4 
X — 


Digitized 


by  Google 


et  le  Calcul  Integ  ral,  Li  » r.  e II I.  jpp 
Suppofant  de  nouveau  P”  = A on  aura  7 P"  Q = 7 AQ. 

Et  faifant  7 P"  Q ==  B on  aura  7 x ~ P"  Q1  BQ. 

Faifant  de  même  =JpBQ=C  on  aura"  x^x^i  P*  Q3  CQ. 

Et  faifant  ” 1 CQ  = D on  aura  - x ' x 1 x 3 

P"  Q+=  — — D , & ainfi  de  fuite  , de  forte  que  la  formule  fera 
P-+-P7T  =P*  -t-  " AQ  -+-  BQ  •+-  CQ 
-4-  DQ  -+•  —7-^  £Q  *+■  H~ï~  EQ , âcc.  & ainfi  de  fuite 
h l’infini,  j’ai  fait  b = PQ ; car  puifque  7 — Q , fi  l’on  multi- 
plie par  a ou  par  P on  aura  - b — PQ  ou  i = PQ  , on  verra 

dans  la  fuite  l’ufage  de  cette  formule  pour  les  binômes , quand 
aux  trinômes  , quadrinomes  , &c.  on  fe  fervira  des  formules  que 
nous  avons  données  dans  le  premier  Livre. 


CHAPITRE  IL 

UJàge  du  Calcul  Intégral  pour  la  Quadrature  des  Surfaces 
planes  curvilignes. 

13.  U 0 1 q u E le  triangle  ne  foit  pas  une  furface  curvili- 

V.  J gne , 6c  que  d’ailleurs  on  en  trouve  faire  aifément  par 
la  Geometrie  ordinaire  , nous  commencerons  cependant  par 
cette  Figure,  afin  que  cet  exemple  facile  faflë  mieux  compren- 
dre aux  commençans  la  méthode  que  nous  appliquerons  aux 
autres  Figures  dans  tout  le  cours  de  ce  Chapitre. 

Soit  donc  le  triangle  A*BC  ( Fig.  1.)  dont  on  demande  l’aire; 
d’un  point  quelconque  O de  fa  hauteur  AF  je  mené  une  autre 
bafe  PM , & une  infiniment  proche  pm  , le  trapézo'ide  FpmSl 
qu’on  peut  regarder  comme  un  re&angle , eft  la  différence  du 
triangle  APM  au  triangle  Apm , & par  conféquent  il  eftla dif- 
férentielle du  triangle  APM  , ou  ce  qui  revient  au  même-,  le 
triangle  APM  eft  l’intégrale  du  trapezoïde  PproM , ainfi  il  ne 
s’agit  que  de  trouver  l’exprcffion  du  trapezoïae  PptnM  6c  d’en 
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tirer  l’intégrale,  car  le  triangle  APM  étant  trouvé  on  trouvera 
facilement  le  triangle  ABC  comme  on  va  voir. 

Je  nomme  la  hauteur  AF  = a , la  bafe  BC  = b , l’ablciftc 
AO=.v,  la  double  ordonnée  PM=^  ; donc  Oo  — dx  & le 
trapezoïde  ou  reélangle  P/>»»M=PM  x Oo—  qrx  O o =ydx  ; 
or  à caufc  des  triangles  fcmblables  APM , ABC , on  a AO , PM 

AF,  BC , donc  x,  y\  :a , b d’où  l’on  tire^=  ^ ; & mettant 

cette  valeur  de  y dans  ydx , on  aura  ydx  — , dont  l’intégrale 

eft  par  conféquent  la  valeur  du  triangle  APM. 

Maintenant  fi  nous  fuppofons  que  x foit  égal  à o , c’eft-à-dire 
que  l’abfcifle  AO  foit  égale  à la  hauteur  AF  du  triangle , le  tra- 
pezoïde PpmM  deviendra  le  trapezoïde  BbcC  & fon  intégrale 

fera  le  triangle  ABC , mettant  donc  a au  lieu  de  x dans  ~ on  aura 

~ ou  ; ab  pour  la  valeur  du  triangle  ABC , c’cft-à-dire  l’aire  du 
triangle  égale  à la  moitié  du  produit  de  la  bafe  par  la  hauteur , 
ce  qui  s’accorde  très  - bien  avec  ce  que  la  Geometrie  ordinaire 
nous  enfeigne. 

On  voit  par-là  qu’il  faut  chercher  deux  valeurs  du  trapezoïde 
PpwM  & en  former  une  troiftéme  dont  on  puifle  tirer  l’inté- 
grale. 

14.  Soit  la  demi-parabole  quarrée  ABC  (Fig.  3.  ) je  mene 
l’ordonnée  PM  ôtl’inltniment  prochepw,  &4iommantBA  = <j, 
AC  = b , BP  = x , PM  —y , j’ai  Bp  ==  dx  , & le  trapezoïde 
BpmM=ydx  ; or  nommant  le  paramétré =p  l’équation  à la  pa- 
rabole eft  px=zyy,  donc  y = v'px  ; menant  donc  cette  valeur 
de  x dans^d.v,  on  aura  dxVpx—p'x'dx,  dont  l’intégrale  eft 

i_  2 

~ p~x  * ou  f V px 3 ; & mettant  au  lieu  de  px  fa  valeur^ , on  aura 
~v,xiy1=~ xy  pour  la  valeur  du  fegment  parabolique  PBM  ; or 
il  nous  fuppofons  BP  = BA  nous  aurons  x = a,  &cy=b,  donc 
yxy=\ab,  ainft  l’efpacc  parabolique  ABC  fera  égal  à j ab  , 
c’eft-à-dire  aux  deux  tiers  du  reélangle  circonfcrit. 

Danslcs  autres  paraboles  l’équation  c(lpnxm=y‘~hm}  donc_y 

n m 

=pn~''m x”~*'m , mettant  donc  cene  valeur  dans  ydx  on  aura 

ydx 
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« m n »wH» 

ydx=pn-*-mx"+™dx , dont  l’intégrale  eft  ^Lpn-hmxm^n 

n m 

& mettant  au  lieu  de  fa  valeur^,  on  aura  -—Jr; 

yx  qui  fera  la  valeur  de  l’efpace  PBM  ; lùppofant  donc  BP  = B A , 
c’eft-  à -dire  x—a  &cy  — b , on  aura  ab  pour  valeur  de 
l’elpace  ABC. 

Si  n—  1 , m — 2 on  aura  "~l~m  ab  —\ab,  c’eft-à-dire  que 

la  parabole  cubique  dont  l’équation  eft  pxx  =j>3  eft  égale  aux 
f du  rectangle  circonfcrit. 

Si  n — 2 , m ==  1 on  aura  ~~ab  — \ab,  c’eft-à-dire  la  pa- 
rabole cubique  dont  l'équation  eft  plx  =yi  eft  égale  aux  ~ du 
reâangle  circonfcrit , ôc  ainfi  des  autres.  En  général  toute  pa- 
rabole eft  au  rectangle  circonfcrit  comme  à n~—, 

if.  Soit  l’efpace  parabolique  PMNQ  ( Fig.  4.)  dont  on  de- 
mande la  quadrature  ; je  nomme  la  confiante  ÂP  =A,  le  para- 
métré = a,  la  changeante  PQ  =*,  dont  le  point  d’origine  eft 
le  point  P , la  changeante  QN  —y  , donc  Qÿ  = dx  , & le  tra- 
pezoïde  QNnt)  ou  le  reftangle  QN Sq=ydx  ; car  le  trapezoïde 
QN»ÿ  & le  rectangle  QNSf  ne  différant  entr’eux  que  d’une 
partie  infiniment  petite  SNn  peuvent  être  regardés  comme  étant 
égaux. 

* 

Or  par  la  propriété  de  la  parabole  on  a QN=  AQ  x a 
= AP  -+-PQ  xa,  doncyl=ab-+-ax,  Sc  y=.\/ab -+-  ax  , met- 
tant donc  cette  valeur  dejf  dans^dx  on  zut  a ydx  = dx  y' ab  ax. 

Je  fuppofe  Vab  -+-  ax  = z , donc  z1  = ab  -4-  ax , & prenant 
la  différence  j’ai  az dz=^adx,  ou  dx=~,  6c  mettant  cette 
valeur  de  dx  dans  ydx  j’ai  ydx  — » & mettant  au  lieu  de^ 

fa  valeur  Vab-+-ax  = z,)ûydx  = bLif  , dont  l’intégrale  eft 

fydx  = ^ ( la  lettre / que  nous  mettons  au  premier  membre  de^ 
figne  fimplement  l’intégrale  de  ce  premier  membre  ) , 6c  met- 
tant dans  le  fécond  membre  la  valeur  de  z3  qui  eft  ab-\-axV aù-+-ax  . 
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on  aura /y#*  = 
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x ✓ai-+-ii  pour  l'inré- 
gfalç  Je  ydx  y c’eft-a- dire  pour  b valeur  de  b parabole  entière 
QAN. 

Or  cette  intégrale  eft  trop  grande  de  tout  J’efpace  APM , 
puifqu’on  ne  demande  que  l’efpace  PMNQ  ; ainfi  il  faut  en  re- 
trancher l’efpace  APM , mais  par  laproprieré  de  la  parabole  on  a 

PM  =*  PA  x a = ab , donc  PM  = Vai , 6c  par  conféquent  l'eC 
pacc  APM=  * PMx  AP= j bVab , retranchant  donc  ÿbVab  de 
l’intégrale  y A *4-  * Vab  -4-  ax  on  aura  ~b  -y-  xVab-\-ax  — ybVab 
pour  la  valeur  de  l’efpace  cherché  PMNQ. 

On  trouvera  la  même  chofe  en  faifant  reflexion  qu’au  point 
P l’abfciflë  x devient  égale  à zéro  ; c’eft  pourquoi  effaçant 
dans  l’intégrale  f b -t-  x VÔI-+-  ax  les  termes  où  x fc  trouve , on 
aura  j b v' Ji  pour  la  valeur  de  l’efpace  APM  qu’il  faut  retrancher 
de  l’intégrale  pour  avoir  l’efpace  PMNQ. 

Si  l’on  veut  que  l’origine  des  x foit  en  Q & non  pas  en  P, 
on  nommera  la  confiante  AQ  = b , la  changeante  QP  —x  y 
PM=jf , ôc  menant  une  autre  ordonnée  infiniment  proche  pm 
on  aura  Pp  — dx}Szlc  trapezoïde  PMmp  où  le  rectangle  PMKp 

T***-  

Or  par  la  propriété  de  la  parabole  on  a PM— A P x a=-  A Q—  QP 
xa,  donc  y1  =*=  ab • — ■ ax , ôc_y=  V ab — ax  j mettant  donc  cette 
valeur  de_y  dans  ydx  on  aura  ydx  ^dx  Vab — «.v.  Pour  avoir  1 in- 
tégrale de  cette  différentielle  , je  fuppofe  Vab — ax  = z , donc 
x.’-  — ab — ax  ôc  2wfe=>=  — adx,  donc  dx^= — ; 6c  met- 
tant dans  ydx  cette  valeur  de  dx  6c  celle  de_y  qui  eft  z,  j’ai  ydx 
== — ÜLfî,  dont  l’intégrale  eft  Jydx  — — , ôc  mettant  la  va- 
leur de  z?  qui  eft  ab' — ax  Vab — ax,  j’ai  fydx  = — f * b — i 

Vab  - — ax.  “•  . ' 

Or  il  eft  fur  que  cette  intégrale  n’eft  la  valeur  que  de  1 efpace 
PAM  6c  non  pas  de  l’efpace  PMNQ  qu’on  demande  ; ôc  qu  en 
fuppofant  que  AP  devienne  égal  à AQ  on  aura  x = o,  ceft 
pourquoi  effaçant  dans  l’intégrale  tous  les  termes  où  * fe  trouve 
on  aura  — -bVâü  pour  la  valeur  de  l’cfpace  total  QAN  ou 
\bV!Tb\  car  le  figne  — ne  marque  ici  autre  chofe  finon  que  les 
âbfciffes  vont  de  Q vers  A , au  lieu  qu’ordinairetnent  elles  vont 
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de  A vers  Q , fi  donc  de  l’efpacc  QAN=|  b V au , on  retranche 
l'efpacc  PAM  x b — xy/ab — ax  on  aura  \bVab  — ±xb — * 

Vab  — ax  pour  l’cfpace  PMQN.  » 

On  fe  fcrvira  de  la  même  méthode  pour  juger  fi  une  intégrale 
qui  ne  contient  qu’une  changeante  x eft  complctte , ou  iï  elle 
ne  l’eft  pas , ce  qui  arrive  fou  vent  à caufe  que  dans  les  grandeurs 
dont  on  tire  les  différences  il  fe  trouve  des  termes  qui  n’ont 
que  des  grandeurs  confiantes  lefquels  difparoiffent  dans  les  diffé- 
rences ; c’eft  pourquoi  on  fuppofera  x = o , & s’il  refte  quelque 
chofc  après  qu’on  aura  efface  tous  les  termes  oh  * fe  trouve , 
& que  ce  refte  foit  pofitif  on  le  retranchera  de  l’intégrale  ; mai» 
s’il  eft  négatif  on  ajoutera  ce  refte  avec  le  figne  -+•  à l’intégrale  x 
que  fi  en  fuppofant  x = o , il  ne  refte  rien  , c’eft  une  marque 
que  l’intégrale  fera  complette. 

Lorfqu’on  a l’équation  d’une  courbe  dont  les  ordonnées  font 
parallèles , & que  cette  courbe  n’étant  pas  décrite  on  ignore  où 
eft  l’origine  des  abfciffes  x , faifant  de  même  x=  o & effaçant 
dans  l’intégrale  tous  les  termes  où  x fe  trouve , on  découvrira 
fi  cette  intégrale  eft  complette , ou  s’il  faut  lui  ajouter  ou  retran- 
cher quelque  chofe  pour  la  rendre  telle. 

1 6.  Soit  par  exemple  l’équation  **  -+-  ax*-+-  a1  *3  -f-  a* 

= a*y  qui  reprefente  une  courbe  dont  on  demande  la  quadrature , 
comme  nous  fuppofons  que  les  ordonnées  font  parallèles  entr’el- 
les , fi  nous  concevons  deux  ordonnées  infiniment  proches , dont 
l’une  foit  appellée^  la  partie  de  la  ligne  des  abfciffes  comprifes 
entre  ces  deux  parallèles  fera  dx , & le  rrapezoïde  ou  rectangle 
fait  par  les  deux  ordonnées  fera  toujours  ydx. 

Or  l’équation  delà  courbe  fe  réduit  ky  — 

-t-u;  mettant  donc  cette  valeur  dey  dans  ydx  , j’ai  ydx 

=*  ]4-+-  4 "t-4'+‘ 1T'+'a*<k' dont  1,int^grale  eft  fydx*=  — 

H- -J- 4 -f- 

Pour  voir  maintenant  fi  cette  intégrale  eft  complctte  je  fitp- 
pofe  x — o , & effaçant  dans  l’intégrale  tous  les  termes  où  x 
fc  trouve  il  ne  refte  rien  , donc  cette  intégrale  eft  complette  & 
exprime  la  quadrature  exaâe  de  la  courbe. 

17.  Soit  de  même  l’équation^1  =*♦-+-«*  x1  qui  exprime  une 
courbe  dont  on  demande  l’aire  ou  la  quadrature , tirant  les  deux 

• Eeeij 
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ordonnées  infiniment  proches , le  trapczoïde  quelles  formeront 
ferait/*  ; or  de  l’équation  on  tire^»  = v'x*  -+■  a1  x1  = xv' xl  -+-  a*  ; 
mettant  donc  cette  valeur  de  y dans  ydx  , on  aura  ydx  = xdx 
Vxl-\-ai. 

Pour  trouver  l’intégrale  de  cette  différentielle  je  fuppofe 
v'*1  -h  a1  =z,  6c  z1  = x1  a’ , donc  2zdz  = 2xdx , ou  zdz 
= xdx  ; mettant  donc  la  valeur  de  xdx  6c  celle  de  v'x1  d’- 
dans xdx  v'x’  — 4-  a1  j’ai  ydx  = z ldz,  dont  l’intégral§  cftj^dx = ÿ zi , 
6c  remettant  au  lieu  de  z>  fa  valeur  *’  ■+■  a-  v'x1-*-  a1 , j’ai  fydx 
— j x x*  -+-  a1  v'x1  a1. 

Prefentement  pour  favoir  fi  cette  intégrale  eft  complette  je 
fuppofe  x = o , ôc  effaçant  dans  l’intégrale  les  termes  où  * fe 
trouve  le  refte  eft  - a1  c'a1  — j al  ; or  ce  refte  eftpofitif,  retran- 
chantdonc  de  cette  intégrale  le  refte  -J- a1  v^1 , on  aura  ÿ x x1  -+-  a- 
v'x’H-a’  — ] -al  pour  l'intégrale  complette  où  la  quadrature 
exacle  de  la  courbe. 

18.  Soit  encore  l'équationy’ = x3  -+-  «x1 , donc  y = v'xM -ax* 

— xVx-j-a,  6c  mettant  cette  valeur  de  y dan  s ydx,  on  aura 
ydx  = xdx  v'x-h  a. 

Pour  trouver  l’intégrale  de  cette  différentielle  , fuppofons 
v'x a — z , donc  z’=x-H<i  6c  zl — a—  x , donc  zzdz  — dx  r 
mettant  donc  les  valeurs  de  d x,  x 6c  v'x-t-d  dans  xdxv'xf-a^, 
nous  aurons  ydx =az*dz — zazxdz , dont  l’integtale  eft  fydx  — j 
& — | az 3 , 6c  mettant  dans  cette  intégrale  les  valeurs  de  z* , z3 , 

nous  aurons  fydx  x~x  -+-  a v'x  -4- a — j a xi+n  Vx-v-a 

— ry  x .v-  2ax  aa  v'x  ■+■  a — ” x 4*  + aa  v'x  -Ça 

6x  i-x 4J..  V's-f-j 

M # 

Pour  favoir  fi  cette  intégrale  eft  complété , fuppofons  x = o , 
& effaçant  tous  les  termes  ou  x fe  trouve,  le  refte  fera  — 
aav'a,  or  ce  refte  eft  négatif,  ajoutant  donc  ce  refte  avec  le 
figne  -f-à  l’integrale , on  aura  •*'-*-*“—*“*'*-*■•  jl  aa v'a 

pour  l’integtale  complette  ou  pour  la  quadrature  de  la  courbe  , 
& ainfi  des  autres. 

ip.  Une  hyperbole  de  quelque  degré  quelle fait  étant  donnée  (Fig.  J.) 
trouver  la  quadrature  de  l'efface  indéterminé  D£FC  compris  entre 
des  ajÿmptotes  & la  courbe . 


et  l ■ Calcul  Intégral,  Litre  III.  4oj\ 
Du  Commet  B je  meneBH,  BG  parallèles  aux  afymptotes, 
d’un  point  quelconque  P je  mène  l'ordonnée  PM , ôc  l’infiniment 
proche  pm-,  je  nomme  BH  =a , EM  = x , PM==)>,  donc 
M/n  = dx , & le  trapezoïde  PM mp  =ydx. 

Or  l’équation  qui  exprime  ces  hyperboles  eft  a'~*~n—ymx”  , 
ôc  failànt  a—  i , on  aura  i =ymxH , donc  y*—  —x” , ôc 

n 

y—x  ni  ôc  mettant  cette  valeur  de^>  dans  ydx , on  aura  ydx 
= x~~m  dx , dont  l’intégrale  efl /ydx  = - x “ 1 = x 

~m  — -£_^  ~^xm  " , ôc  mettant  au  lieu  de  x~"  fa  valeur  ym  , 

on  aura  fydx  = ~ V xm y” — xy , qui  fera l’integralc  ou 
la  quadrature  de  l’efpace  indéterminé  DEMPBA. 

Si  m eft  plus  grand  que  n ou  aura  toujours  la  quadrature  de  l’ef- 
pace  DEMPBA , car  fon  expreflion  xy  dtant  pofitivc , fon 
rapport  au  reêtangle  xy  fera  fini;  fi  m eft  égal  à n , l’cxpreftion 
~ xy  fc  changera  en  " xy  , or  "eft  infini,  ainfi  le  rapport  de 

fefpace  DEMPBA  au  rectangle  xy  fera  infini  ; ôc  par  conféquenc 
cet  efpace  fera  infiniment  grand  ; enfin  fi  m eft  moindre  que  n , 

l’exprellion  ~j?_n  xy  fera  négative  , donc  fon  rapport  au  rectan- 
gle xy  fera  un  rapport  du  négatif  au  pofitif , ôc  par  conféquent  ce 
rapport  fera  pour  ainfi  dire  plus  qu’infini , ôc  l’efpace  DEMPBA 
plus  qu’infiniment  grand  ; par  exemple , 

Soit  m=  2 , »=  i , l’équation  fera  <j3  = xyl  ôc  Pintegrale 

^~ïxy~2Xy  > donc  l’efpace  DEMPBA  fera  au  rectangle  xy  , 
comme  a à i , de  même  fi  t l’équation  CctAa^=xy*t 

ôc  l’integrale-^^  xy  = jxy,  donc  fefpace  DEMPBA  fera  au 
reftangie  xy  comme  f,  a,  i , ou  comme f à | , ou  comme  4 à 
3 , ôc  ainfi  des  autres. 

Soit  m=  1 , n=2,  l’équation  fera  ai  = xly  , ôc  l’integrale 
xy—~ — xy  — — xy  > dont  fefpace  DEMPBA  fera  au  rec- 
tangle xy  comme  1 à — 1 , mais  le  rapport  de  1 à zéro  eft  infini , 
donc  le  rapport  de  1 à — 1 eft  en  quelque  maniéré  plus  qu’infini  ; 
de  même  foie  m=i , rr=y , l’équation  fera  a*=x+y , ôc  l’integrale 


*o<î  Le  Calcul  Différent  l ; 

-i—  xy=— ±xy,  donc  l’efpace  DEMPBA  fera  au  rectangle 

xy  comme  ■+- 1 à — j , Ôc  par  conféquent  ce  rapport  fera  plu# 
qu’infini , ôc  ainfi  des  autres. 

Er  pour  mieux  éclaircir  ceci,  il  n’y  a qu'à  faire  attention  que 
lorfque  m = n,  l’integrale  ~ xy  eft  infinie  par  rapport  à x_y  à caufc 
que  wj  eft  divifé  par  zéro , qui  eft  infiniment  petit;  or  quand  m=t  » 
n = 2,  l’integrale  eft  __j  xy  ôc  le  numérateur  t eft  encore  plus 
grand  par  rapport  au  dénominateur  — i que  par  rapport  à zéro  , 
donc  la  fraÛion -j-eft  pour  ainfi  dire  plus  qu’infinie , ôc  par  con- 

féquent  l’integrale  xy  eft  infiniment  grande  par  rapport  à xy, 
& ainfi  des  autres. 

Nous  avons  démontré  ceci  d’ufte  autre  façon  dans  le  premier 
Livre  de  la  Mejure  des  Surfaces  & des  Solides  , où  l’on  verra  que 
ceux  qui  penfenr  autrement  touchant  ces  intégrales  négatives 
de  l’hyperbole , font  tombés  dans  l'erreur. 

Au  refte  il  faut  obferver  que  dans  les  cas  où  le  rapport  de  l’efc 

face  DEMPBA  au  reélangle  xy  eft  plus  qu’infini  ; le  rapport  de 
efpace  indéfini  CPREF  pris  de  1 autre  coté  fe  trouve  fini  , 
car  alors  on  a = EM  — x , RE— pm=y , 6c  par  confé- 
quent Rr=dy  , donc  l'élément  rR/;P  = xdy  ; or  l’équation  étant 

^ x"  on  a x = ~—y  iT,  ôc  mettant  cette  valeur  de  x 
y- 


l=y 


. — --*•« 


m 

dans  xdy , on  a y * dy , dont  l’integrale  eft 

Ainfi  fi  w = i , n — 2,  l’équation  fera  ai  — xly , ôc  l’intcgrale 
j-^yx , fera-^—yx  = 2_yx  ; donc  le  rapport  de  l’efpace  CPREF 
au  rectangle  xy , fera  comme  a à i , ôc  par  conféquent  fini , 6c 
ainfi  des  autres. 

Si  on  applique  le  même  calcul  aux  cas  où  le  rapport  de  l’efi 
pace  DEMPBA  au  rectangle  xy  eft  fini , par  exemple  lorfque 

m—2,  n—  i , 6c  l’équation  aî  = xy1 , on  aura  yx  = — ^ 
yx—  __\yx , c’eft-à-dire  le  rapport  de  l’efpace  CPREF  au  rec-. 
tangleyx  eft  infini , de  même  en  fuppofant  m = 4,  »—  i , oit 
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aura  y.v  = joc  — — ÿ yx,  fie  par  conféquenr  le  rapport 

dei’efpace  CPREF  au  reâanglc  *y'e(l  comme  1 à — 3 , c’eft-à- 
dixe  plus  qu’infini , fie  ainfi  des  autres. 

D’où  l’on  voit  que  dans  toutes  les  hyperboles  , à l’exception 
de  [l’hyperbole  ordinaire , l’efpacc  afymptotique  d’un  côte  n’eft 
pas  égalàl’efpace  afymptotique  de  l’autre  côté  ; pu ifqu’il  fe  trou- 
ve toujours  que  l’un  de  ces  efpaccs  étant  fini , l’autre  eft  infini  ou 
plus  qu’infini. 

20.  Une  hyperbole  ordinaire  ABP(Fig.  6.)  entre  fes  asymptotes 
étant  donnée,  trouve } la  quadrature  d'un  efpace  dé. ermme  CDMP 
compris  entre  deux  ordonnées  CD , PM , la  partie  DM  d’une  asym- 
ptote & la  partie  CP  de  la  courbe. 

Du  fomrnet  je  mène  BR  parallèle  aux  ordonnées  CD  , PM , 
ou  à l’afymptotc  OH  , fie  l’ordonnée  infiniment  proche  pm  ; je 
nomme  BR=a,  OD  = 6 , DM  = *,  PM=_y  , donc  Mm 
= dx  fie  PM mp  =ydx. 

Or  par  la  nature  de  l’hyperbole  on  a PM  x MO=  BR  fie  MO 
= OD  -4- DM  —b -+-*•,  donc  by-y-xy—à1 , 6c y = met- 

tant donc  cette  valeur  dc_y  dans  ydx  on  iuntydx  = 

Pour  trouver  l’intcgrale  de  cette  différentielle  , je  divife  a1  pat 
1 + x félon  les  réglés  que  nous  avons  données  dans  le  premier 

Livre  ; ce  qui  me  donne  la  luire  infinie  — — -t-  — 

-+-  , ficc.  & multipliant  cette  fuite  par  dx , je  trouve 


ydx  = £.dx—j£dx-h 
l’integrale  eft fydx 


*« 


dx - 


«*«t 


dx  -4- 


bs 


ili 

b 


; » 

QtxS 

5 àl  > 


ficc.  dont 
ficc.  fie 


ï 4 

«>i*  «««» «*«< 
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c’eft  la  valeur  de  l’efpace  CDMP  en  fuppofant  comme  nous 
avons  fait  que  l’origine  des  x eft  au  point  D. 

Si  OD  eft  égal  à BR  on  a a —b,  fit  fuppofant  a=  1 , on  aura 
auffi  b — 1 , fit  par  conféqucnt  l’imegrale  fera  *• — ** 
— ficc. 

Si  l’on  veut  trouver  par  cette  voye  la  quadrature  de  l’efpace  hy- 
perbolique A BP,  on  cherchera  d’abord  l’efpace  BRMP  ainfi  qu’il 
vient  d’être  enfeigné , on  ajoûtera  à cet  efpace  la  valeur  des  Trian- 
gles BRO,  PMs,  ce  qui  donnera  l’efpace  BOsP , dont  le  dou- 
ble fera  i’cfpaçe  SOtPBA;  c’eft  pourquoi  ôtant  du  triangle  SOs 
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**,  & ainfi  de  fuite  à l’infini. 

Multipliant  donc  pat  dx  cette  valeur  de  y — Vax-+-xx , on 
aura_ydx  = a » a7  dx-\-\a  ta*'  dx — a ■’  xrdx 

îxixr  —A  3.  . ixjxfxr 

«»  * v » dx  1 I ' — 

^»X4X<x8xw 
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**  a x * dx  y &c.  dont  Pin- 


1x3  L L 

~-a  1 a 1 dv 


a x i dx- 


2X4X6X  8 
I X 3 x f X 7 xp 
2x4x6x8x10x11  ^ 


2 i « £ 

tegrale  eft Jydx—~a  * a * -+-a a * a 1 ■ 


4x7 


IX  } l z 

» a * 


4x6  XJ 

Z il 

a * a * - 


4x6x8x11 

1X5XJX7XJ  _ 


1 x 1 x t i 

a * a 


-x  x 

* A * 


I X 3 X J X T 


4x6x8x10x1) 


. ÏX  XZ  XX 

' * a * , &c.  or  a * a * 


4 x 6 x 8 x ioxuxi; 

— Vüx  fubftituant  donc  cette  valeur  dans  l’integrale  , on  aura 


-4- 


I X j XI* 


1 x 3 x îxii 


fydx  l/<*A  X , X *+*  4 X 7|X  o * ~r~  4X6XJ  X a * 4X6x8x11X6* 


1 x 3 x î x 7 x *r 


1x3x5x7x9x11 


4x6x8x10x13x0'  4X6x8xioxi»xisx.o6 


, &c. 


Si  l’hyperbole  n’eft  pas  équilatere , c’eft-à-dirc , fi  fon  élément 
cft  ydx  = dxVax  +axx^,  on  multipliera  tous  les  termes  de 

l’integrale  qu’on  vient  de  trouver  par 

22.  Un  cercle  étant  donné , trouver  J a quadrature  (Fig.  8.). 

Je  nomme  le  diamètre  AB  — 1 , l’abfcifle  AP  = x , l’ordonnée 
PM  = y , donc  PB  = 1 —x.  P p = dx  , & PMmp=ydx  ; or 

F ff 
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pat  la  propriété  du  cercle  on  a yy  — »* — **  > donc  y^Vx  xx 

— x xx  * , 6c  mettant  cette  valeur  dans  ydx  , on  aura  ydx 

* 

= dxxx — .va:*.  - 

Pour  trouver  l'intégrale  de  cette  différentielle  , ; élevé 
x xx'*  à fa  puiffance , en  me  fervant  de  la  formule  de  Article 

m m 

précédent , 6c  j’ai  P -t-  PQ  " = P " •+--  AQ  ^ — — BQ 

CQ  , ôcc.  or  ra=i  , n = 2 , P=x  , Qg= — ” 

- . „ i .JL 

=_*;  donc  P " = A = .v  T , ™ AQ=*i*>x— *=— r*‘ 

t=B  , BQ  — — i* — -t.v  ^ = C , 

' CQ  ==— ix — * >x— * — L « * = Dj-~  - 

X-  * 1x4  1X4X6  4» 

*x_ *= 'JLÎ2LL-xi  = £ , & 

1 X 4 X 6 X S 


1 Xt 


1X4X6 


DQ=-ix 
ainft  de  fuite. 

i A A [A 

On  a donc^=.v — .v**  = x * — 7*  * — x ‘ 


1 X 4 X 6 X ô ' 


. T ixp 


1x4x6  X«X  10 


x * , 6cc.  6c  multipliant  tout 


par  dx , on  a ydx  = x * dx  — ' dx — - 


x^dx  — 


1XJ-  x 

1X4X6 


2_  XL 

dx  — ^ *x?x8  * * efe , flcc.  dont  l’intégrale  eft f * * — j x * 

_1_  A «*i_  A I x 3 *JL  v V 

4X7  4X6X?  4x6x8x11  4 x 6 x 8 X 10  X if 

1 1 X 1 

a:  "*■ , 6cc.  or  x * = v'x  , donc  fydx=  >/  x x f x — jr1  — ~7 

*3 1 * 3*  i x 3 . 6c c.  6c  c’eft  la  quadrature  du 

demi  fegment  APAÏ. 

Si  l’on  fupjaofe  que  PA1  devienne  égale  au  rayon  OR  , on* 
aura  x — 1 , c eft  pourquoi  la  quadratuft  du  quart  de  cercle  AOR 
ferait  6cc.  . 

On  peut  trouver  la  quadrature  du  cercle  d’une  autre  façon  que 
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voici  ; je  nomme  le  rayon  AO  = 1 , l’abfciffe  OP  = .v  en  pre- 
nant l’oygine  des  abfcifles  au  centre  O , l’ordonnée  pm  =y  ; 
donc  P p — dx&t  PMw/>  —ydx  ; or  par  la  niture  du  cercle  on  a 

pm  = AO — pO  , donc  y y — 1 — x1  , donc  y=v'  1 — x * 

1 — x1 ’ ; ôc  mettant  cette  valeur  de  dansai* , on  a ydx  — dx 
________ 

x 1 — x-  * . 


Pour  trouver  l’integrale  de  cette  différentielle , j’éleve  1 — x1  ’ 
à fa  puiffance , en  employant  la  formule  ci-dcffus  ; ce  qui  donne 

m 

P — 1 , Q= — ~ — — xx , P"  =A=  1 T = 1 , m=  1 , B=a  ; 
d#nc”  AQ  x 1 x — xx— — l*»  = B ; BQ  = — i 

x-j*>x-r‘= I_^4==C;’=i-"CQ=— |x — 

= i-ïl_  x*  = D ; DQ  = — i x LLL. 

x(  x — xi= *—  * *—  x8  = F , ôc  ainfi  de  fuite  à l’infini. 

IX4X  6X0 


On  a donc  1 — x1  * = i — ~ xx  — x+ — 


. 1 *3 x * 

> X4  X 6 X 8 


I X 3 X s X 7 


» x 3 

» X 4 X ( 


1X4X6X4X 


— x‘° , ôcc.  6c  multipliant  tout 


par  dx,  ona ydx—dx — ~x1dx — -é-  x*dx  — L x*dx,&.c. 

dont  l’integralc  cfl  x — *3 î — Lül — *7 

— * **** **>,  6CC.=  .V  — ixl  — Xôx'  — T7T*7—  Wn 

XX4  X 6 X i X 7 ’ S 40  11,1 

ôcc. 


Si  l’on  fuppofe  que  PO  devienne  égal  au  rayon  AO  on  aura 
x—  1 , & par  conféquent  le  quart  de  cercle  AOR  fera  1 — | ~ 

< t *fr 

fil  1 1 f 1 1 

Voici  une  troifiéme  maniéré,  foit  l’angle  BCG  ( Fig.  9.  ) moi- 
tié de  l’angle  BCD , BG  la  tangente  de  l’angle  BCG  , 6c  BD  la 
tangente  de  l’angle  BCD  , foit  fait  l’angle  bah  égal  à l’angle 
BCG,  la  jambe  ta  égale  au  rayon  BC,  foient  encore  la  droite 

bg,  6c  la  droite  gd  égales  chacune  au  rayon  BC;  le  triangle  gba 
fera  ifofeele,  6c  par  conféquent  l’angle  externe  dbg  fera  double 
de  l’angle  bag , du  point  b foit  abbaiflée  fur  ag  la  perpendiculaire 

bh , 6c  du  point  g fur  ab  la  perpendiculaire  ge , fi  l'on  prend  pour 

Fffij 


✓ 
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finus  total  la  droite  ab,  la  droite  bh  fera  le  finus  de  l’angle  bah  , 
& la  droite  ah  en  fera  le  finus  de  complément , de  même  la 
droite  gr  fera  le  finus  de  l’angle  ebg  double  de  bah  , ôcla  droite 
be  en  fera  le  finus  de  complément. 

Je  nomme  ba  = BC  = r , bh—b,ah  = a,  les  triangles  rectan- 
gles abh , âge  ayant  l’angle  aigu  bah  commun  font  lemblables  , 

donc  ab  , bh  : : ag , ge  , ou  r,  b : : 2a  , —gt  > de  même  ab , ah 

::  ag,  ae ou  r,  a:-.  2 a,  = ae , donc  be  = ae — ab  = ~ r 

= - ~ or  dans  le  triangle  rcclangle  bah  on  a ba  = ah  -+-hb  , 
donc  rr—al-\-bz , mettant  donc  cette  valeur  dans  be  — ié— lll 

r 

j’ai  be=  ; Je  finus  MP  de  l’angle  B CD 

eft  donc  — , & le  finus  PC  de  complément  ” , maisàcau- 

fe  des  triangles  fcmblables  PCM , BCD , on  a PC  , PM  : : BC 
BD , donc  ~ = BD , je  mene  le  finus  ST , 

& les  triangles  fcmblables  STC,  GBC  donnent  TC,TS::BC, 
BG  , ainfi  nommant  BG  = * j ai  , ê : : r , .v  6c  - = a;  mettant 

donc  cette  valeur  de  a dans  —■ - = BD,  j’ai  BD  = . , 

a*  b*  — bax* 


— » & fuppofantBC  = r = 1 , j’ai  BD==  <lu* 

l’expreliton  de  la  tangente  de  l’arc  MB  double  de  SB. 

Maintenant  l’angle  BCD  étant  divifé  en  deux  également  par 
la  droite  CG  on  a GB , BC  : : GD , DC  ; or  GD  = BD  — BG 


1*  x x » , x-t-x*  i + il 

. — X — ; , donc  on  a*,  I ::  -, -=DC 

1 X1  1 X*  * 1— **  / x— *1 

g=  ; de  même  à caufe  des  triangles  femblables  DCB, 


MCP  on  a DC  , DB  ::  MC,  MP  , donc  ~~  , ^ : : 1 , 


— = MP  ; les  mêmes  triangles  donnent  auffi  DC , BC  : : MC , 
PC/ ou  i::i,  7=fl=PC  , donc  PB=BC— PC 

1 X * I -f-  X * 1 -f-  X*  lx* 

* 1 -f-  x1  1 4-x1  l+jf** 

Je  mene  pm  infiniment  proche  6c  parallèle  à PM , 6c  la  droite 
CA  , je  tire  MR  parallèle  à Pp , 6c  il  s’agit  de  trouver  la  valeur 
du  fcêteur  BCM  ; or  prenant  l’origine  des  abfcilfes  en  B,  Pp 


et  le  Calcul  Intégral,  Livre  III.  41 3 
= MR  fera  la  différence  de  BP  = — ^ — f donc  cette  différence 


fera 


4*4*  -4-  4*  * dx  — 4x  î dx 
1 ■+•*»* 


4xdx 

r~+-  x* 


Les  triangles  reâangles  PMC,  MRm  font  femblables  ; car 
l’angle  aigu  RM/»  eft  égal  à l’angle  aigu  PMC  comme  on  peut 
le  prouver  par  la  feule  infpetlion  de  la  Figure , donc  MP,  MC 

: : MR , Mm  ou  7^7 , 1 : : -^-1,  , = Mm  ; or  le  petit 


feâeurMC/»=M/»xi-MCj  donc  MC/» — j mais  ce pe» 
rit  fe£lcur  eft  la  différentielle  du  fetleur  BCM,  tirant  donc  l’in, 
régrale  de  -i-~-  — ~d\  on  aura  l’aire  du  feéfeur. 

Pour  cela  je  divife  1 par  1 -H*1 , ce  qui  donne  la  fuite*  1 — x* 
-4-x4  — x*-+-x8 , ficc.  & multipliant  cette  fuite  par  dx  j’aiy^^*, 
= dx  — x'dx -+■  x*dx — x^dx xndx , ficc.  dont  l’intégrale  eft 
X |x3  -4-yX* yXl-hyX9  — rr*'‘>  &c> 


Si  l’on  fuppofe  que  PM  devienne  égale  au  rayon  OC  la  tan- 
gente BG  deviendra  égale  au  rayon , fit  l’on  aura  x = 1 , donc 
le  fcélcur  BOC,  c’eft- à-dire  le  quart  de  cercle  fera  1 — f-t-f; 
— T-f-i  — rr>  &c. 

Pour  trouver  la  même  intégrale  d’une  maniéré  plus  abrégée , 
je  nomme  BD=x,  donc  DA  — dx , 6c  à caufe  du  triangle 

rc&angle  DBC  j’ai  ='DC  =5  CB -4-  BD  ,•  ou  DC=i  -4-xx , 

_______  ^ t. 

d’où  je  tire  DC  = v/n-xx=  i-*-xx*,  du  point  D j’abbaiffe 
DL  perpendiculaire  fur  AC , 6c  le  petit  triangle  re&angle  ADL 
cftfemblable  au  triangle  DBC, car  l’angle  aigu  BDC  ne  diffère  de 
l’angle  aigu  A que  d'un  infiniment  petit;donc  CD,BC  : : DA,DL, 

ou  v7 1 -4- xx,-  \::dx,  -^=  = DL  , les  triangles  femblables 


DCL,  MC/»  donnent  CD,  DL  : : CM , M/w  , ou  V 1 -4-  xx , 
—r -- — - : : 1 , =M/» , fit  par  conféquent  le  petitfecleur  MC/» 

= M/w  x ~ MC  = - ; or  ce  petit  fcüeur  eft  la  diffé- 
rence du  fectcur  BCM , donc  fon  intégrale  fera  la  valeur  de 
BCM. 
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cette  fuite  par  dx  j’ai  ~^x==\ dx—\ x'dx x*dx—\x*Jx 

*d-  7 x*dx , &c.  dont  l’intégrale  --a: — 7*5-+-  1 *ï xJ  l t'_ 

*' , &c.  cft  l’aire  du  fccteur  BCD.  '4  Vï 

Quand  le  fe&eur  BCD  eft  la  moitié  du  quart  de  cercle  la  tan- 
RCrn  _ . cft,t!Sal<;  au  ray°n  > donc  * = 1 , & par  conféqucnt 
J f -*“  ï,5 — TÏ  -+-  ,'i  > &c.  & doublant  cette  fuite  on 
aura  i — 7-H7— ■ -1-7,  &c.  pour^  valeur  du  quart  de  cercle. 

xrke  ^ tU'^'  étam  <*°nn''  ^ F‘ê'  ,0' 5 ' trouver  fa  q«adra- 
Je  nomme  AC  = a , GC  = r,  PC  = x,  PM  =y,  donc  P p 
~ dx , PMmp^ydxj^ or  pat  la  nature  de  l’EUipfe  on  a PM, 
AC  — PC::GC,  AC,  doncy»,  a*— **:;<■*,  parConfé- 

quent  alyl  = c1  x a’-  — x- , d’obl’on  tire  ji»= 


> ôc  mettant  cetté  valeur  de  y dan  s y dx  on  a ydx 


cdxxa * — * 


, Pour  trouver  fintégrale  de  cette  différentielle  j’éleve^^?*- 
a Ta  puiffance  en  employant  la  formule  ci-dcffus , ce^qui  donne 

m 

m=  1 , »=2,  P = «*,Q  = — “f , P“  = A =<jlx^=  a , 
donc™  AQ=|xax— ^ = — BQ  = — i x 

“ / *4  7 Zfi  4 

— — X — fx  ,4 n.m , IXr* 

”,  CQ=-ix— ~xlî 

x — — n m — 3"r>n  f ixîxjc* 

- »x«x6x<»  — DQ  = ~ 7*  — — *6xa, 

v il 1 *?*  » xx»  _ . _ . . . 

x1  >x4x<xt  xat — L j oc  ainli  de  fuite. 

On  a donc  a1  — — il £l «*  i»* 

»“  8jl  164»  1184?  » 4XC’ 

& multipliant  par  ~ on  a ydx  = r/ir*°'—*‘  cjx «’fe 

r*4^  «<‘f*  J£X»</jf  , . ”,  1 

8j*  i6x«  iTsTï"  » &c-  dont  I intégrale  efl  ex — ~ 

fj? 

ÏSTT  ’ 777I«  — 777US  > &c.  valeur  du  fegment  PMGC. 

Si  1 on  fuppofe  que  PC  devienne  égal  à AC  on  aura  x=a,  St 
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l'intégrale  fe  changera  en  ac  — 7 ac  — - — — — , Ôte. 

0 * 40  1 11  1151  y 

fit  ce  fera  la  valeur  du  quart  d’Ellipfe  AGC. 

Si  l’on  décrit  un  cercle  ^RB  dont  le  diamètre  foit  égal  air 
grand  axe  AB,  le  petit  rcélangle  PRi/>  qui  eft  l’élément  du  cer- 
cle fera  dxV aa — xx  ; or  le  petit  reélangle  PM/»p  qui  c(l  l’éle- 
ment  de  l’EHipfe  edydx  = ~ .** , donc  les  intégrales  de 

ces  deux  élemens  ; c’eft-à-dire  le  fegment  circulaire  CTRP  eft 
au  fegment  Elliptique  CGMP  comme  fdxVaa — xx  eft 

V aa — xx  y ou  comme  a eft  à c ; Car  a , c::  fcxVaa  — xx  , j 

fdxv'aa — xx,  donc  le  cercle  circonfcrir  à l’Ellipfe  eft  à l’Eliipfe 
comme  le  grand  axe  au  petit  axe  ; ce  que  nous  avons  démontré 
ailleurs  par  la  Geometrie  ordinaire. 

Sil'onfuppofe  Vue—  1 on  aura  ac  =■  t , 6c  l’intégrale  ac — \av 
— — — — — — , &c.  qui  eft  l’aire  du  quart  d’Ellipfe  fe  chan- 
géra  en  t — j — ~ — 777 — 77^,  ôte.  qui  eft  l’aire  d’un  quart 
de  cercle  comme  on  a vu  ci-deffus , donc  l’aire  de  l'Ellipfe  eft 
égale  à l'aire  d’un  cercle , dont  le  diamètre  eft  moyen  propor- 
tionnel entre  le  grand  axe  a ôc  le  petit  axe  c , ce  qui  s’accorde 
encore  avec  ce  que  nous  avons  prouvé  ailleurs  par  la  Geometrie 
ordinaire. 

24.  Quarrer  un  fecleur  Elliptique  CAM  (Fig.  1 J.). 

Je  nomme  le  demi  grand  axe  CA  = a,  le  demi  petit  axe  CB 
= b,  la  tangente  AD==x,Ia  droite  CDN==y,  fit  la  droite  CP  = £, 
je  mène  C d infiniment  proche  de  CD , fit  du  centre  C je  décris 
les  petits  arcs  MS,  DR  ; les  rriangles»redangles  CAD , DRd 
font  fcmblables  ; car  l’angle  aigu  RdD  ne  diffère  de  l’angle  aigu 
CDA  que  d’un  infiniment  petit,  donc  CD,AC::Dd,  RD  ou 

y , a : : dx , ~ = RD  ; les  triangles  CPM , CAD  étant  aufli  fem- 

blablcs  donnent  AC  , CD  : : CP , CM , ou  a , y : : z , = CM  ; 

enfin  les  fccleurs  fcmblables , CDR,  CMS  donnent  CD , DR 
::CM,MSou^,y  ::’-%~=MSi  ot  le  triangle MCS  = f 

CM  x MS,  donc  MCS  ainfi  la  différence  du 

fecieur  CAM  eft  ~ f fie  il  ne  s’agit  plus  que  d’en  trouver  l in- 
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tégrale  , cc  que  je  fais  en  cette  façon. 

Par  la  nature  de  l’Ellipfe  j’ai  PM , CA  — CP  : : CB , CA , doive 
PM,  a1 — z*  ::bb , aa , d’où  je  tire  PM  = — — — — — , 6c  PM 
= - v/a'-  — z1  i or  les  triangles  feniblables  CPM,  CAD  donnent 
PM,  CP:  : AD  , AC  ou  v'a1  — zl  , z : : x , a , d’où  je  tire 
bVa1  — = zx , & quarrant  chaque  membre  j’ai  albl  — blzl 

e=zzxx,  ou  zzx1  -+-  b*zl  — a1  b1 , ce  qui  donne  zz  — t 
6c  mettant  cette  valeur  de  zz  dans  MCS  = ~ , j'ai  MCS 

abbdx 1 X abbdx  . 

tbo-d-xxx  » 6b*ï~ixxm 

Je  divife  i par  zbb  -+-  2\x , ce  qui  donne  la  fuite  infinie 

&c‘  la(lueUe  étant  multipliée  par 

f , * i abbdx  abbxxdx  , ab!x*dx  abbx * dx  0 j v t 

abbdx  donne  —77 : 1 ; rr~  , &c.  dont  1 înté- 

xob  xb+  2 oa  2 b9  * 

gtalc  7 — '£  -*■  Si  — S ■+■  nr>  » &c- eft  la  valeur  du  feaeur 

CAM. 

Si  l’on  fait  b—  i on  aura  CAM  = {•  ax — J axî  -4-  — axf 
— p,  ax7  •+■  -pj ax* , ôcc.  ôc  fi  l’on  fuppofe  x =5=  b on  aura  CAM 
= -jai — -J-  a£  -+-  p'0  ab — r^ab,  6cc.  or  en  fuppolant  x = b ou 
AD  = BC , on  a BD  = C A ; ainfi  appellant  BD  = x , 6c  con- 
ftruifant  pour  le  feétcur  BCM  de  même  que  pour  le  fectcur  CAM 
onauraBCM=paé — {ab-h  rs  ab,Bc c.  6c  ajoutant  enfemble  les 
deux  feéleurs  on  aura  le  quart  d’Ellipfe  B AM  = ab — ~ ab-y-j 
ab  — ~ab-)-jab,  ôcc.* 

D’où  il  fuit  que  fi  l’on  fuppofe  ai  = i ou  v^a^  = i , alors  le 

Ïuart  d’Ellipfe  fc  changera  en  quart  de  cercle  , 6c  l’on  aura 
!AM=i — }-t-7 — ÿ -t-p,  ôcc.  de  même  que  nous  avons 
trouvé  ci-ddfus. 

2 J.  Ouarrer  un  fectcur  hyperbolique  CAM  ( Fig.  12.  ). 

Je  nomme  le  demi  grand  axe  CA  = a , le'  demi  petit  axe  CB 
— b,  la  tangente  AD  = * , la  droite  CP  = s , la  droite  CD  ==y  , 
je  mené  Cd  infiniment  proche  de  CD  , 6c  du  centre  C je  dé- 
cris les  arcs  MS  , DR,  les  triangles  feniblables  CAD  , DRrf 
donnent  CD , AC  : : Dd,  RD  ou  y , a ::  dx , ~ — RD  ; les 

triangles 
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triangles  femblables  CPM , CAD  donnent  aufli  AC , CD  : : CP 
CM  ou  a,  y : : z , j=  CM , enfin  les  fedeurs  femblables  CDR 
CMS  donnent  CD , DR  : : CM,  MS  ou  y , ~ : ~ = MS  ; 

or  le  triangle  CMS  =lCMxMS=^x^  = cetrian- 

0 1 »4  y x*  7 

gle  eft  la  différence  du  fedeur  CAM  , ainfi  fon  intégrale  que 
nous  allons  chercher  fera  la  valeur  du  fedeur. 

Par  la  nature  de  l’hyperbole  nous  avons  PM , CP  — CA 
::CB,  CA,  donc  PM  , zz — aa::bb,  aa  , d’où  je  rire  PM 
= PM  = ~ Vzz  — aa  •,  or  les  triangles  femblables 

CPM,  CAD  donnent  PM,  CP::  AD , AC  ou  jV'zz  — aa  , z 
::x ,a, donc zx=bV zz — au , &C  quarrant  l’un  & l'autre  membre 
zzxx  = bbzz  — bbaa , d’où  l’on  tire  zz  = — “4i^-  : mettant  donc 
cette  valeur  de  zz  dans  CMS  = , on  aura  CMS  = — 

im  • lit  — 1** 

t x MJx  < 

xbb  • — xxx  * 

Ainfi  divifànt  1 par  2 bb  — zxx  on  aura  la  fuite  ^-4- 

(J  9 

*+-^jï  H-  ~s  > &c.  laquelle  étant  multipliée  par  abbdx  donnera 


*dx 


xxxdx 

xbb 


*x*dx 

xb+ 


sxf 
1 064 


-t-— 


■£r  > &c.  dont  l’intégrale"-)-^ 

&c.  eft  la  valeur  du  fedeur  CAM.  J’avertis  en  paftant 

que  dans  l’Analyfe  des  infiniment  petits  de  Mr.  Stone  les  ter- 
mes de  cette  ferie  ont  le  figne  — au  lieu  du  figne  , ce  qui 
vient  fans  doute  d’une  faute  d’imprdfion. 

26.  Qttarrer  la  cycloïdc  ABC  ( h ig.  1 j.) 

Je  mené  l’ordonnée  MQ , la  tangente  PK,  & la  tangente  MN 
qui  coupe  PK  en  T,  on  a vû  dans  le  fécond  Livre  ( N.  27.  ) que 
le  triangle  TPM  eft  ifofeele,  & que  par  conléquent  TP  = PA1, 
donc  l’angle  externe  TPQ  eft  double  de  l’angle  TMP  ; or  la  me- 
fute  de  l’angle  APQ  eft  un  arc  égal  à la  moitié  de  l’arc  AP , & 
la  moitié  de  l’arc  AP  eft  la  mefure  de  l’angle  TPA , donc  les  an- 
gles APQ,  TPA  font  égaux,  ôc  par  conféquent  l’angle  APQ 
eft  égal  à l’angle  TMP  ; or  menant  ma  infiniment  proche  de 
MQ , l’angle  ALwS  eft  égal  à l’angle  TAlP , do.ic  APQ=  M «S 
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& les  triangles  ÀPQ  ,M»jS  étant  fcmblables  on  a AQ,QP:  :MS, 

Sm. 

Nemmarn  donc  AQ=at  , AB  = i on  aura  MS  = dx  , QP 
= lAr — a:*,  QP  = — a: a:  , ainfi  .v,  v'x — xx  : : dx  , ■ * *■* 

= -=  Sm , j 'élève  a:  — xx  * à fa  puiffance , & je  trou- 

ve {N.  aaO  la  fuite  v*  -—t**  — ?*• — x'  , ôcc.  laquelle 

± JL 

étant  multipliée  pat  dx  & divifée  par  v donne  v » dx  — \xldx 

J.  ï.  . 1 i 

. — \x*dx  — Tix‘  dx  > &c.  dont  l’intégrale  eft  tx‘  — f** 

.. — i.r*  — » x7 , &c.  eft  la  valeur  de  MQ,à  caufe  que  mS 

eft  la  différence  de  MQ;  or  le  trapezoide  ra.^QM  = MQx  MS 
= MQ  x dx , multipliant  donc  par  <iv  l'intégrale  que  nous  venons 

2.  JL  JL  • 2. 

de  trouver  ; nous  aurons  2 x1  dx  — \ x * dx  — ~ x 1 dx — j\  x * dx 

&c.  dont  l’intégrale f a:*^  — ~ — yt  x7  — -pj-;  x7  , &c.  eft  la 

valeur  du  fegntcnt  MQA. 

Si  l’on  multiplie  mS  =gG  — d^'x~xx  pzi  GM  = ÀQ  =a:,  le 

produit^  Vx  — xx  fera  la  valeur  du  petit  trapezoide  GMmç  qui 
eft  l’élement  de  l’efpace  extérieur  ADC  ; or  cet  élément  eft  le 
même  que  l’élentent  rQ^H  du  demi  cercle  générateur , car  PQyH 
= PQ  x Qy  = dxVx — xx,  donc  les  intégrales  de  ces  deux  élc- 
mens  font  égales  , c’eft-à-dire  l’efpace  extérieur  ADC  eft  égal 
au  demi  cercle. 

La  bafe  BC  étant  égale  à la  circonférence  APB  du  demi  cer- 
cle, fi  l’on  nomme  cette  circonférence  =/>  & le  diamètre  AB 
= non  aura  le  rectangle  ADCB  = ap\  or  le  demi  cercle  APB 
= \ap,  donc  l’efpacc  extérieur  A.DC  = ^ap,  & par conféqucnt 
la  demi  cycloïdc  ÂCB  = $ ap,  d’où  il  fuit  que  lacycloïdc  eft  triple 
du  cercle  générateur. 

27.  Qjtarrer  la  cijfoïdt  ( Fig.  14.). 

Je  nomme  le  diamerre  AB  = 1 , l’abfcifTe  AP  = x , l’ordon- 
née PM  —y , donc  MR  = dx  & M»yP  =ydx  ; or  par  la  natu- 
re de  cette  courbe  j’ai  : : BP , PN , PA , PM , donc  PB , PA  : : PA , 
PM,  5c  PBx  PM=PA  ; or  PB=AB  — AP  = 1 — x , donc 


.r- 
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» 

PB  x PM  —y1  — xy1 , & par  conféquent^1  — xy'-  — *3 , d’où  je 
“rer — 7=-,  > = VT=T,  = — * ‘ * »— *’  ~ % «ét- 

ant donc  cette  valeur  de  y dans  ydx  , on  aura  ydx  = x * 
— — — _ _ ».  .1 
xi  — x * dx. 


J’éleve  1 — x * à là  puiflànce  en  me  fervant  de  la  formule 

m m 

P-+-PQ-  = P»^AQ+=^BQ-*-— • -CQ,  ôcc.  ce 
qui  donne  m = — t ; b = 2 i P = 1 ; Q = — ~ — — x ; donc 


P " = t 1 = 1 = A ; " AQ  ==  — ~ x ix  — *=-j*  = B; 

= C;  CQ== — £ 


ÏBQ=-ixi*x-r  = i^*1 

. 4 » :X4 


3« 


>X«  1X4X6  l - 4»  I 


' * 3 x f 
1x4x6 

*3  jc- — x= 1 x > x t ^2  ^4  ^ & ajnfî  de  fuite  , on  a donc 

1 X 4 X 6 X 0 


n=T7—  T = , -t_  i a;  i*i  *3  -H  L*L£<  Xi  -+- 

* — * IX«  " 1x  4 K 4 4JC4X6X* 

1_  x .2  - 1 

& multipliant  tout  par  * * dx  on  aura^ix  = **  x i x ‘ dx  = 

xijx-hix*Jx-h'-x-lx'dx+'x1*lxl4x+  Sïl  x T 

dx , ôcc.  dont  l'inté gralc  f x * -+•  f x * ■+■  — ^ x T -f-  —^x**,  ’~ 

+Srf,^.  &c-  °» 


4x6x11 


x*-H 


1 x 3 x 5 x 7 
Vx  6 x~8  xTj 


^ x6 , &c.  çft  la  valeur  de  l’cfpace  APM. 


Pour  trouver  la  quadrature  de  la  cyfïbïde  d’une  autre  façon , 
je  nomme  AB=<j  6c  PN  — z ; par  la  nature  de  la  courbe  j’ai 
1 — xy1  — *3  comme  on  vient  de  voir,  je  prens  la  différence 
cette  équation , ce  qui  donne  2 aydy — jxydy — yldx=  $xldx  , 
divifant  par  y j’ai  20  — ixxdy  — ydx  = or  à caufe  de 

::  BP,  PN,  AP,  PM  on  a AP  — PN  x PM,  ou  x1  = zy , donc 
s—  y , 6c  mettant  cette  valeur  de  ^-dans  l’équation  précédente 

^gg*j  * 
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j'ai  sa  — 2x  x dy  — ydx  = izdx,  ou  bien  faifant  a — x = BP 
= « , j’ai  2 udy — ydx—  32 dx , 6c  par  confisquent  l’intégrale  du 
premier  membre  eft  égale  à l’intégrale  du  fécond  ; or  udy  eft  la 
différence  MOom  de  l’efpace  AMOB;  car  MO  = PB=«  , & 
tnK  = O»  = dy  ; donc  l’intégrale  de  2iidy  eft  double  de  AMOB  , 
de  mémejid.v  eft  i’élement  ou  la  différence  M/n»P  de  l’efpace 
APM , enfin  zdx  eft  l’élement  PNnp  du  fegment  ArN , puis  donc 
<juc  nous  avons  2udy  — ydx  — 3 zdx , il  s’enfuit  que  le  double  de 
l’efpace  AMOB  moins  l’efpace  AMP  eft  égal  au  triple  du  feg- 
menr  APN. 

Si  l’on  fuppofe  que  le  point  P foit  infiniment  proche  du  point 
B , l’intégrale  d e udy  reprefente  l’aire  entière  A11IB  de  la  cyffbï- 
de  > or  l’intégrale  Acydx  reprefentera  la  même  aire  , donc  udy 
=ydx,  & parconféquent  zudy — ydx  — udy  — 32 dx  ; mais  l’in- 
tégrale de  zdx  reprefente  alors  le  demi  cercle  ANB  , doncijûre 
enriere  de  la  cyrfoïde  eft  triple  du  demi  cercle  générareuiw’ 

28.  Ouarrer  la  logarithmique  ( Fig.  t y»  ). 

Je  nomme  la  foutangenre  PT  — a à caufe  que  c’eft  une  gran- 
deur confiante,  6c  l’ordonnée  PM  =y , les  triangles  fcmblables 

MPT,  mqM  donnent  MP,  TP  ::  mq , M q ou  y,  a.-,  dy , ~ 

— Mq  ; or  l’élement  MP pm  = MP  x Mq  , donc  MP pm  — ~y- 

— ady , 6c  par  conféquent  l’intégrale  ay  eft  la  valeur  de  l’efpace 
indéterminé  MHVP,  ainfi  l’efpaccMHVP  eft  égal  au  rectangle 
de  l’ordonnée  MP  par  la  foutangente  TP. 

Si  l’on  mené  une  autre  ordonnée  RS  ôc  qu’on  la  nomme  = z 
on  aura  l’efpace  RSVH  = az , donc  l’efpace  MPRS  = MPVHL 

— RSHV=(»y — az  — a xy  — z , c’eft-i-dire  l’cfpace  com- 
pris entre  deux  ordonnées  MP , RS  eft  égal  au  rectangle  de  la 
foutangente  par  la  différence  des  ordonnées. 

• D’où  il  fuit  que  l’efpace  BAPM  eft  à l’efpace  MPRS  comme 
la  différence  des  ordonnées  BA , MP  eft  à la  différence  des  or- 
données MP,  RS. 

2$.  Quart  er  la  fpirale  d'archimede  ( Fig.  1 €.  ). 

Je  nomme  le  rayon  AB  = a,  la  circonférence  du  cercle  = b » 
l’ordonnée  AM  , l’arc  correfpondant  CBP  = x ; je  mene  Ap 
infiniment  proche  de  AP , 6c  du  centre  A je  décris  l’arc  MG  , 
par  la  nature  de  la  courbe  on  a , la  circonférence  eft  à l’arc  CBP 
«oramelc  rayon  AP  à l’ordonnée,  c’eft-à-dire  h,  x::a,y  xd’eù 
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l’on  tire  ax  = by , & à caufc  des  feéteurs  fcmblables  AP p , AMG 
on  a AP,  P 'p  : ; AM , MG , ou  a , dx  : :y , ~ = MG  , donc  le 

feaeur  MAG  = | MGx  AM= 

Puifqu’on  a ax=by,  donc  a-x-  — bby-  Sz  y-  — , mettant 

donc  cette  valeur  de^1  dans  on  aura  — MAG  ; 

or  MAG  eft  la  différence  de  la  portion  AM  de  la  fpirale , dont  l’in- 
tégrale de  aj~-  qui  eft  eft  la  valeur  de  la  portion  AM. 

Si  on  fuppofe  que  l’arc  CRP  devienne  égal  à la  circonférence 
entière  on  aura  * — b , & l’intégrale  fe  changera  en  £ ab  , 

c’eft-à-dire  l’aire  entière  de  la  fpirale  AMC  eft  égale  au  fixiéme 
du  re&angle  de  la  circonférence  par  le  rayon  ; or  le  cercle  eft 
# égal  à Ÿ ab , dont  la  fpirale  eft  au  cercle  comme  \ à -j  ou  com- 
me j à } , ou  comme  1 à j , ce  que  nous  avons  démontré  ailleurs 
par  la  fimple  Géométrie. 

L’équation  de  toutes  les  Ipirales  à l’infini  eft  am  x = b" ym  , 

m n -2- 

d’où  l’on  tire  =ym , & tirant  la  racine  m on  a y = îiT } & 

^ • r- 

2* 

élevant  tout  au  quarré  on  a_y’  mettant  donc  cette  va- 


leur de^i1  dans  MAG  = *^  on  aura  dx  = MAG  , dont 

lbm 


in  -f-  m 


l’intégrale  — — — . eft  la  valeur  de  l’efpace  AM  ; & fuppo- 

4«+imxi  m 

tt 

fant  x = b l’intégrale  fe  changera  en  - — g-=  & 

4/1  -f-  im  x b m 

fera  la  valeur  de  la  fpirale  entière. 

Soit/n  = 2 , n — 1 on  aura  -±ab  -,  de  même 

4n  -t-  2 m 4 4 

foit  m — 2.  n—  1 on  aura  ab,&c  ainfi  des 

autres. 

Que  fi  l’on  fuppofe  que  l’arc  C p foit  à pm  comme  l’abfcifle 

Gggiij 
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d une  courbe  Algébrique  eft  à l’ordonnée  correfpondantc  de  cette 
courbe,  on  trouvera  de  la  même  façon  l'efpace  de  la  fpirale  ; car 
luppofons  que  C p foit  a pm  comme  l’abfcifle  d'une  parabole  cil  à 
1 ordonnée  correfpondante  , je  nomme  le  paramètre  ==  r , C;  =.t 

f ^==:a>  Am=y  • donc  pm  = a —y,  or  par  la  propriété  de  cette 
fpirale  on  a pm-  = Cp  x r , donc  a 1 — 2ay  -+-y  =TX  dont  la 

différence  eft  dx  = — ^ V,  t mettant  donc  cette  valeur  de  dx 

dans  mAH=’~\ on  aura  mAH  = _»  ■7*4' -*-»/»•»_  ,> 

la  ar  7 

dont  1 intégrale  ~ eft  la  valeur  de  l’efpace  CwA. 

30.  Quarrcr  la  conchoïdt  de  Nicômcde  (Fig.  17  ) 

Je  nomme  AP==*,  PM  =y,  BC  = i>,  AB  = a , doncOQ 
“PB  = AB  AP  = a — x,  PC  = AB-f-BC — AP  — <j-4-A 

*»  ,cs  angles  femblables  PCM  , OQM  , donnent  PC, 
PM  : ; OQ,  OM,  ou  a + b — x,y:-.a — = QM  • 


donc  OM 


l’x» 


OQ  = a—  .V,  &QM  = 


= AB  = 


= a-  ; or 


X 

le  triangle  reÛangle  MOQ  donne  QM  = ÔAl  -f-  ÔQ , donc  a1 

y1  x . . 

= 1 — ■ — . y & tl- 

«-♦-* — * ' 

ram  la  racine  quarréc  ✓aux— *>=  7^7^*  » d’où  je  tire  y 

a-^7”  v'2ax  xl  — x au* — ar*  * , & multipliant 


a~  2ax  ~f~ xx *+-% -7  =1  ou  2ax  — x* 


tout  par  dx  , j’ai  ydx  = î±t=5  dx  x ’ ; or ydx  eft  la 

différence  ou  l’élcment  PA lmp  de  l’efpace  A PM , ainfiil  ne  s’a- 
git plus  que  de  trouver  l'integrale  de  cette  différentielle. 

Comme  dans  la  conchoide  de  Nicomede  on  a a=b  , nous 
aurons  a~\-b  = 2a,Sx.  pour  abréger  nous  ferons  2a  = r ; ainfi 

la  différentielle  fera  = dx  xT^i  > ; maintenant  pour 

en  trouver  l’integrale  , j’éleve  à fa  puiffancc  ? cn 

m m 

employant  la  formule  F-+-  PQ  » Œ P * ^ AQ  | m~~"  ]3Q 

CQ  x &c-  ce  <B»  donne  m=  1 , n = a , P=bca-,  Q 


é1» 
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m 

= — — = — — donc  P"  =A  = ctjct,  - AQ  =1ctatx — f 

M* 

a= -J  C 


’«  je*  =C; 


*x 
A A 


X 

C 


X — 


_CQ=-ix_i,  ^ ^ 

^^DQ  = {-X T%c  * A *x ~ 


7.  9. 

5= — rh  e ■* ‘ = EjÔcc. 

4,  . J.  J.  ». 

J ai  donc  ex — x11=^cx  x‘ — ~c  • x* — je  •*  n 

t ■»  a:  ^ * x * , &c.  je  multiplie  tout  parc,  ce  qui  don- 

AA  .AA  . A A 


■ AA  , . 

* x * — ït 


.A  A 
* * * ■ 


_ ...  _ _ A A 

nefx«- x**=c*x*  — ?c*x>  — tc  **' — rzc  *** 

— « c ■*  x *’ — -fac  * x ■,  6cc.  je  multiplie  la  même  fuite 

A A —A  A' 

par  — at  , ce  qui  donne  — *xa — x1  * = — c*  *+îf  * * * 

~x  * ■ ' - ■ 'je  ’x~,  Scc.  & ajoutant 


* T_x 


r+"rf 

enfemble  les  deux  produits  , j’ai  c — * x ex — x1 1 = c * x 
r*x*-Mc  ***-t-Ae  * * * , ôcc.  & di- 

( x A A A _A 

vifant  tout  par  | — x , j’ai  -7777  x « — **  * = 2c  * x » -4~c  * 

.rT_j_iAc  £ Ar^-nV-f  jc ^ — f-,  &c.  enfin  multipliant  par 

dx,  j’ai  ^ dxxcx  — x1  T = arT  .v  » dx  -h  c Tx  1 dx  ■+■  c 
— ■»  jT^dv-^V'C'  ^x^ dx,  &c.  —ydx  — PMmp , & par  con- 
fisquent l’integrale  ^ c * x * -t-  y c *x*,6cc.cft 

la  valeur  de  l’efpace  APM. 
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CHAPITRE  III- 

Vfage  du  Calcul  Intégral  pour  la  rétification  des  Courbes. 

3 i . p)  E fl, fier  une  courbe  AMO  (Fig.  1 8.) , c'efi  trouver  une  ligne 
J y droite  égale  à cette  courbe. 

Soit  nommée  l’ordonnée  PM  =y , l’abfciffe  AP  = .v  perpendi- 
culaire fur  PM  , donc  Pp  = dx,  Rot  ==  dy  , 6c  dans  le  triangle 

* * * — * — » __ 

reûangle  MRm,ona  Mm — MR  -t-  Rot  = dx  -\-dy  ; donc  Mot 

— y/dx1  -+-  dÿ' , or  Mot  eft  la  différence  de  la  courbe  AM  , donc 
il  ne  s'agit  plus  que  de  trouver  l’integrale  de  Vdx'-  -+-  dy1 , ce  qui 
peut  fe  faire  , t°.  En  prenant  par  le  moyen  de  l’équation  de  la 
courbe  la  valeur  de  dx  en  dy  , ou  de  dy  en  dx  enforte  que  la  dif- 
férence ne  contienne  plus  que  l’une  des  deux  expreffions.  20.  En 
menant  la  tangente  TM  ôc  faifant  attention  que  les  triangles  fern- 
blables  TMP , MotR  donnent  TP  , TM  : : MR  , Mw  ; or  TP 
étant  la  foutangente  , & TM  la  tangente  , leurs  expreffions  font 
connues  par  le  calcul  différentiel  & peuvent  être  exprimées  en 
dx,  donc  on  peut  trouver  une  valeur  de  Mot  en  dx , 6c  on  trou- 
vera la  même  éhofe  en  faifant  PM,  TM  : : otR  , Mot  , ce  qui  fera 
éclairci  dans  les  exemples  fuivans. 

32.  Reflifier  la  parabole  AMO  (F14..  18.), 

Je  nomme  le  paramètre  ==  a , l’abfciffe  AP  = x , l’ordonnée 

- a 

PM  =y  , 6c  par  la  nature  de  la  parabole  j’ai  PM  = AP  x a , ou 
y'  = ax,  6c  prenant  la  différence  j’ai  2 ydy=adx,  d’où  je  tire  dy 
b=  — 6c  dy1  ou  j mettant  donc  cette  va- 

iy  J * 

leur  dedx1  dans  Mot  = \fdxt~hdyl , j’ai  Mot  = y/~¥ — Y- dy*. 

— Vy'i,'  -+-*>ÏP  _ £ yyy  = ^x  «*-3-4 .yyT. 

Pour  trouver  l’integrale  de  cette  ’ différentielle , j’employe  la 

m 1» 

formule  P-+-PQ"  = P " -+-  ™ AQ  BQ,  ôcc.  ce  qui  don- 

m 

ne  ot=i  , n=2,P  = a1 , Q = ~j , P " = a 2Xt  = a *=  A; 


1 
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?AQ  = iax^=^  = B;^BQ=-ixîllx£ 

— Ç-Ciî==!CQ  — tx-ÇKÇ-ÿ-D  i 

~^DQ  =- i X ÿ X s — ÿ,  &C. 

wd**5^--.+Ç-Ç+£-ÿ . &c-  & 


multipliant  pat  j’ai  Mm  — ^ x a1  -+-  ^yy  * = rfy 


îj^Jy 


^-TT  + Ç-  ^ > &c-  dont  1’intdêraleJ' -+-  ,T»  ~ H? 

-4-  ^ , &c.  eft  la  valeur  de  l’arc  AM. 

Suppofons  que  AC,  DC  ( Fig.  19.  ) foient  les  deux  demi  axes 
conjuguez  d’une  hyperbole  équilatere,  que  AC  = DC  = a , CQ 

= MP  = 2ji,  on  aura  par  la  propriété  de  cette  hyperbole  QM 

= CQ  -+-  CA  = yyy  -I-  aa  , donc  QM  = v' aa  -+-  qyy  \ ain^ 
fuppolant  qm  infiniment  proche  de  QM  on  aura  Q^  ==  arfy  & 
QMmÿ=2rfy  Vaa-\-yyy\  or  QMm^  eft  la  différence  de  l’efpace 
hyperbolique  CQMA,  donc  l’intégrale  de  2rfy  V aa_ ■+■  4yy_cft  la 
valeur  de  cette  efpace  ; mais  fi  l’on  divife  arfy  >/ au  ~\~^yy  Par 
1 , & enfuite  par  «j  ona  v'aa-t-qyy  qui  efl  1 clément  de  la 
parabole  AM  (Fig.  18.)  donc  la  re&ificarion  de  cette  parabole 
dépend  de  la  quadrature  de  l’hyperbole. 

33.  Rettifier  h parabole  du  fécond  genre  , dont  F équation  eft  yi 
= axi , ou  bien  en  fuppofant  a — 1 ,yi  — x1. 

Puifque^3=  x1,  donc  en  prenant  la  différence  on  a iy'-dy 
= 2 xdx , ou  dx  — & dxl  — 9-—l , & mettant  au  lieu  de  a1 

fa  valeur  on  a dx 1 = Zydyl , mettant  donc  cette  valeur  de  dx 1 
dans  Mm  — V dx1  -+•  dyl  (Fig.  1 8.)  on  a y' rfx1-4-rfyI=v' ~ydyl-t~dy~ 

= v'f ydy1  -4-  ± rfy  » = i rfy  ✓ jj"4~  4.  

Pour  trouver  l’intégrale  de  cette  différentielle  je  fuppofe  V py-Ht 
= z,  donc  zz  = py-t-4,  & prenant  la  différence  azdz  — pdy , 
oujzdz  — dy,  ainfi  on  a^dfy  v/<j\-i-4  — izdzxz  = ^8*rfz,dont 
l’intégrale  cil  ~ zi , & menant  au  lieu  de  zi  fa  valeur  py  -+-  4 
x v'py  *4~ 4 on  a -,'ÿ  x j)y-t-4X  v/j)y-t-4pour  1 intégrale  cherchée. 

Maintenant  pour  voir  fi  cette  intégrale  efl:  complerte  il  faut 

H h h 


1 


I 
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fuppofer^=o , parce  qu’à  l’origine  A l’ordonnée  eft  nulle  , & 
mettant  cette  valeur  de  y dans  l’intégrale  trouvée  , il  refte  r? 
x^xv/4  = J,j,&  comme  ce  refte  eft  polîtif  il  faut  le  retrancher 
de  l’intégrale  trouvée  & l’on  aura  ~ x $y  -4-  y x V yy  -4-  4 — h 
pour  la  valeur  de  l’arc  AM. 

34.  Rectifier  les  paraboles  de  tous  les  genres. 

En  fuppofant  le  paramétré  = 1 , l’équation  generale  de  tou- 
tes les  premières  paraboles  eft  ym  = x,  ôc  prenant  la  différence 
on  a tnym  dy=dx,Sc  dxl  ==  m'y'm~i  dy'  ; & pour  abréger 
faifant  2»»  — 2 =r  nous  aurons  dx'-  = mlyr  dy1 , ôc  mettant  cet- 
te valeur  de  dx'-  dans  M»j  = y1  dx1  -+-  dy1  ( Fig.  1 8.  ) nous  aurons 
— _____________  * 

Mw  = Vrrtry’dy'  -4-  dy1  = dy  x m'y’ -y- 1 

Pour  trouver  l’intégrale  de  cette  différentielle  j’éleve  1 -+-  m'y’  * 

m tn 

à fa puiflance  en  employant  la  formule  P -4-  “ = P * -+-  — 


AQ-4- 


BQ -f- ln  CQ,  Ôcc.  ce  qui  donne  m=i  ;»==  2 ; 


P = , ; Q = m'y’-,  P ••=  t«=ia*A;"  AQ  = x 1 x w1/ 
= B; BQ==-ixi m'y’  x m'y’  = — 77; 

m*y''=Cj  CQ  = - ^ 

mfyV=T)  : 


' — ?» 


DQ  = — {x  meyi’xm'yr 


. 1 * 3 * * 

Z X 4 X 6 X S 


nsyV—E,  ôcc. 


On  a donc  1 -4-  i»*y  *=  1 -+-  a — — m4yr-4-~ 
w0jîr  — txl  wS  J'4rx  &c-  & multipliant  par  (fj/on  a Mw 

I 

= dyx  1-4-  w*y  * = dy-i-im'ydy—^d-  msyir  dy  -4-  ^ 
m6ysrdy — 7x-*x  *7,  m*y*r  ty  > ôcc.  dont  l’intégrale  y -4-  x 


. *■  ”4"  X I , ir  + l , 

m1  y — — — 1 — ms  y -4- 

•S  1 y 1 y îr  _i_  j ^ 


»x? 


<î  îr-t*1 

z.m6  y - 

iX4XSxjr-*-«  X1 


1 X 4 X lr  -+. 

ôcc.  eft  la  valeur  de  l’arc  AM. 

Que  li  au  lieu  de  r on  fubftituc  fa  valeur  2 m- — 2 oaaura y 
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-I _ I=_m*yiM- 5 H '-*3 

ixito— t 1X4X4'B — 3 J iX4X<XSbT^4 

*»6ym~',  &c. 

SS-  Le  fmus  PQ  d'un  arc  AP  étant  connu  ( Fig.  20. ) connoîuc 
cet  arc. 

Je  nomme  le  rayon  AI  = 1 , le  finus  PQ  —y , l’abfcifre  AQ 

= .v,  donc  QB=2  — .v;  par  la  propriété  du  cercle  j’ai  PQ  = AQ 
je  QB,  ou yy=2x  — xx i donc  en  prenant  la  différence  j’ai 2 ydy 

— 2 dx  — xxdx , d’où  je  tire dx  = dl-L.  — -2_L  & dxl 

y * h * . 

— 7—lx+xx  > & mettant  au  lieu  de  2*  — xx  fa  valeur yy , j’ai 

Le  = -~yr>  orla  différence  Pp  = edxl-+-dyl,  mettant  donc 
au  lieu  de  dx1  fa  valeur  trouvée,  j'ai  Pp  = -+-  dy1 

= = = dy  x~rzrp~K 

y 1 — ;*  • 

1 

Pour  trouver  l’intégrale  de  cette  différentielle  j’éleve  1 — y1  * 

m m 

à fa  puifTance  en  employant  la  formule  P -t-PQ  » ==  P » -+-  " 
AQ  •+■  BQ , &c.  ce  qui  donne  m = — 1 -,n— 2 ; P=  1 ; 

Q=— y,P»=i“^=  1 = A ; "AQ==— ^xix  — y- 
-il— Bi==SBQ— 

CQ  = — £ X i— ? y4  x — y*  _ÜÜ£J  y«  _ D &c. 

J"’  4 xx  4^  -t  1x4x6-'  * 

Jl_ 

J’ai  donc  t — y1  * = 1 -f-i  yi_i_  î ’li  V4_i_  LïJLîLl  v< 

■+*  1 x 4 x t x ï y * > ®CC*  ^ multipliant  par  dy  , j’ai  Pp  — dy 
x 1 y*  * = dy+ïy'dy  + !JLiy*dy-+-  y*dy 

ItttTx I -y8  Jy  > &c- dont  rintégrale  y •+•  dr,  >J  ■+■  rrrh 

j»  + r^iî  x7  177^7^  &c- cftla  valeur  de  Parc  AP. 

Si  l’on  nomme  le  finus  de  complément  PR  =QI  = x , on 

» - — a — * 

aura  par  la  propriété  du  cercle  PQ=AI  — IQ  , donc  PQ 

Hhhij 
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= ^ • — xx  ; or  les  triangles  re&anglcs  PQI , Pop  font  fembla- 
blés  ; car  1 angle  droit  OPQ  étant  égal  à l’angle  droit  pPl , fi  on 
été  de  part  & d autre  l’angle  commun  OPI , il  relie  l’angle  aigu 
QPI  égal  à l’angle  aigu  OP p,  donc  PQ , PI  : : PO , P p ou  VÜ^xx, 

i::  ax  , dx  x i — xx  ’ — P/>;  or  cette  différentiel- 

le  eft  la  même  que  la  précédente  en  mettant  x , au  Heu  de^, 


donc  fon  intégrale  x ~~  xi 


I X J X < X 7 


»X4XÎ  l X 4X  fi  X 7 


'X)X( 


X ^ 


-x-  .TfiTfi  xi  xx  *9  ’ &c\  e®  valeur  de  l’arc  PT  de  complé- 
ment. 

3 Lejinus  verfe  AQ  d’un  arc  AP  étant  connu  ( Fig.  ao.  ) con- 
naître cet  arc. 

Je  nomme  AQ  = * , le  diamètre  AB  = i ; donc  QB==  i 
x ; ainli  QP  = y/x  — xx  —y  , & prenant  la  différence , j’ai 

= doncdy.=^^'^*;  & 

V* x*  XV* xx’  J 4* 4*,  > 

mettant  cette  valeur  de  dy 1 dans  P p = y'dx-  -+-  dy-  , j’ai  P p 

— — ixdx-r-  4x»a»  y/ix’—  4 xdx  -f-  4*  > dx  -4-  4,Jx  — 4, » Jx 

4*— 4»  ~ 4>  — 4« 

=Z'^=-I=Z*x-x-'~T-  . 

J_ 

J élève  x xx  ’ à fa  puiffance  en  employant  la  formule 

mm  1 ' 


P “b"  PQ  " — P"  ■+■  ~ AQ , flcc.  ce  qui  donne  m — i j n = 2 ; 

m , , 

P = *;  Q = — x-,  P " =*  1 = A ; ” AQ  = — j*  * 

x— x = |x^=B;  ”^BQ  = _:ixiArTx_.v==^_t 

=c;^cq=-xx^A_,=^:)(Cd, 

&c. 


J’ai  donc  a- — xx  *==*  7-p.J.r»  _■  » ■ »*?** 

* 4X4  _r”  >X4Xfi 

**"*"^-1x6x8  v * x &c.  & multipliant  par  j’ai \x~^ dx 
4 -v  * dx  -4-  * * dx  -4-  ~ * * ? .v  * , &c.  dont  l’intégrale 


i 
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■ xj 


»XJ 


» X 4XJ 


IX^XÎ 


1 X 4 x 6 X 7 


x •*,  eft  la  valeur  de  Tare 


AP,  ou  bien  comme  x 1 = Vx  , on  aura  x i -t-  x 
»xj 

1X4XJ'V  ^IX4X*X7  * 9 etC’ 


37.  L(*  tangente  BK  c/jot  arc  BAI  étant  donnée  (Fig.  2 1 . J trou- 
ver cet  arc. 

Je  nomme  BK  ==  x,  & le  rayon  BC  = 1 , donc  menant  CA 
infiniment  proche  de  CK , on  a K A ==  dx , & à caufe  du  trian- 
gle redangle  KBC  on  a KC  — ✓ 1 -+-  xx  ; or  les  triangles  re- 
dangles  KBC,  K LA  étant  femblablés  donnent  KC,  BC  : : KA, 

KL,  donc  ✓ !-+-■**,  1 ::dx , ^=L—.=s  KL;  mais  les  fedeurs 
femblablcs  KCL  , MCw  donnent  CK , KL  : : CM , Mm  f donc 
v'  H-**,  —ÎL — : : 1 , = Mot  — dx  x 1 +«•  1 . 

ri  + « * -t- 

J’éleve  î -+-A.X  à fa  puiflance  en  employant  la  formule 

m m 

F-+-  PQ  n = P”-(-™  AQ  , &c.  ce  qui  donne  ™ = — 1 ; 

» — 1 ; P — 1 ; Q — ; P " = i 1 = i = A ; " AO  = — r 

il  '• 

x 1 xn  = — xx  = B ; B1-^-  BQ  = — 1 x — x!  x -+-  x1  = x* 


= C; 


i" 

J’ai  donc  1 


CQ  = — 1 x -+-  x4  x -+-  x1  = • 
t 


t*=D,&c. 


xx 


— 1 AC1-»-*4 — xé-»-*8 — x'°,&c. 

& multipliant  par  dx  j’ai  Mot  = dx  x i+xx  1 = dx  — x*dx 
-f -*4dx — xfdx~+-xtdx , &c.  dont  l’integralc  x — -j- *3 -t_  a 
— y x7-»-  a x9 , &c.  eft  la  valeur  de  l’arc  AM. 

. '38.  Reftificr  un  arc  d'Elhpfe  GAI  ( Fig.  22.  ). 

Je  nomme  CG  = c ; AC  = <j  ; PC  = x ; PM=,:  par  la  pro- 

x1 

irence 
quarré 

c4**dx%  0 

— r , - , & mettant  au 

^atc^xidx^ 


j’ai  a+y’-dyl —-+•  c*x*dxl -,  donc  dyl  = ■ 


lieu  de  y1  fa  valeur 


c — f1*1 


,j’ai  dy'  : 


«4C*X* 

H h h iij 
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_ . mettant  donc  ccttc  valeur  de  dyx  dans  Mn» 

— y/iy •-  dxl , je  trouve  Mm  = — "+"  ^x1 

+«  a»1 — a'—‘d7‘  dx  y/a*  — *,x*  -+-  c‘x* 

“ a *l — »' 

dix  a*  — j»*»  +i‘<‘  T 

« X 4* »’  * 

Pour  trouver  l’integralc  de  cette  différentielle  je  réduits  en 
ferie  le  numérateur  &.  le  dénominateur  à part,  & divifant  en- 
fuite  l’une  par  l’autre,  l’intégrale  du  quotient  eft  la  valeur  de  l’arc 

GM. 


J’emplovc  donc  la  formule  P -f-  PQ  " , &c.  ce  qui  donne 
pour  le  numérateur  m—  t,n  = 2,r  = <J4,v  — 


4»x» 


& pour  abréger  faifant  a * — = nous  avons  Q — t 


-, m — _ __  . b*x*  b*x*  t*x+  r> 

=B BQ  = - i x - — - x-  — = -- ^ = C , 


m ■ — iw 

3” 


lx*x 

CQ=—  |x — x : 


t*x* 


= D, 


m — jn 
4» 


-no 4 x__i^ix_ilîl  = _ii^-  = E,flcc.  j’ai  donc 

= TX' a-  llla14  ’ ’ 


= a4  — axxx  -+-  «‘x*  ‘ — a*  — ixxl  ’ = — 7^-  — ^ 

Ie**  &c. 

Ut«I  4 » 


/.4y4 


1*4*  0 


J’cmploye  la  même  formule  P-+-PQ  " = , 6cc.  pour  le  nu- 
mérateur a1  — vl  * , ce  qui  donne  m = 1 ,n  = a,P  = a1,  Q =* 
_^,P-=a2Xi  = a = A,  SAQ-i-K-îl— ^ 
= B,^BQ=-iK-^--:4  = -^C,=^ 
CQ—*K  — fex-S--îSy-D,===DQ- 

-**-  ^7k-I-==-I&=E’  &C-  ^ donC 


t»' 

ii8a7 
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* = S - ~ - ^r>  &c.  & par  con- 

féquem  « x âr=~xï^==a1  - *f-£ -y4  - ^ 1 &c. 

Je  divife  la  première  fuite  a1 ^ , &c.  par  la  fecon- 


ce  qui  fe  fait  ainll  : je  divife  le  premier 

termes1  de  la  première  fuite , que  je  nomme  L , par  le  premier 
terme  a 1 de  la  féconde  que  je  nomme  H , & le  quotient  eft  1 ; je 
multiplie  tous  les  termes  de  la  fuite  H par  le  quotient  1 , & je  re- 
tranche le  produit  de  la  fuite  , ce  qui  donne  un  relie  P , dans  le- 
quel tous  les  termes  où  la  grandeur  x eft  au  môme  degré , ne  doi- 
vent paffer  que  pour  un  fcul  terme. 


L 


t*x'  *■»«•» 

14»  84» 


*«««  *»««* 
itt‘ a nia’  4 * 


ï 


i‘x » 


&C. 


H 


il iL  __lil  Rrr 

84*  >6a+  ii»a*  > ‘ 


P 

*»*' 

v A4x4 

s«*« 

. ît‘*’  &c 

ta » 

84  4 

164*  4 

1184*  4 4 KC- 

H-Ç 

*4  »6 

■+•  ir*  Tûi  *4- 

1**  &c 

11844  ’KC* 

H 

a»  ** 

*4 

*< 

<*'  . &c. 

Z 

U44 

«184 4 ,otc* 

Q 

*4*4 

*4.4 

*****  &c 

8«* 

I6ul  Q 

**»4 

/.»*» 

i>«' 

4**4 

1<44 

3*4* 

-i_uî  _i_  il  H-'j*; 

^ 8d»  ^ ^ 1 x8j 


Je  divife  le  premier  terme  — ^ du  relie  P par  le  premier 

terme  a1  du  divifeur  H , & le  quotient  eft  — — t-  ~ 3 je 

multiplie  tous  les  termes  de  H par  ce  quorient , & retranchant 
le  produit  du  relie  P , j’ai  un  fécond  refte  Q , je  continue  de  la 
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même  façon , & je  trouve  le  quotient  total  dont  je  diflingue  les 
termes  par  les  lettres  R , S , T , &c. 


R 

i 


S 

T 

V 

X 

b*x* 

17r 

16a  1 * 

I ;Si’  4 > 

~ M* 

b*z* 

*4*6 

i<4* 

41 5 

1 6*'  ° 

3 la1  4 

, ill 

%b*x6 

3^4,  1 

^ »«♦ 

i6a* 

64- 1 * 

_i_  Jïi 
^ >*«< 

__  fW* 
314 1 0 

& fubfli tuant  au  lieu  de  b1  fa  valeur  a1 — c- , j’aî 


V'jt— -+-t> 


tV*‘ — 


i ■+• 


*»*♦ 


ia* 


c*x6 


c *1 
’ zgl  O 


&C. 


£4*4  c 4*<  3c4x* 

B4s  4^10  SJ7T 


c*x6 
' lia 1 » 


3c°x* 
I6a»  4 


& multipliant  par  dx , j’ai 


118*1 4 


dav'jï — a >,<+(  »,ï 


dx-h 


e’x* 

»4* 


dx-i- 


C*X6 

la* 


dx-+- 


tj  X9 

la  1 o 


« 


f 4jf  4 

7TT 


dx 


C * X6 
44*  • 

I <4  * * 


dx  — 
dx~\~ 


3f4»* 
li>  » 

3c6x8 
i6a  * 4 

fg 

l i8é» 1 


dx 

dx 

dx 


dont 
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dont  l’intcgralc  eft  *-+•  c-~- 


c*x* 

c **? 

c *x* 

ioa* 

C*X* 

IM1  ^ 

c4Xr 

184*0  > 

1441  » 

404» 1 

»84>° 

IX***» 

4«4l  ♦ 

fc*** 

1 1 J *4  * » 

, ôcc. 


OU  bien  en  rcduifant  au  même  dénominateur  les  Coefficiens  des 


termes , j’ai  GM  = * -+-  -+-  îll£!r=L4  «.«»»— 4*»»**«« 

6a*  4M»  ^ Ilm"  • 

Ilîia*®  * > 

Si  nous  fuppofons  GC  , AC  : : i , m , ouc,  AC  : : i , »»,' 
nous  aurons  AC  r=mc±=:  a > mettant  donc  cette  valeur  de  a dans 
la  valeur  de  GM  que  nous  venons  de  trouver,  nous  aurons  GM 
= *-+.  -I—  .i+y-'.T(.  ■ »W4— ^.-h, 

~^tm*a**  H H,OT' V‘~ 

uYam'tc^  > &C' 

Ainfi  fuppofant  , par  exemple , m=2  , on  aura  GM=*=x 

»*‘x  xi  *’  ^4Ït7vû*  *7  > ®cc’ 

39.  Reêlijier  un  arc  d’hyperbole  AM  (Fig.  19). 

Je  nomme  BC=AC  = r le  demi  axe  conjugué  = 0,  CQ 
=PM=x,  C?=,y  , donc  BP  = BC-+-CP=jy-3-r,  & AP 
= CP — CA  =y — 0,  & par  conféquent  AP  x BP  = y* — cx  ; 

or  par  la  propriété  de  l’hyperbole  on  a PM  , AP  x PB  : : CD , 

CB  , donc  x* , y1 — cx  ;:ax  , cx , d’où  l’on  tire  axyx — axcx  — cx 
xx  , ou  axyx  = alcx  -h  cxxx , & prenant  la  différence  , on  a 
2a'-ydy  — 2cxxdx  , & élevant  tout  au  quarré  , on  a a*yxdyx 
— c*xxdxx , & mettant  au  lieu  de  axyx , fa  valeur  «xcx  -+-  clxx  , ‘ 
on  a a*cxdyx  -t*axc1xxdyx=c*xtdxlf  ou  a*dyi-y-axxtdyx=c,x'-dx9  ; 

donc  dyx  = & mettant  cette  valeur  de  dyx  dans  Mot 

= V dyx 


• dxxf  on  a Mot  = ^ • 


- dxx 


ix y. a » 


_ V’a*Jxt-ba*xtdx  * ï*»' 

«-t-t-a*,»  : _ 

4X4‘+«>  » 

Or  cette  différentielle  ne  diffère  que  par  les  lignes  de  celle. 

lii 


1 '&i§üiieei~fey  Google 
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que  nous  avons  trouvée  ci-dcffus  pour  l'Ellipfe , c'eft  pourquoi  r 

en  opérant  delà  même  façon  on  trouvera. 


Mm  J,  _L_  C'*'ix  C'*’Jx  | ****** 

Ôcc, 

Mm — «+  X4«  * XA% 

14*  ° J 

C*3t  + d*  C+X6i* 

3C*X#<fcf 

— *4»  1 4«*° 

84*  * 

C6X6dx 

yix*d» 

■+■  ÜÏÏT- 

l6a‘  •* 

Se *x*dx 

" 1184*^ 

Jnnr  A M — y ldi!  f**'  -4-  — 

*v».  ; 

donc  AM  — x -4-  — - — IO<<  ■+•  — 7 

I84‘  « > 

r4*r 

c4jrP 

. > 404*  18a  1 o* 

I4«>  * 

f«jrt 

* * 1414** 

4»4>  * 

JC**f 

115*4 1 4 

eu  bien  en  reduifant  les  coefficiens  des  termes  au  même  dé  no* 

• A TMf  f1**  4C*4*  — f4  ( 

minateur , on  trouvera  AM  = x -h  — 8 — x* 

* 6a+  40 a* 

. 8«4f» 4**(«  -t-c‘  „ «+*‘c*  — 4*a<f4  — »44>C4 — 5cr  o 

*1"-  ■ ' ■ X'— . , x I otc. 

iiu'* 

Que  fi  on  fuppofe  AC , CD  : : 1 , m , on  aura  a = mc , fit  met- 
tant cette  valeur  de  a dans  AM , on  aura  AM  — x-f-  tm\—  xi 

• — 1 x7 , ôcc.  fie  par  conféquent  fi  l’on 

fuppofe m = a,  on  auraMG=*-+-  ■—  *J  — ** 

-+-  x7  i ôcc.  où  l’on  voit  que  lorfque  l’Ellipfe  ou  l’hy- 

perbole eft  d’une  efpece  déterminée  , l’exprcflïon  de  l’arc  MG 
devient  plus  fimplc. 

40.  Rtftifier  la  Logarithmique  (Fig.  1 y). 

Puifque  la  foutangente  de  cette  courbe  efturie  grandeur  con^ 
liante , je  la  nomme  = a , l’ordonnée  PM  —y , & Pp  = dx  ; par 

les  réglés  du  calcul  différentiel  la  foutangente  elt^~,  donc  fai 
3~  — a,  ydx  — a dy  ; dx  = ; fit  dx1  = “■  ; mettant  dono. 


et  le  Calcul  Intégral,  LivreIII. 
ccttc  valeur  de  dxl  dans  M»i  = v'dx'-  -t-  Jÿ- , j’ai  Mw  = 


4?; 

J* 


H~dyl  = 


Va'di*  y'dy‘ 


J 1 


'4*js- 


Pour  avoir  l’integrale  de  cette  différentielle,  j’éleve  jr  -+■  1 * 
fa  puiflance , en  fuivant  les  réglés  que  nous  avons  enfeignées 
jufqu’ici , & multipliknt  par  dy , j’ai  Mm = f dy  y~  — yy 

TTJ  — nS  » &c-  dom  Pintegralc  eft//  ❖ +S  — jTTT 

- , eft  la  valeur  de  l’arc  indéterminé  jMH  ; 6c 


96af 


10X4 al 


dans  cette  fuite  il  n’y  a que  le  premier  terme/  dy  dont  il  faut 

trouver  l’integrale , ainfi  que  nous  allons  bientôt  voir. 

Nommons  l’ordonnée  SR=z,  en  fuivant  les  mômes  réglés 

nous  trouverons  que  l’arc  indéterminé  SH  eft/  ~ -4-  ^ ^ 

•*--77— — »'&c. 

?6j  J 10x447 

Donc  l’arc  MS=MH — SH=^  dy  — & + 

y y z 4* 

r»-+-*+  . y* — «é - 

3XU>  10x447  7 

Maintenant  foit  une  hyperbole  A BP  (Fig.  6.)  entre  les  afymp- 
totesOM,  OH  ; foit  la  puiffancc  de  l’hyperbole  BR=(* , l’abf- 
eifle  OM=y,  on  aura  par  la  propriété  de  cette  courbe  OM 

xMP  = BR,  doncjfx  MP—aa , d’où  l’on  tire  MP  = “ ; & 

pat  conféqucnt  MPpm  — ~ , 6c  l’integrale  eft  l’efpacc  in- 
déterminé PBAHOM  ; foit  une  autre  abfcifle  OD  = z,  donc 


ODx  DC  = BR , ou  z x DC  = 01 , d’où  l’on  tire  DC  = Ç.,  ain- 


fi CD  de  = ~,  ôc  l’intégrale^  eft  l’efpace  indéterminé  CBA- 

HOD;  donc  eft  l’efpace  PMDC  : or  cetefpace  fe 

trouve  par  les  réglés  ci-deflus  (N.  20) , divifant  donc  par  a on 
aura  — \ — ~ p0ur  la  valeur  des  deux  prômiers  termes  de  la 
fuite  égale  à MS , 6c  comme  tous  les  autres  termes  font  faciles 
à connoître , on  aura  la  valeur  de  l’arc  MS. 

$1.  Reflifier  la  cycloide  (Fig.  ij). 


Iiiij 
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Je  nomme  AQ  = *,  le  diamètre  AB=i  ; donc  Qq=dx , 

S 

& par  la  propriété  du  cercle  j’ai  PQ=AQ  x QB  =xx  i — * 

=x — xx , donc  PQ  = Ÿx — xx  ; or  par  une  autre  propriété  du 
* 

cercle  , j’ai  AP  = AQ x AB  = *x  i = *, donc  AP=\/x=x  , 

les  triangles  APQ , MwS  étant  fcmblables  (A'.  26.)  donnent  AQ , 

1 

r X X R dx  ^ 

AP  : : MS,  Mm  ou  x , x * : : dx , — = x ~ dx  = Mm  ; or 

Mm  eft  la  différence  de  l’arc  AM,  donc  fon  intégrale  axT  eft  la 
valeur  de  l’arc  AM  , c’eft-à-dire , l’arc  AM  eft  double  de  la 
corde  correfpondante  AP  , & par  conféquent  la  demi-cycloïde 
A MC  eft  double  du  diamètre  AB , ce  qui  s’accorde  parfaitement 
avec  ce  que  nous  avons,  démontré  touchant  cette  courbe  dans 
la  Science  du  Géomètre , & dans  la  Mtjure  des  Surfaces  & des  So~ 
lides  , &c. 

42.  Reflifier  la fpirale  (Fig.  23). 

• 

Je  nomme  le  rayon  AC  =a , l’ordonnée  AP  —y  y l’arc  CDM 
= x , & la  circonférence  du  cercle  générateur  = b ; ainfi  par  la 
propriété  de  cette  courbe , j’ai  AC , AP  : : CDMC , CDAl , ou 

a , y::  b,  x , d’où  l’on  tire  ax  — by,  & adx—bdy,  ou  dx  = -7. 

Je  mene  en  P la  tangente  PT  qui  rencontre  en  T la  droite  AT 
perpendiculaire  fur  AP  , Ôc  du  centre  A je  décris  le  petit  arc  PR , 

3ui  coupe  en  R la  droite  A m infiniment  proche  de  AM , j’ai 
onc  Mm=±dxj  & àcaufedes  feéleurs  femblables  AMw,APR 
j’ai  AM , Mot  : : AP  ou  AR , PR , donc  a,  dx  : :y , ^ = PR  ; 
de  meme  à caufe  des  triangles  femblables  RPp,  PAT , j’ai  R p, 
RP  : : AP , AT , ou  dy , y : :y , ~-—AT  ; & mettant  au  lied 
d edx  fa  valeur  — , j’ai  AT  = ^. 

<*  ' . aa 

Le  triangle  TAP  étant  re&angle  donne  AT  -+•  AP  = TP  , ou 
— hy‘ = TP  ~ Jonc  TP  = ^ v'a*-+-b1yl  ; mais 

les  triangles  femblables  PAT,  PpR,  donnent  AP , PT  ::  Rp  , 
p?,  donc  y,—  V a* -+•  b'-yl  : : dy  f ^ dy  V a*  Sr  b'-ff—p?  ; ainfi 
il  ne  s'agir  que  de  trouver  l’integralc  de  pP  pour  avoir  la  valeur 
de  l’arc  de  fpirale  AdP , ce  que  l’on  trouvera  par  le  moyen  de  la 
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m m 

formule  TP  h-  PQ  " = P " -4-  "AQ,  &c. 


CHAPITRE  IV- 

TJfage  du  Calcul  Intégral  pour  la  cubature  des  Solides  & la 
quadrature  de  leurs  Surfaces. 

43. T A plupart  des  Solides  peuvent  être  confiJctés  comme 
I i étant  formés  par  la  circonvolution  d’une  figure  plane  au- 
tour d’une  ligne  droite  appellée  axe  , fie  il  en  cft  grand  nom- 
bre al'autres  qu’on  peut  réduire  à cet  efpece  , tels  que  fbnt  les  on- 
glets droits  ou  inclinés , ainfi  que  nous  l’avons  obfervé  dans  la 
Me  jure  des  Surfaces  & des  Solides  , & c. 

44.  Sur  ce  principe , foit  la  figure  plane  ABC , qui  en  tournant 
autour  de  la  droite  AC  produit  le  folide  BAD  (Fig.  34.) , foient 
menées  les  ordonnées  infiniment  proches  PM  , pm  , le  trape- 
zoïde PM mp  ne  différera  pas  du  re£l  angle  PMRp  à caufe  de  la 
différence  infiniment  petite  de  ces  deux  figures , & il  eft  vifible 
que  le  petit  cylindre  que  ce  trapezoïde  ou  rectangle  décrit  au- 
tour de  P p t eft  l’élement  ou  la  différence  du  folide  décrit  par 
AMP  autour  de  AP. 

Nommant  donc  AP =*,  PM  =y , & fuppofant  que  le  rap- 
port du  rayon  MP  à la  circonférence  qu’il.décrir  autour  du  point 
P,  foit  r,  p ; j’ai  r , p ,y  , Tj , ainfi  eft  la  circonférence  dé- 
crite par  PM  ; multipliant  donc  cette  circonférence  par  la  moi- 
tié du  rayon  ou  ±y  , j’ai  r,~  pour  l’aire  du  cercle  ; & multipliant 

cette  aire  par  la  hauteur  Pp  — dx,  j’ai  pour  le  cylindre  dé- 
crit par  le  trapezoïde  autour  de  P p ; ainfi  il  ne  s’agit  plus  que 
de  trouver  l’integrale  de  cette  expreflion  pour  avoir  la  valeur  du 
folide  décrit  par  APM  ; or  c’eft  ce  qu’on  trouvera  par  le  moyen 
de  l’équation  particulière  de  la  figure  APM  ou  ABC , comme 
on  verra  dans  les  exemples  fuivass. 

43.  Cuber  un  Cône  (Fig.  2 y.). 

Si  l’on  fait  tourner  le  triangle  ADC  autour  de  l’axe  DC , il  dé- 
crira le  cône  ADB;  nommant  donc  DP=.v,  PM—  y,  6c  le 

Iii  iij 
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rapport  du  rayon  MP  à la  circonférence  dérire  par  ce  rayon  r, 

/>,on  aura pour  la  valeur  du  petit  cylindre  décrit  par  le 
triangle  DMP  autour  de  DP , & fon  intégrale  fera  par  conféquent 
la  valeur  de  ce  cône. 

Je  nomme  la  hauteur  DC  = a,  AC  = r,  les  triangles  fem- 
blables DPM , DCA,  donnent  DP,  PMt  : DC,  CA , ou  * , y 

: : a , r;  donc  ~=y  > & ~r  =y 1 > mettant  donc  cette  valeur 
de  y1  dans  la  différentielle  on  aura  ®-éï  — tl  * , dont 

l'integrale  cft  la  valeur  du  cône  décrit  par  DPM  ; 

maintenant  fi  l’on  fuppofe  que  MP  devienne  égal  à AC,  la  droite 
DP  deviendra  égale  a DC  = <j,  fubftituant  donc  a au  lieu  de*, 

nous  aurons  = ~*=-ï/»rx-jtf  pourlafoliditéducone ADB, 
or  { preù.  le  cercle  décrit  par  AC , donc  le  cône  eft  égal  à fa 
bafe  AB  multiplié  par  le  tiers  de  fa  hauteuqDC , ce  qui  s’accorde 
parfaitement  avec  ce  que  la  Géométrie  ordinaire  nous  enfeigne. 
4(5.  Cuber  la  Sphère  (Fig.  *6). 

Je  nomme  le  diamètre  AB  =2r,  l’abfciffc  AP  = x,  l’or- 
donnée PM  —y , donc  PB  = ar  — x , par  la  propriété  du  cer- 
cle j’ai  MP «=  AP  x PB  ouyy  = 2r.v  — x1,  6c  mettant  cette  va- 
leur de_yy  dans  — ^ qui  cft  le  cylindre  décrit  par  le  trapezoide 
P Mm/»,  j’ai  V-^ï—pxdx  — , dorçp  l'intégrale  ~ px1  — ^ 

eft  la  valeur  de  la  portion  de  la  fphere  décrite  par  le  demi  feg- 
ment  AMP  au  tour  de  AP. 

Suppofant  donc  que  AP  devienne  égal  à AB  = 2r,  & fubfti- 
tuant  ar  au  lieu  de  x dans  l’intégrale  que  nous  venons  de  trouver  , 
nous  aurons  2 pr1  — ~ = 2 pr1  — ~ pr1  — y,  prl  =2 rp  x.  \r 

pour  la  folidité  de  la  fphere  décrite  par  le  demi  cercle  AMB  ; 
ainft  cette  foHdité  eft  égalé  au  rectangle  du  diamètre  par  la  cir- 
conférence multiplié  par  le  tiers  du  rayon , ou  au  rectangle  du  dia- 
n.ictre  par  la  circonférence  multiplié  par  le  fixiéme  du  diamètre; 
or  le  reétangle  du  diamètre  par  la  circonférence  eft  quadruple  du 
grand  cercle  , donc  la  fphere  eft  égale  à quatre  fois  fon  grand 
cercle  multiplié  par  le  tiers  du  rayon , ce  qui  s’accorde  avec  la 
Çeometric  ordinaire. 
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47.  Cuber  un  paraboloïde  formé  par  une  demi  parabole  de  quelque 
genre  que  ce  foit  qui  tourne  autour  de  fin  axe  ( Fig.  27  ). 

Je  nomme  le  paramétré  = 1 > l'abfcifle  AP  = x , l’ordonnée 

• PM  =y , par  la  propriété  des  premières  paraboles  j’ai  y m — x 

• - - , 
xi,  ouj/”  = x î donc  y = * m ôc  yy  = x m y métrant  donc  cet- 
te valeur  de  yy  dans  qui  reprefente  le  cylindre  décrit  par  le 

•fc. 

— ..  . t x mdx  , , mP*  m 

ttapezoïde  FM mp  autour  Vp , j ai  — — dont  I intégrale  4r^.lwr 

®fl  la  valeur  du  paraboloïde  formé  par  AMP  autour  de  AP>  Ôc 
» 

mettant  au  lieu  de  xmfa  valeur^1  j’ai 

Maintenant  fi  l’on  fuppofe  que  AP  devienne  égala  la  hauteur 
entière  AC  que  je  nomme  = a on  aura  MP  — BC  = r y mettant 

7 . mpr'a rupra 

donc  a au  lieu  de * , & r au  lieu  de  y , on  aura  — z— 

= ■-  pr  x — — — a pour  la  (blidité  du  paraboloïde  B AD. 

Si  m—  2 , on  aura  \pr  x \ a ; or  ~pr  eft  le  cercle  décrit  par 
la  droite  BC , c’eft-à-  dire  la  bafe  du  paraboloïde , donc  le  para- 
boloïde eft  égal  à fa  bafe  multipliée  par  la  moitié  de  fa  hauteur  , 
ce  que  nous  avons  démontré  dans  la  fcience  du  Géomètre.  * 

Si  m = 3 , on  aura \pr  x \ a , fi  m=4,  on  aura  \pr  x T a , oC 
ainfi  des  autres. 

48.  Cuber  un  Jpherdide  elliptique  (Fig.  28  ).- 

Je  nomme  le  grand  axe  = <J , le  paramétré  = M’abfciffe  AP 
= x,  l’ordonnée  PM— y,  par  la  propriété  de  1 Llhpfc  juyy, 
ax — XX  : : b , a,  d’où  je  tire  yy  = bx  — ~ i & mettant  cette  va- 


leur de  y'  dans  tllp  qui  reprefente  le  petit  cylindre  formé  par  le 

ttapezoïde  ?Mmp  j’ai  — «g?  , dont  l’intégrale  ^ 
eft  la  valeur  du  folide  formé  par  la  circonvolution  de  AMP  au- 
tour de  AP. 

Suppofant  donc  que  AP  devienne  égal  a ]axe  AB,  & met- 
tant a au  lieu  de  x dans  1 intégrale , on  aura^r  — 

pour  la  folidité  du  fpheroïde.  . . 

Si  l’on  fuppofe  que  le  petit  axe  foit  ar  on  aura  par  la  propriété 
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de  l’Ellipfe  : : a , vr , b , & par  conféquent  ab  ==  4r‘  ; mettant 

donc  cette  valeur  de  ab  dans  , on  aura  ~—=  j pr a = -j  a 

xpr , c’cft-à-dire  la  folidité  de  1 éllipfoïde  cft  égale  au  double, 
du  cercle  qui  a pour  diamètre  le  petit  axe , multiplie  pat  le  tiers 
de  la  hauteur,  ou  au  quadruple  de  ce  cercle  rilùltiplié  par  le 
fixiéme  delà  hauteur.  , 

Si  l’on  conçoit  une  fphere  dont  le  diamètre  foir  égal  au  grand 
axe  = d on  trouvera  la  circonférence  de  fon  grand  cercle  en 

faifant  r , p : : i a , , & par  conféquent  multipliant  par  y a , 

on  aura  ^ pour  la  valeur  du  grand  cercle  , & multipliant  en- 
core par  y<j,  on  aura  pour  la  folidité  de  la  fphere,  donc  le 
fpheroïde  elliptique  eft  à la  fphere  comme  \ apr  eft  à , & divi- 
fant  par  * ap  le  fpheroïde  eft  à la  fphere  comme  r eft  à L-  ou 

comme  41^  eft  à a1 , c’eft*à-dire  comme  le  quarré  du  petit  axe 
au  quarré  du  grand  axe. 

Si  l’on  conçoit  une  autre  fphere  dont  le  diamètre  foit  égal  au 

[»etit  axe  ==  2 r fon  grand  cercle  fera  ±pr  & fa  folidité  ~prx , donc 
’ellipfoïdc  fera  à cette  fphere  comme  -j-  apr  eft  à ~prx  ou  comme 
a eft  à 2r , c’eft-à-dire  comme  le  grand  axe  au  petit  axe. 

49.  Cuber  un  par aboloide fait  /ar  la  circonvolution  d'une  demi-pa- 
rabole ABD  autour  de  BT  parallèle  à f axe  AD  (Fig.  29  ). 

Je  nomme  le  paramétré  = 1 , 1’abfcifle  AP  = x , l’ordonnée 
PM  =y,  la  hauteur  AD  =a,  la  bafe  BD  = r,la  circonférence 
décrite  par  cette  bafe=p , donc  Pp  — dx  fie  MQ  = r — y , je 
cherche  la  circonférence  décrite  par  le  rayon  MQ  en  faifant  r , 

p : : r — y,  , &c  multipliant  cette  circonférence  pat 

j’ai  ~ ' y pour  la  valeur  du  cercle  décrit  par  MQ  au- 

tour de  BT  ; or  le  cercle  décrit  par  QP  étant  égal  au  cercle  qui 
eft  décrit  par  AT,  eft  j ; ôtant  donc  du  cercle  ~ , le  cercle 

p * ipr-t-fj*  lcrefte  ^ fera  la  valeur  de  la  couronne 
décrite  par  MP , & multipliant  cette  couronne  par  dx  — P p le’ 
produit  i fera  le  petit  folidc  décrit  par  le  trapezoïde 

VlAmp,  or  ce  folid*'  •-  différence  du  folide  produit  par  AMP , 

donc 
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donc  fon  intégrale  fera  la  valeur  du  folide  produit  par  AMP. 

Mais  l’équation  de  la  parabole  étant  y1  — x ouy—  x 1 fi  l’on 
met  cette  valeur  de  y dans  la  différence  trouvée , on  aura 

nzjb-f,*  dont  1>inttf  lc  eft 

xr  J o 3 r 4 r nr 

Ainfi  fuppofant  que  AP  devienne  égal  à AD  = a , & mettant 
a au  lieu  de  x dans  l’intégrale  & r au  lieu  de  y on  aura 

J = ~~  pour  la  valeur  du  folide  décrit  par  ABD , & 

par  conféquent  ce  folide  eft  égal  au  -£•  de  pr  multiplié  par  la  hau- 
teur a ; mais  pr  eft  double  du  cercle  décrit  par  BD , donc  le  foli- 
de eft  égal  à 1 2 ou  ^ de  ce  cercle  multiplié  par  a , ou  au  cercle 
multiplié  par  | a. 

Le  cylindre circonfcrit  au  folide  & quia  pour  bafe le  cercle  décrit 
par  BD  eft  égal  à ce  cercle  multiplié  par  la  hauteur  = a , donc  le 
folide  eft  au  cylindre  comme  f «eft  à -g a,  ou  comme  y eft  à 6. 

J o.  Cuber  un  paraboloïde  formé  par  une  demi  parabole  ABD  qui 
tourne  autour  de  la  tangente  AT  au  fommet  A ( Fig.  29.  ). 

Je  nomme  AD  = r,  BD  = AT  = a,  AP  = y , PM=r,  le 
paramétré  = 1 , & la  circonférence  décrite  par  AD  = p , je  cher- 
che la  circonférence  décrite  par  AP  en  faifant  r ,p  : :y  , , Sx. 

multipliant  cette  circonférence  par  PM=x , j’ai  f x pour  la  va- 
leur de  la  furface  décrite  par  PM  autour  de  AT  ; ainfi  multipliant 
cette  furface  par  Pp  ==  dy , j’ai  pour  la  valeur  de  la  différen- 
ce du  folide  décrit  par  APM  autour  de  AT  ; or  l’équation  de  la 
parabole  étant  xx  —y , j’ai  x =y  T ; & mettant  cette  valeur  de  x 

dans  f-~  j’ai f-  -/-■ , dont  l’intégrale  eft  égale  aufo- 

lide  décrit  par  AMP. 

Ainfi  fuppolànt  que  AP  devienne  égala  AD  = r,PM-devien- 
dra  égal  à BD  — a;  mettant  donc  r au  lieu  de^ , fit  a au  lieu  de 

x dans  l’intégrale  trouvée , j’ai  Pour  la  valeur  du  foli- 

de décrit  par  ABD  , & par  conféquent  à caufe  de  pr  double  du 
cercle  décrit  par  la  droite  AD , le  folide  eft  égal  à ce  cercle 
multiplié  par  les  * de  la  droite  BD. 

Le  cylindre  circonfcrit  au  folide  & dont  la  bafe  eft  le  cercle 
décrit  par  AD  eft  égal  à ce  cercle  multiplié  par  BD  = a ; ‘ainfi 
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le  folide  eft  au  cylindre  comme  - a eft  a,  ou  comme  4 eft  à ÿ. 

y 1.  Cuber  un  paraboloïdc  jorme  par  une  demi  parabole  ABD  qui 
tourne  autour  de  l’ordonnée  BD  ( Fig.  30.). 

Je  nomme  le  paramerre=  1 , l’abfciffe  AP=*,  l’ordonnée 
PM=y,  l’axe  AD  =r,  & la  circonférence  que  cet  axe  décrie 
=/>,donc  PD  = r — .v  = MR  , je  cherche  la  circonférence  du 

cercle  que  décrit  MR  faifant  r , p::r  — * , - ~ & multipliant 

cette  circonférence  par  j’ai  f'r  zP*r  tfj  pOUr  ]’ajre  du  cer- 
cle décrit  par  MR  , & multipliant  cet  aire  par  Rr  = dy  j’ai 
****?  qui  eft  la  différence  du  folide  décrit  par  la  pot- . 

tion  BMR. 

Or  l’équation  de  la  parabole  étant^=x  , j’ai^4=xs;  te 
mettant  ces  valeurs  de  .v  & de  xx  dans  la  différentielle  j’ai 
fy'iy  f dont  l’intcgralc  — ~pyi  ■+■  ^ eft  la  va- 

leur du  folide  décrit  par  BMR , & fubftituant  au  lieu  de^s  fa  va- 
leur x , on  aura~pry — ~ pyx -t-  r~, _ 

Ainfi  fuppofant  que  MF  *=y  devienne  égal  à BD  = b,  AP 
x deviendra  égala  AD  — r,  & fubftituant  ces  valeurs  dans  l’in- 
tégrale, on  aura  \pbr  — y pbr pbr  = S-~^- — ■ pbr  = ÿ§ 

pbr  = -~i  pbr=±pr  x ~ b pour  la  folidité  du  folide  décrit  par 
ABD,  donc  ce  lolide  eft  égal  au  cercle  décrit  par  AD  multiplié 
par  de  l’ordonnée  BD. 

Le  cylindre  circonfcrit  qui  a pour  bafe  le  cercle  décrit  par 
AD  , & pour  hauteur  la  ligne  BD  eft  égal  à ce  cercle  multiplié 
par  BD  , donc  le  cylindre  eft  au  paraboloïdc  comme  £ pr  x f*  b 
e(t  az  ^prx-^j  b , ou  comme  1 y à 8. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  touchant  ces  différens  pa- 
raboloïdes  ( N.  49.  yo.  y 1.)  s’accorde  parfaitement  avec  ce  qpe 
nous  en  avons  démontré  dans  la  mefure  des  furfaces  & des  fblides. 

y 2.  Cuber  un  folide  parabolique  fait  par  une  portion  ABC  de  pa- 
rabole ( Fig.  31.)  qui  tourne  autour  d'un  diamètre  AB  , dont  les  or- 
données MP , BC  ne  lui  font  pas  perpendiculaires. 

Il  eft  évident  que  les  ordonnées  A1P , BC  en  tournant  autour 
de  AB  décriront  des  furfaces  coniques;  or  appellant  A1P  = a:, 
là  circonférence  décrite  par  le  point  P = u , BC  = b , ôc  la  cir- 
conférence décrite  par  le  point  C — p , la  furfacc  conique  dé- 
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critc  par  MP  fera  ~ ; car  on  fait  par  la  Géométrie  ordinaire  que 

la  furface  d’un  cône  eft  égale  à la  circonférence  du  cercle  de  fa 
bafe  multiplié  par  la  moitié  du  côté  du  cône  ; par  la  même  raifon 
la  furface  conique  décrite  par  BC,  fera  ^ ; ainli  ces  deux  fur- 

faces  coniques  feront  entr’elles  comme  ™eft  à ^ , ou  comme 

xu  eft  à bp  , c’eft-à-dire  en  raifon  compofée  de  la  raifon  des  cir- 
con  fércnces  de  leurs  bafes  , ôede  la  raifon  des  côtés  MP,  BC  ; 
mais  à caufe  des  parallèles  RP , SC  , & des  parallèles  MP , BC , 
la  raifon  des  rayons  RP , SC  , eft  égale  à là  raifon  des  côtés 
MP,  BC,  donc  les  deuxfurfaccs  coniques  font  entr’elles  en  rai- 
fon doublée  des  côtés  MP , BC  , ou  comme  les  quarrés  MP , 

BC,  ou  enfin  comme  les  abfcifles  AM , AB  , car  ces  abfcifles 

* * 

font  entr’elles  comme  les  quarrés  MP , BC , par  la  propriété  de 
la  parabole. 

De  plus  il  faut  obferver  que  fi  du  point  A on  abaifle  une  per- 

fiendiculaire  AZ  fur  BC  prolongé  , cette  perpendiculaire  fera 
a hauteur  du  demi-folide  ABC,  ôc  que  fi  du  même  point  on 
abaifle  une  perpendiculaire  A Y fur  TB  prolongé , cette  perpen- 
diculaire fera  la  hauteur  du  demi-folide  ABT,  qui  forme  avec 
ABC  le  folide  entier  ; or  il  eft  vifible  que  ces  deux  perpendicu- 
culaires  font  égales  , donc  on  peut  prendre  l’une  ou  l’autre  pour 
la  hauteur  du  folide  entier.  Cela  pofé , 

Je  nomme  BC=r,  la  circonférence  décrite  par  le  point  C 
— pi  AM  = x , PM  =_y , AB  = £ , AZ  = a,  AN  = z , ôc 
par  conféquent  N/j  = dz  ; la  furface  conique  décrite  par  BC  eft 
donc  F~ , ôc  pour  trouver  celle  qui  eft  décrite  par  MP , je  dis  b 

x : : f & par  conféquent  ~ eft  la  furface  cherchée  , car 

.nous  venons  de  voir  que  les  deux  furfaces  font  entr’elles  com- 
me b eft  à x ou  comme  AB  eft  à AM , je  multiplie  par  N» 
= dz , ôc  j’ai r-^-  pour  la  différence  du  folide  produit  par  AMP. 

Or  les  triangles  femblables  AMN , ABZ  , donnent  AM , 
AN  : : AB  , AZ , ou  x,z:  : b,  a , donc  2 = " , Ôc  dz  = ~ f 

mettant  donc  cette  valeur  de  dz  dans  la  différence  } j’ai 

Kkk  iij 
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— dont  l'intcgrale  ell  la  valeur  du  folide  formé  par  AMP. 

Suppofant  donc  que  AM  devienne  égal  à AB  — b,  & fub- 
flituanr  b au  lieu  de  .v  dans  l’integrale  trouvée , j’ai  ^ 

= -jaxi/!rpourla  valeur  du  folide  décrit  par  ABC,  ainfice  fo- 
lide  ell  égal  à la  furface  décrite  parla  droite  BC , multipliée  par 
la  moitié  de  la  hauteur  AZ  du  folide. 

y j.  Cuber  f hyperboloide  formé  par  la  demi-hyperbole  ABD  autour 
defon  axe  CD  (Fig.  32). 

Je  nomme  l'axe  AC  = 2^,  la  droite  AD  = a,  la  bafe  BD  = r , 
la  circonférence  que  le  point  B décrit  —p,  l’abfcifle  AP  = * , 
l’ordonnée  PM=_y  , donc  CD  — a-+-  2b,  CP  = *-4- ai,  & 
Pp  = dx-,  or  par  la  propriété  de  l’hyperbole  on  a rr , aa-\-zab 

: iyy>xx-+-2bx>  d ou  1 ontircjjy  = — ; oc  mettant  cette 

valeur àcyy  dans  — - , qui  reprefente  le  folide  décrit  parle  tra- 
pezoïde  PM /no , on  aura  ou  dont 

l’integrale  , H fh*'  ou  ~h}tl'rx*  eft  Ja  valeur  du  fo- 

lide  formé  par  AMP  ; ainfi  fuppofant  que  AP  = x devienne  égal 
à AD  — a,  & fubdituant  cette  valeur  dans  l’integrale  , on  aura 

riz+£r  ou  Iùt  Pour  la  valeur  du  foilde  formd  P31 
ABD. 

Le  cylindre  qui  auroit  pour  bafe  le  cercle  décrit  par  la  droit* 
BD , & pour  hauteur  la  droite  AD  ou  GH  ell  ?^,donc  ce  cylin- 
dre ell  au  folide  décrit  par  l’hyperbole  comme  ^rJeft  à 

ou  comme  eftà  — ou  comme  3 pra1  -+-6pbra 

ell  à pra'-  ■+■  ipbra , ou  comme  ya-f-  6b  eft  à a-P-  $b  , ou  enfin 
commea-4-2^  ell  àÿa-+-A,  c’ell-à  dire  comme  la  droite  CD 
ell  au  tiers  de  1’abfciffe  AD  t plus  la  moitié  de  l’axe  CA  ; ce  qui 
s accorde  avec  ce  que  nous  avons  démontré  dans  la  Science  du 
Géomètre , & dans  la  Mefurc  des  Surfaces  & des  Solides. 

34.  Cuber  le  folide  formé  par  ta  circonvolution  de  Tefpace  hyper- 
bolique indéterminé  BCEKA  , autour  de  Cafymptote  CE  (Fig.  3 ?). 

. Je  nomme  BA  = a,  BC=r,  la  circonférence  que  lepoint  B 
décrit  =p , CP  = .v  j PM==y , donc  Pp  — dx  , & la  furfacecy- 
Jindrique  décrite  par  B A autour  de  CE  ell  ap  : je  cherche  la  ckr 
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conférence  décrite  par  le  point  P , en  faifant  r , p : : x , , & mul- 

tipliant cette  circonférence  par  PM=_y  , j’ai  pour  la  furface 
cylindrique  décrite  par  PM  autour  de  CE  ; multipliant  donc 
cette  furface  par  Pp  = dx  , j’ai  pour  la  différence  du  folidc 
formé  par  I’efpacc  CPMFE. 

Or  par  la  nature  de  l’hyperbole  j'ai  AB  x BC  = PMx  PC  , 
doncar—xy  i mettant  donc  cette  valeur  de  xy  dans  la  différen- 
ce trouvée,  j’ai  tdldl  =padx , dont  l’integrale  apx  cfl  la  valeur 

du  folide  formé  par  CPMFE  ; ainfi  fuppofant  que  CP  — x de- 
vienne égal  à CB=r,  & fubftiruant  r au  lieu  de  x dans  l’inte- 
grale trouvée  , j’ai  apr  pour  la  valeur  du  folide  formé  par 
BCEFA. 

Le  cylindre  qui  a pour  bafe  le  cercle  décrit  par  BC,  6c  pour 
hauteur  la  droite  BA,  eft-j  apr  , donc  ce  cylindre  eft  au  folidc 
comme  apr  eft  à apr , ou  comme  1 à 2 ; ce  qui  s’accorde  avec 
ce  que  nous  avons  démontré  touchant  ce  folide , dans  Ai  Mefure 
des  Surfaces  & des  Solides. 

y J.  Cuber  le  Jolidc  forme  par  la  circonvolution  de  fa  demi-hyperbole 
AB  , autour  de  la  moitié  CD  de  fon fécond  axe  (Fig.  3^). 

Je  nomme  CA  — a , CD  = b , CP  = RM=r,  PM=  CR 
—y , P 'p  = dx , BD  = r,  ôt  la  circonférence  décrire  parle  point 

B =p  -,  donc  faifant  r,p  : ‘-yf-py  j’ai 7 pour  la  circonférence 
décrite  par  le  point  M ; ôc  multipliant  cette  circonférence  par  ~ 
y , j’ai  Ç?  pour  le  cercle  décrit  par  PM  ; multipliant  donc  ce 

cercle  par  Pp  — dx,  j’ai  pour  la  différence  du  folidc  décrit 
par  ACPM. 

Or  par  la  nature  de  l’hyperbole  j’ai  RM , CR  — CA  : : CD 
CA;  donc  xx  , yy  — aa::bb  , aa  , êc  par  conféqucnt  aaxx 

11  11  i»***  aaxx  -f-  h b aa  . 

— bbyy — bbaa\  dou  je  tir cyy— jb y oc  métrant  cetrc  va- 

leur  dc_yy  dans  la  différence  j'ai  r dont  l’inté- 

grale eft  77^- -i-  -**  > ot  puifquc  j’ai  aaxx  — bbyy  — bbaa>  donc 

aaxx  -h  bbaa  — bbyy , d’où  je  tire  aa=—_^  ; mettant  donc 
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cette  valeur  de  aa  dans  l’integrale  trouvée  , jai  ( 

H ph^y,r  pour  la  valeur  du  folidc  décrit  par  CAMP  ; ainfi 

fuppofaut  que  CP  =at  devienne  égal  à CD  — b , j'aurai  PM 
c=  DB  = r ; fubftituant  donc  b au  lieu  de  x , & r au  lieu  dey  dans 

l’integrale  , j’ai  p~  -4-^==  £ -+-  pour  la  valeur  du 

folide  formé  par  CABD;  or jprb=~prx  J /»,  donc  ce  folide  eft 
égal  au  cercle  décrit  par  DB  multiplié  par  les  -f-  de  CD. 

Le  cylindre  qui  a pour  bafe  le  cercie  7 prM  pour  hauteur  la  droi- 
te CD  eft  \ prb-,  donc  ce  cylindre  cil  au  folide  comme  ~ prb  eft  à j- 
prb , ou  comme -j  cil  à f,ou  conimc-J  à -ÿ  , ou  enfin  comme  3 à a. 

y 6.  Cuber  le  folide  formé  par  la  circonvolution  de  la  logarithmique 
autour  de fon  ajympiote  AV  ^F  ig.  1 y.). 

Je  nomme  AB=>’ , la  circonférence  que  le  point  B décrit 
—p,  l'ordonnée  PM=_y  ; par  la  propriété  de  cette  courbe  la 
foutangente  PT  eft  toujours  égale  aune  grandeur  confiante  que 
je  nomme  = a ; or  l’expreftion  de  la  foutangente , félon  les  rè- 
gles du  calcul  différentiel  eft  — ; donc  = a , Stdx=  ~ y 
mettant  donc  cette  valeur  de  dx  dans  ~~  qui  reprefente  le  fo- 
lide formé  par  PMr*p , j’ai  pour  la  différence  du  folide  dé- 
crit par  l’efpacc  indéterminé  HMPV  , & par  conféquent  l’inte- 
grale eft  la  valeur  de  cet  efpace  ; ainfi  fuppofant  que  PM 
—y  devienne  égal  à AB  =r,  j’ai  pour  la  valeur  de  l’efpace 
entier  HBAV. 

• Le  cylindre  qui  a pour  bafe  le  cercle  décrit  par  AB , & pour 
hauteur  la  foutangente  = a eft  7 par  , donc  ce  cylindre  eft  au  fo- 
lide comme  \par  eftà^/w , ou  comme 7 à 7 oui  à 7,  ou  com- 
me 2 à 1. 

y 7..  Cuber  le  folide  formé  par  la  révolution  de  h cijfoide  autour 
de  fon  afymptote  BF  (Fig.  3 y .). 

Je  nomme  AB=ar,  BO  = rla  circonférence  que  le  point 
O décrit  = c , AP  =x  ; donc  P p = dx,  BP  — ar — x , MP 
= ✓BP  x PA  = v' 2rx  — xx  ; or  par  la  propriété  de  la  courbe 
on  a : : BP , MP  , AP  , PN,  donc  BP  , v/ zrx  — xx  : : x , PN, 
& par  conféquent  BP  x PN  = .v  Carx — xx , je  cherche  la  fur- 
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face  que  décrit  PN  ou  la  lurfacc  décrite  pat  le  retlangle  BP 

x PN,  en  difant  r,  p : : acv'aT*— **,  & multipliant 

cette  furface  pat  dx , j’ai^  ^ pour  la  différence  du  folide. 

Maintenant  pour  trouver  l’intégrale  de  cette  différence,  je  con- 
çois  que  le  de  mi*  cercle  générateur  tourne  autour  d une  droite  AT 
parallèle  à l’afymptote  DF,  6c  qui  paffe  par  le  point  A , & comme 
j'ai  pjvï  —ÿïrx — xx , je  cherche  la  circonférence  décrite  pat 
le  point  P autour  de  Al  , en  faifant  r , p : : x , & multipliant 

cette  circonférence  par  PM , j ai ? — pour  la  furface  décri- 

- te  par  l'ordonnée  PM;  je  multiplie  cette  furface  par  dx  , & j’ai 
«»  p0ur  ja  différence  du  folide  décrit  par  le  demi-cercle 

autour  de  Aï  ; or  cette  différence  eftla  même  que  celle  du  fo- 
lide décrit  par  la  ciffoïde  autour  de  fon  afymptote,  donc  1 inté- 
grale eft  auffi  la  même , & par  conféquent  le  folide  décrit  par 
la  ciffoïde  autour  de  l’afymptote , eft  égal  à l’anneau  décrit  parle 
demi-cercle  AMB  autour  de  AT.- 


y 8.  Cuber  le  folide  formé  par  la  conchoïdé  AFED  autour  de  fon 
afymptote  DS  (Fig. 

Je  nomme  AP=*,  PN=y,  PM=z  , AD  —r , la  cir- 
conférence que  décrit  le  point  A autour  del’afymptotc=/> , ôc 
AC =a-,  doncPp  — dx , PD=r—  *,  &PC  = «— a-. 

Par  la  propriété  de  cette  courbe  KM  — AD  , donc  menant 
du  centre  D le  rayon  DN , j’ai  KM  = AD  = DN , ôc  par  con- 
féquent à caufc  des  parallèles  NM  , DK,  es  droites  DN, 
KM  font  parallèles  , Ôc  les  triangles  redangles  PND,  PMC 
étant  fcmblables  , donnent  PN , PD  : : P Al , PC  , donc  I N 

x PC =PM  x PD , & PM  = ~*D-. 

Le  rayon  AD  du  cercle  générateur  étant  = r , fon  diamètre  eft 

2 r,  & par  conféquent  j ai  P N = 2 r.v  xx,  & PN=V2r.\  -'•*  , 

-NxPC  J*  & PM  x PD  = u — a: 

PD 


, PNxPC 

donc  PM  = * 


%/2>x—~xx  ; je  cherche  la  furface  cylindrique  décrite  par  PM 
ou  par  le  rectangle  PM  x PD  autour  de  l’afymptote  , en  faffant 

r,  p : : T^v'l'rx-xx , , & multipliant  cette- 
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furface  par  dx  j’ai  PJxXx—xf1’x  — xx  p0ur  ja  diffifrenee  ou  l’éle- 

nient  du  folide  décrit  autour  de  l’afymptore. 

Pour  trouver  l’integrale  de  cet  élément , je  conçois  que  ie 
quart  de  cercle  ASD  tourne  autour  d'une  droite  CV  parallèle  à 
l’afymprote , & qui  pafle  par  le  pôle  C , 6c  je  cherche  la  furface 
décrite  par  l’ordonnée  PISl , ou  par  le  rectangle  PN  x PC , au- 
tour de  CV  , en  faifant  r , p::  a — x v^irx — xx~,  ?*a~*  ^-rx~xx 

r P 

ôc  multipliant  cette  furface  par  dx , j’ai  PJxXx  ’v'1'1--"  pQur 

la  différence  ou  l’élenient  du  folide  décrit  par  le  quart  de  cercle 
autour  de  CV  ; or  cette  différence  eft  la  même  que  celle  du  foli-  * 
de  décrit  par  la  conchoïde  autour  de  l’afymptote,  donc  les  deux 
folides  font  égaux  ; ainfi  le  folide  décrit  par  la  conchoïde  autour 
de  fon  afymptote,  eft  égal  au  folide  décrit  par  le  quart  de  cercle 
autour  de  CV. 

S9-  t rouver  lafuperficie  d'un  folide  fait  par  ta  circonvolution  d'une 
courbe  AM  autour  d'une  droite  AP  (Fig.  18). 

Je  nomme  AP  = *,  PM  = y ftc  par  conféquent  Pyp  = MR 

= dx,  mR  = dy  , &M m = Vax- -^-ayx  ; toutes  les  ordonnées 
en  tournant  autour  de  AP  décrivent  des  cercles;  fuppofant  donc 
que  l’une  d’entr’eiles  foit=r , & fa  circonférence  =/>,  on  trou- 
vera la  circonférence  que  PM  décrit  en  faifant  r , , & 

multipliant  cette  circonférence  par  Mm , on  aura  Vdx'--\-dy- 

pour  la  valeur  de  la  furface  décrite  par  Mm  ; or  cette  furface  cft 
la  différence  delà  furface  décrite  par  AM,  donc  il  ne  refte  plus 
qu’à  en  trouver  l’integrale  en  prenant  dans  l’équation  la  valeur  de 
dx  en  dy,  ou  de  dy  en  dx , ainfi  qu’on  verra  dans  les  exemples 
fuivans.  r 

60.  Trouver  la  furface  dun  Cône  (Fig.  2j). 

Je  nomme  CD  = a,  AC  =r,  DP  = PM=  y , p^MR 
= dx  , mK  = dy,  Mm  =v'ifx1  -\-dyl , fit  la  circonférence  que 
le  point  A décrirai  faifant  don  cr,p  : :y  ,T2,  & multipliant  f± 

par  Mt» , j’ai  Tj  \/dxi-ï-dyx  pour  Mentent  ou  la  différence  de  la 
furface  décrite  par  DM. 

Or  les  triangles  femblables  ADC,  MPD  donnent  a,  r : : x, 

y > 
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y , d’où  je  tire  x=^ , & dx=  ~ ; donc  , mettant 


donc  cette  valeur  de  dx'-  dans  la  différentielle , j’ai  & 

= P7I  , dont  l’integràle^ 

t/j* -t-rs  eft  la  valeur  de  la  furface  décrite  par  DM;  ainfi  fup- 

[>ofant  que  PM  devienne  égale  à AC  — r , j’ai7/>v/<il-+-rl  pour 
a furface  décrite  par  DA  ; or  à caufc  du  triangle  rectangle  DCA  , 

on  a DA  = DC  -+-  AC  = <j1-4-  r1,  donc  DA  = v^-Hr1 , 6c 


par  conféquent  ~p  Va2  -\-r*  = {f>  x DA=p  x -j  DA  , c’eft-à- 
dirc  la  furface  du  cône  cft  égale  a la  circonférence  de  fa  baie 
multipliée  par  la  moitié  de  fon  côté  DA. 

La  furface  du  cône  eft  au  cerclq^qui  lui  fert  de  bafe  , comme 
le  côté  DA  eft  au  rayon  AC  ; car  la  furface  du  cône  eft/>  x - DA , 
& le  cercle  eûpxjr. 

Ci.  Trouver  la  (urjace  d'une  Sphere  (Fig.  26).  . 

Je  nomme  le  diamètre  AB  — 2r,  le  rayon  AC  = DC  = r , 
la  circonférence  que  décrit  le  point  D en  tournant  autour  du 
diamètre  AB  —pt  l’abfciffe  AP  = x , l’ordonnée  PM=ji; 
donc  Ÿp  = MR  = dx , rwR  ~dy  ,&c  Mm  — v'dx1  -+-dyl;  je  cher- 
che la  circonférence  décrite  par  le  point  M autour  de  AB,  en 
faifant  r , p : : y , Ôc  multipliant  cette  circonférence  par  Mm 


= V dx 1 -+-  dy- y j’ai  ® >/  dx'-  -+- dyx  p$Çr  la  différence  de  la  fur- 

face  décrite  par  l’arc  AM  autour  de  AB. 

Or  par  la  propriété  du  cercle,  j’a.iy1=2rx — *.v,  donc  2ydy 

= 2 rdx — 2xdx , d’où  je  tire  dy  — r-dx  ~ ,&cdy1  = r-0- 


irxdx 1 -4-  x frfx  * r 1 dx 1 — trxdx 1 x*dx* 

;*  xrx  — xx 


val«r  de  dy1  dans  Vdx'  -+-  dy* , j’ai  **  V > 


mettant  donc  cette 

TJ<* 


6c  mettant  au  lieu  de^  fa  valeur  V2rx — xx , j’ai  -pdx , dont  l’in- 
tegrale  px  eft  la  valeur  de  la  furface  décrite  par  l'arc  AM  : ainli 
fuppofantque  AP  =.vdcvienne  égale  à AB=  2r,  j’ai  2 pr  pour  la 
valeur  de  la  furface  décrite  parle  demi-cercle  AMB,  c’eft-à-dire 
pour  la  valeur  de  la  furface  entière. 

La  furface  de  la  fphere  eft  quadruple  de  l’aire  de  fon  grand 
cercle , car  l’aire  du  grand  cercle  cft  j pr , laquelle  étant  multipliée 
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par  4 , donne  2pr  furface  de  lafphere. 

La  furface  delà  fphere  eftà  celle  d’un  fegmentMAZ,  com- 
me le  diamètre  AB  eft  à la  partie  AP  du  diamètre  interceptée 
dans  le  fegment  ; car  la  furface  entière  eft  p x ar  , fie  la  furface 
du  fegmentMAZ  eft  px , ainfi  ces  deux  furfaces  font  entr'elles  * 
comme  ir  eft  à .v , ou  comme  AB  eft  à AP. 

La  furface  d’un  fegment  M AZ  eft  à celle  d’une  zone  MZXS  , 
comme  la  partie  AP  du  diamètre  interceptée  dans  le  fegment, 
eftàla  partie  PT  de  ce  diamètre  interceptée  par  la  zone  ;car  la 
furface  de  la  fphere  eft  à la  furface  du  fegment  MAZ , comme 
AB  eft  à AP , de  même  la  furface  de  la  fphere  eft  à celle  du  feg- 
ment SAX  comme  AB  eftà  AT,  donc  la  furface  du  fegment 
MAZ  eft  à celle  du  fegment  SAX , Corinne  AP  eft  à AT , d’où 
il  fuit  que  la  furface  du  fegment  SAX  , moins  celle  du  fegment 
MAZ  eft  à celle  du  fegment  MAZ,  comme  AT  moins  AP  eft 
à AP  , c’eft-à-dire  la  furface  de  la  zone  eft  à celle  du  fegment 
MAZ , comme  PT  eft  à AP. 

La  lurfâce  de  la  fphere  eft  à celle  de  la  zone  , comme  AB  eft 
à PT  ; car  la  furface  de  la  fphere  eft  à celle  du  fegment  SAX , 
comme  AB  eft  à AT , & la  même  furface  eft  à celle  du  fegment 
MAZ  , comme  AB  eft  AP , donc  la  furface  de  la  fphere  eft  à 
celle  du  fegment  SAX  moins  celle  de  MAZ  , c’eft-à-dire  à la 
furface  de  la  ‘zone  , comme  AB  eft  à AT — AP  , ou  comme 
AB  eft  à PT. 

6 2.  Trouver  la  furface  d’un  conoïde  parabolique  BAD  (Fig.  27). 

Je  nomme  BC  —r  , la  circonférence  décrite  par  le  poiry  B 
autour  de  AC  =p , l’abfciffe  AP  = .v , l'ordonnée  PM  =y , Ôc 
le  paramétré  = a , par  la  propriété  de  la  parabole  j’ai  yy=ax  , 

donc  aydy=adx,  & dx1=  , mettant  donc  cette  valeur 
dedx'-dans'*  v'dx1-î-dy1 , qui  repréfente  la  différence  dei#fur- 
fàce  décrite  par  AM  autour  de  AC  , j’ai fy  ■+■  dyl  — ~~ 

v'4y1-4-<*1. 

Pour  trouver  1 intégrale  de  cette  différence  , je  fuppofe  z 
— \/yyl  , donc  z*  = -4yi — I—  a1 , ôt  z1  — a1  — 4y*  ; & pre- 
nant la  différence  2 zdz  = Sydy  , j’ai 4^=^  zdzi  ainfi  mettant 

dans  la  différentielle  ^ V* 4y*  -4-  a1  les  valeurs  de  ydy  , & de 
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V-yy1  -h  a-  , j’ai  £~,  dont  l’integrale  eft  , & remettant 

dans  cette  intégrale  la  valeur  de  z* , qui  eff  1 -+-  a1  V ~Val  » 

j’ai  -ï—  x 4 y1  -ha-  V^y1  -+- a'-  pour  l’integrale  de  la  différentielle. 

Pour  voir  fi  cette  intégrale  cil  couiplettc , je  fuppofe^  = o, 
& effaçant  dans  l’integrale  tous  les  termes  où  la  grandeur  y 

fc  trouve  , le  refte  cft  Va-  = ^ , ainfi  retranchant  ce  refte 
de  l’integrale  trouvée  j’ai  x $y-  -h  a1  V +yl -h  a-  — pçur 


la  furfacc  déaje  par  MA 

Suppofant  donc  que  MP  devienne  égal  à BC  — r , jai  — 
x ^ri  _4_  Jî Vfr1  -h  ïh — ^ pour  la  furface  décrite  par  AB. 


6 }.  Trouver  la  furface  d'un  fpherotde  ( Fig.  28.). 

Je  nomme  le  demi  grand  axe  AO  = a , le  demi  petit  axe  OT 
— r,  l’abfcifle  AP=  a:  , l’ordonnée  PM==y,  6c  la  circonférence 
décrite  par  le  point  V autour  du  grand  axe  —p  > Par  propriété 
de  la  courbe  j’ai^y , 2 ax  — xx  ::  rr , aa,  d où  je  tire  aayy±=  2 ar-x 

r'-xx  j ou  — yy=z  2 ax  — xx , & prenant  la  différence  j ai  — 

ydy  = zadx  — 2 xdx  , donc  dx  = — — ==;  > & dx% 


__  , & mettant  au  lieu  de  2 ax  — xx  fa  valeur 

«/T’ = mettant 

— ,)ï\dx  — f4  x — r‘«*  — r **W  r'—r'yy 

rr 

donc  cette  valeur  de  dx'  dans  Vdx'  -hty  qui  eft  la  différence 
de  la  furface  décrite  par  AM  autour  du  grand  axe  , j’ai  ^ 

1/Tvïr*”r zr_?>  = tj± 

7*. —r*„~*‘ay  r r*—r',j  . '* 

t/,«+ay-fy  & faifant  pour  abréger  a1  — r*  = rl,  fai 

r»  — y»  ’ 1 

pb  VrJLÜlll,  & l’intégrale  de  cette  différentielle  fe  trouvera 

en  réduifant  en  fériés  le  numérateur  ✓'♦-+-  c'y' , fie  le  dénomt- 
natcur  Vh—-f , puis  divifant  la  première  ferie  parla  fécondé, 
& multipliant  le  quotient  par  $ , & enfin  tirant  l’intégrale  du 
produit. 
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On  trouvera  à peu  prèsila  furface  de  l’hyperboloïde  & celle 
des  autres  folides.  décrites  par  des  courbes  autour  d’un  axe. 


CHAPITRE  V- 

U pige  du  Calcul  intégral  pour  trouver  les  Centres  de  gravité* 
des  lignes , des  Surfaces  & des  Corps, 

% 

64.  TA  i traité  amplement  des  centres  de  gravité^fcns  le  fécond 
ef  Livre  de  la  mejure  des  Jutfaccs  <£r  des  folides  où  j’ai  fait 
voir  l'utilité  que  la  Géométrie  en  retire  pour  la  quadrature  des 
Figures  , Sx  la  cubarure  des  folides  ; c'en  pourquoi  je  me  con- 
tenterai d’en  rrppeiler  ici  quelques  principes  pour  la  démonftra- 
tion  dcfquels  je  renvoyé  le  lecteur  à l’ouvrage  cité. 

65.  Dans  t<  ute  ligne  , furface  ou  folide  il  fc  trouve  un  point 
autour  duquel  routes  les  parties  de  ces  grandeurs  font  en  équili- 
bre, & te  point  fe  nomme  centre  de  gravité. 

66.  Le  centre  de  gravité  d’une  ligne  cft  dans  le  point  qui  la 
coupe  en  deux  parties  égales. 

67.  Si  tous  les  élcmcns  d’une  furface  plane  ABC  ( Fig.  3 7. y 

font  coupez  en  deux  également  par  une' droite  AD,  le  centre  de 
gravité  de  cette  furface  cft  dans  la  droite  AD.  . 

68.  Si  tous  les  élemens  d’un  folide  AD  ( Fig.  38.  ) font  coupés 
en  deux  parties  égales  Sx  femblables  entr’clles  par  un  plan  HCGF, 
le  centre  de  gravité  de  ce  folide  eft  dans  ce  plan. 

6ÿ.  Si  une  ligne  AB  ( Fig.  39.)  divifée  en  une  infinité  de  pe- 
tites.parties  égales  tourne  autour  d’une  droite  DC  qui  lui  eft  per- 
pendiculaire à l’extrémité  A , le  produit  de  chacune  de  fes  parties  , 
par  exemple  de  la  partie  P p par  fa  diftance  PA  à la  droite  DC  , 
s’appelle  le  moment  de  cette  partie  par  rapport  à DC  ; fi  la  droite 
DC  n’étoir  pas  perpendiculaire  à AD  on  prendroit  pour  le  mo- 
ment de  Pp  le  produit  de  Pp  par  la  perpendiculaire  PF  , de  mê- 
me fi  une  furface  ABC  ( Fig.  42.  ) divifée  en  une  infinité  d’éle- 
îuens  tourne  autour  d't/he  ligne  FE  parallèle  à fes  élemens , le 
produit  de  chacun  de  fes  élemens  par  fa  diftance  à la  ligne  FE 
s’appelle  moment  de  l’^lement  par  rapport  à FE.  Enfin  li  un  fo- 
lide cft  divifé  en  une  infinité  d’élemens  ( Fig.  38.)  parallèle  à 
& bafe  ou  à un  de  fes  côtés;  le  produit  de  chacun  des  élcmeni 
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par  fa  diftance  à un  plan  DL  parallèle  aux  élemens  eft  le  moment 
de  l'élement  par  rapport  à ce  plan. 

70.  Pour  trouver  le  centre  de  gravité  d’une  ligne , d’une  fur- 
face,  d’un  folide,  on  prendra  la  fomme  des  momens  des  éle- 
nicns  de  ces  grandeurs  par  rapport  à une  ligne  ou  à un  plan  , 
& divifant  cette  fomme  par  la  lomme  des  élemens  , le  quotient 
fera  la  diftance  du  centre  de  gravité  à la  ligne  ou  au  plan , ces 
principes  pofés.  • 

71.  Trouver  le  centre  de  gravite  et  une  ligne  droite  (Fig.  40.  ). 

Je  nomme  la  ligne  entière  AB  = a , la  partie  AP  = x , ôc  par 
eonféquent  P p—ax  eft  la  différence  de  la  partie  AP  ou  de  la 
fomme  des  élemens  compris  dans  AP  ; je  multiplie  dx  par  fa 
diftance  AP  de  la  droite  CD , 6c  le  produit  xdx  ell  la  différence 
delà  fomlfie  des  momens  des  élemens  compris  dans  AP;  cas 
li  l’on  conçoit  que  chaque  élément  foit  multiplié  par  fa  diftance 
à la  droite  CD , la  fomme  des  produits  formera  le  triangle  PMA 
qui  fera  par  eonféquent  la  fomme  des  momens  ; or  il  eft  vifibl© 
que  le  petit  rrapezoïde  PM»i/>  en  eft  la  différence  , & que  ce 
trapezoide  qu’on  peut  prendre  pour  un  reétangle  eft  égal  à PM 
x Yp  — AP  x P p = xdx  ; donc  xdx  eft  la  différence  de  la  fomme 
des  momens  ; ainfi  divilànt  cette  fomme  par  celle  des  élemens 
de  AP  ; c’eft-à-dire  par  x on  aura  ^ = 7*  pour  la  diftance  dur 
centre  de  gravité  de  AP  à la  droite  CD  , donc  le  centre  de 
gravité  de  AP  eft  le  point  qui  coupe  AP  en  deux  parties  égales. 

Si  l'on  fuppofe  que  AP  = x devienne  égal  à AB  = a on  au- 
ra ~a  pour  la  diftance  du  centre  de  gravité  de  la  ligne  entière 
AB  à la  droite  CD  ; ainfi  le  centre  de  gravité  de  AB  eft  le  point 
qui  coupe  cette  ligne  en  deux  également. 

72.  Trouver  te  centre  de  gravité  T un  rectangle  ( Fig.  4 1 . ). 

Si  l’on  conçoit  que  le  reftangle  ABCD  foit  divifé  en  fes  élej 
mens  parallèles  à AD-ou  BC , il  eft  évident  que  la  ligne  EF 
qui  paffe  par  le  milieu  des  côtés  AD,  BC  divife  tous  les  élemens 
en  deux  parties  égales  , 6c  que  par  eonféquent  le  centre  de  gra- 
vité du  reétanglc  eft  dans  la  ligne  EF , je  nomme  donc  EF  =^a, 
ER  = DP  = x Kr  — Pp  = dx,  ôt  MP  = EC=  b,  le  petit  re- 
ctangle Ym—bdx  eft  la  différence  du  re&angle  DM  ou  des  éle* 
mens  compris  dans  ce  rectangle,  & multipliant  cette  différence 
par  fa  diftance  ER  — x à la  droite  AD,  le  produit  bxdx  fera  la 
différence  de  la  fomme  des  momens  compris  dans  le  rectangle 
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1)M  ; car  fi  l’on  conçoit  que  chaque  élément  foit  multiplie  par 
la  diftancc  à. la  droite  AD  la  Comme  des  produits  ou  des  momens 
fera  le  folide  DQ  ; or  le  petit  Colide  PQ  eft  la  différence  de  ce 
folide,  & PQ  = P»jx PT=P/?7 x DP=.bxdx  , donc  bxàx  eft 
la  différence  de  la  Comme  des  momens,  6c  par  conCéquent  Con 
intégrale  { bxx  eft  la  Comme  des  momens  ; ainfi  divifant  cette 
Comme  par  celle  des  élemens  ou  par  le  rectangle  DM  = bx  t 
le  quotient jr  eft  la  diftancc  du  centre  de  grgtité  du  rectangle  ^ 
DM  à la  droite  AD  , CuppoCant  donc  que  ER  = x devienne  égal 
à EF  = A , on  aura  \ a pour  la  diftance  du  centre  de  giavité  du 
rectangle  DB  à la  droite  AD  ; c’eft-à-dirc  le  centre  de  gravité  du 
reélangle  eft  le  point  qui  coupe  EF  en  deux  également. 

Si  au  licud’un  rectangle  on  avoit  un  parallélogramme,  il  eft  Cùr 
que  le  centre  de  gravité  Ceroit  toujours  Cur  EF , mais  au  lieu  de 
multiplier  les  élemens  par  les  parties  de  EF  compriCes  entre  cha- 
cun d’eux  6c  la  droite  AZ , il  Caudroit  les  multiplier  par  les  par- 
ties de  la  droite  Zz  perpendiculaire  entre  les  côtés  AD,  EC  , 
parce  que  c’eft  lur  cette  droite  que  doivent  Ce  prendre  les  di- 
ftances  des  élemens  à la  droite  AD , ôc  l’on  trouverait  que  le  cen- 
tre de  gravité  du  parallélogramme  Ceroit  le  point  qui  diviCe  Zs 
en  deux  également  ; or  il  eft  vifiblc  que  le  point  qui  diviCe  Zz 
en  deux  également  diviCe  aufti  EF  en  deux  également , donc  le 
centre  de  gravité  Ceroit  aufti  le  point  qui  coupe  EF  en  deux  par- 
ties égales , d’ott  il  Cuit  que  dans  tout  parallélogramme  le  cen- 
tre de  gravité  eft  le  milieu  delà  ligne  EF  qui  coupe  en  deux  par- 
ties égales  les  côtés  oppoCés. 

73.  Trouver  le  centre  de  gravité  d'un  triangle  ( Fig.  42.  ). 

Si  le  triangle  ABC  eft  iCoCcele  la  perpendiculaire  DB  menée 
du  Commet  B Cur  la  baCe  AC  coupera  en  deux  parties  égales  tous 
les  élemens  parallèles  à cette  baCe  ; je  mene  FE  partant  par  le 
Commet  B 6c  parallèle  à AC,  ôc  nommant  AC  = <t,  DB  —b  , 
BR  — x , PM  =y , j’ai  Rr  = dx  , ôc  le  petit  trapezoïde  mP 
qu’on  peut  regarder  comme  un  rectangle  eiï  ÿdx  différence  des 
élemens  compris  dans  le  triangle  BPM  , multipliant  donc  certe 
différence  par  Ca  diftancc  BR  à la  droite  FE  j’ai yxdx  pour  la  dif- 
férence de  la  Comme  des  momens  ; or  à caufc  des  triangles  Cem- 
blables  BPM , BAC  , j’ai  PM  , RB  : : AC  , DC  ou  y ,x-.-.a,b, 

d’où  je  tir cy  — ~r>  & mettant  cette  valeur  dey  dans  la  diffé- 
rence yxdx  j'ai  yxdx  = —1b  f dont  l’intégrale  eft  la  Comme 


; 
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des  momens  des  élemens  du  triangle  BPM  , divifant  donc  cette 
fomme  parcelle  des  élemens  ou  par  le  triangle  BPA1  —yx^x 

= ~ , le  quotient  f x eft  la  diftance  du  centre  de  gravité  du  trian- 
gle BPM  à la  droite  FE  ; fuppofant  donc  que  BR  = x devienne' 
égal  à BD  — b,  on  aura  \b  pour  la  diftance  du  centre  de  gra- 
vité du  triangle  BAC,  c’eft-à-dire  le  centre  de  gravité  de  ce 
triangle  eft  (ur  la  droite  DB  diftant  de  B de  f DB. 

Si  le  triangle  n’cft  pas  ifofcele(  Fig.  43.)  dufommetBje  mené 
la  droite  BD  qui  divife  en  deux  également  la  bafe  AC,  & com- 
me cette  ligne  partage  en  deux  parties  égales  tous  les  élemens 
du  triangle  parallèles  à AC , il  s enfuit  que  le  centre  de  gravité 
du  triangle  eft  fur  cette  ligne  ; du  même  fommet  B j’abbaiffe  BH 

g:rpendiculairefurAC,&  nommant  BH  *ii,AC=*r,  BD=£, 
R = ar , P p = y , BN  — z , j’ai  N»  = dz , le  petit  trapezoïde 
»tP  qui  peut  palier  pour  un  rectangle  eft  donc  ydz  ; or  lès  trian- 
gles fcmblables  BRN , BDH  donnent  BN , BR  : : BH , BD  ou 

z,  x::  a , b,  doncz  = , & dz.—'*' , & mettant  cette  valeur 

de  dz  dans  ydz  qui  eft  la  différence  des  élemens  compris  dans 
le  triangle  BP p j’ai  ydz  = , mais  les  triangles  femblables 

BP 'p , BAC  donnent  P p,  BR::  AC  , DB,  ou  y,  x::c , b , d’où 
je  mey  = ~ ; & mettant  cette  valeur  de_y  dans  , j’ai 
pour  la  différence  du  triangle  BP p , & multipliant  cette  diffé- 


rence par  (à  diftance  BN  = z = t j’ai 


aaex  2 dx 
bi 


pour  la  différence 


de  la  fomme  des  momens  des  élemens  du  triangle  BP/». 

Ainfi  l’intégrale  -—j-  eft  la  fomme  des  momens , divifant  donc- 
cette  fomme  par  celle  des  élemens  ou  par  le  triangle  BPp  —y 

x*2==*  xü='3*=*^r»la‘^  = p Pour  la  Mance  du 

centre  de  gravité  du  triangle  BPp  à la  droire  FE  , & fuppofant 
que  BR  = x devienne  égale  à BD  = b j’ai  “r  = a pour  la  di- 
ftance du  centre  de  gravité  du  triangle  BAC  à la  droite  FE,- 
prenant  donc  les  deux  tiers  de  BH  = a , p3r  exemple  de  B en 
N , & menant  par  le  point  N la  parallèle  P p,  le  point  R.  où 
elle  coupe  AD  fera  le  centre  de  gravité  du  triangle. 

74.  Trcttver  le  centre  de  gravité  d'une  parabole  ( Fig.  44.  ). 

Je  nomme  le  paramétré  =p,  la  droite  a , l’abfçiffe 


4j6  Le  Calcul  DifferentielJ 

AP=a:,  la  double  ordonnée  MN  =y  , donc  PN  = ~_y  , P p 

— dx  & le  rrapczoide  ou  rectangle  MNnm  =ydx  eft  la  différen- 
ce de  MAN  ou  des  élemens  compris  dans  MAN. 

— a 

Or  par  la  propriété  de  la  parabole  j’ai  PN  = AP  xp,  ou 
—px,  doncj>l  = 4p.v  6c  v = Wpx , mettant  donc  cette  valeur 
de_y  dans  ydx ai  idxVpx,  ôc  multipliant  cette  différence  par 
la  diftance  AP  à la  droite  AF , j’ai  2 xdx \/px=z2xdxp  1 x *=2 p* 
x*  dx  pour  la  différence  de  la  fomrne  desmomens  , donc  l'inté- 

grale  îp~*x*  cft  la  fomme  des  mornens  des  élemens  compris 
dans  ÂlAN  , divifant  donc  cette  fomme  par  celle  des  élemens 

. _1  J 

qui  eft^  x jx—  ,jxx-2v'px=xprx  * , le  quotient  \l  x—jx 
eft  la  diftance  du  centre  de  gravité  de  la  portion  MAN , fuppo- 
fant  donc  que  AP  = x devienne  égal  à AB  = aon  aura  ÿ a pour 
la  diftance  du  centre  de  gravité  de  la  parabole  CAD  à la  droite 
PE;  ainfi  comme  l’axe  AB  divife  tous  les  élemens  en  deux  par- 
ties égales , fi  l’on  coupe  AB  en  cinq  parties  égales  6c  qu’on  en 
prenne  trois  à commencer  par  le  fommet , par  exemple  de  A en 
r le  point  P fera  le  centre  de  gravité  de  la  parabole. 

7f  • Trouver  le  rentre  de  gravité  de  toutes  les  paraboles  de  quel- 
que genre  qu'elles  /oient  ( Fig.  44), 

Je  nomme  le  paramétré  —p , l’axe  AB=a,  l’abfcifTe  AP 

— x , l’ordonnée  PN  —y , donc  P p = dx , MN  = 2 y , & MNm» 

= iydx  ; or  par  la  propriété  de  ces  paraboles_ym  " = pn xm  , ou 

n m 

b\enyT=p"xm  en  fuppofant  r=w  + »;  d’où  jetire_y=p  x ;6c 
mettant  cette  valeur  de  y dans  2 ydx , qui  eft  la  différence  des  élc- 

h m - 

mens  compris  dans  MAN, j’ai  2ydx—2p r xr  dx,  multipliant  donc 

u m-f-r 

cette  différence  par  fa  diftance  AP  = x , j’ai  2 pr  x r dx  , pour 
la  différence  de  la  fomme  des  mornens  ; ainfi  l'intégrale  — — — 

° m + ir 

m tn  — zr  • 

fr  x r eft  la  fomme  des  mornens. 

n_  ni 

Or  zydx  = 2Pr  x'  dx  étant  la  différence  des  élemens , fon  in- 
tégrale 
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n m -4-  r 

tegralc  ——  f x r eft  la  fomme  des  Siemens;  divifant  donc 
la  fortune  des  momens  par  la  fomme  de*  clemens,  le  quotient 
£~Trx  eft  la  diftance  du  centre  de  gravité  de  la  portion  MAN 
à la  droite  FE  ; & fuppofant  que  AP  = x devienne  égal  à AB 
t=  a,  j’ai  pour  la  diftance  du  centre  de  gravité  de  la  pa- 

rabole CAD  à la  droite  FE. 

Si  m — },  »=i,  on  aura  OT-j-»  = r®=4 , la  parabole  ferai 
y*=pxl , ôc  la  diftance  fera  /,  a. 

Sim  = a,  n—  t > on  aura  m+B=r=j,  la  parabole  fera 
yi  =px1 , fie  la  diftance  <*  fera  4 a ; au  contraire , fim=i , 

n = 2,  on  aura  encore r=  3 ,mais  la  parabole  Cctty)=pl  x,  &c 
la  diftance a fera  ~a  ,&c  ainfi  des  autres. 

7 6.  Trouver  le  centre  de  gravité  Tune  demi-parabole  B AD  (Fig.' 
44). 

Je  nomme  le  paramétré  =pX axe  AB— a,  l’abfcifle  AP=a-,  l’or- 
donnée PN=y,donc  ¥p=ax,  & le  trapezoïde  PNnp=ydx  eft  la 
différence  de  la  fomme  des  élemens  compris  dans  APN;ainfi  fai- 
fant  Je  même  calcul  que  dans  les -deux  articles  précédées , nous 
trouverons  que  le  centre  de  gravité  de  la  demi-parabole  eft  éloi- 
gné de  la  droite  FE  des  trois  cinquièmes  de  AB  ; mais  comme 
il  eft  vifible  que  ce  centre  n’eft  pas  fur  , il  s'agit  de  trouver 
çncore  de  combien  il  eftdiftant  de  cet  aïe  AB. 

Pour  cela  j’obfervc  que  chaque  élément ydx  de  la  demi-para- 
bole , pouvant  être  regardé  comme  un  reélangle  , la  diftance  de 
fon  centre  de  gravité  à l’axe  AB , eft ‘égale  à la  moitié  de  fon  côté 
y ; ainfi  la  diftance  du  centre  de  gravité  de  PNw/>  =ydx  eft  ±y , 
c’eft  pourquoi  multipliant  ydx  par  ^y  , j’ai-  yydx  pour  la  diffé- 
rence de  la  fomme  des  momens  des  élemens  compris  dans  APN. 

Or  par  la  propriété  de  la  parabole , j’aiyy=px,  mettant  donc 
cette  valeur  de  yy  dans  {yydx , j’ai  \pxdx , dont  l’intcgrale  \pxx 
— ly1x  eft  la  fomme  des  momens  ; divifant  donc  cette  fomma 
par  celle  des  élemens  , qui  eftf^x,  le  quotient  \y  eft  la  diftance 
du  centre  de  gravité  de  la  portion  APN  à i’axe  AB  ; ainfi  fuppo- 
fant que  PN  —y  devienne  égal  à BD  , que  je  nomme  =c,  j’ai 
•j  c pour  la  diftance  du  centre  de  gravité  de  la  demi-patabole 
AB  D à i axe  AB, 


M m m 


4j8  Le  Calcul  Différentiel, 

Prenant  donc  fur  AB  la  partie  AP  = j-  AB,  & fur  BD  la  par- 
tie BQ  =4  BD  , je  mené  PN  parallèle  à BD , 6c  QH  parallèle 
à AB  , 6c  le  point  H où  ces  parallèles  fe  coupent , eil  le  centre 
de  gravité  que  l’on  demande. 

77.  Trouver  le  centre  de  gravité  d'une  demi-parabole  de  quelque 
genre  que  ce foit  (Fig.  44). 

Nommant  le  paramétré  = 1 , l’axe  AB  — a,  la  bafe  BD  = r> 
l’abfciffe  AP  — x , l’ordonnée  PN  —y , j’ai  Pp  = dx , 6c  PN«o 
=ydx  différence  de  la  fomme  des  élemens  compris  dans  APN. 

n 

Or  l’équation  des  paraboles  eft  y m = x " , donc  y —xm  , 6c 

H 

mettant  cette  valeur  de  ^ dansée  , j’ai ydx  = x m dx,  êc  multi- 
pliant cette  différence  pat  fa  diftancc  AP  à la  droite  EF , j’ai 

n ~hm 

x m dx  pour  la  différence  de  la  fomme  des  momens  , dont 
l’integrale  eft  la  fomme  des  momens , 6c  divifànt 

cette  fomme  par  celte  des  élemens , c'eft-à-dire  par  l’intégrale 

n n-hm 

de ydx = xm  dx , qui  eft  — ^ x m , le  quotient  x , eft  la  di- 
ftancc du  centre  de  gravité  de  APN  à la  droite  EF  ; ainfi  fuppo- 
ûnt  que  AP  = x devienne  égala  AB  = a,  j’ai  7^7^ a pour  1* 

diftance  du  centre  de  gravité  de  la  demi-parabole  ABD  à la 
droite  EF.  • 

Maintenant  pour  trouver  la  diftancc  de  ce  centre  à Taxe,  je 
multiplie  PN np—ydx  par  la  diftancc  7 .y  de  fon  centre  de  gra- 
vité à l’axe  , ce  qui  donne  -j  y ydx  pour  la  différence  de  la  fomme 
des  momens  des  élemens  de  AMP  par  rapport  à l’axe;  or  y 

h tn 

— xm,  donc yl  = xm,  mettant  donc  cette  valeur  de^*  dans 

M tn  Hb  m 

yydx,  j’ai  | x”  dx , dont  l’integrale 

x m eft  la  fomme  des  momens  des  élemens  de  ANP  ; ainfi  divi~ 

» -hm 

lànt  cette  fomme  par  celle  des  élemens  qui  eft^-^x  m 

— m yxm , le  quotient  v eft  la  diftance  du  centre  de 

gravité  de  ANP  à l’axe  ; fuppofant  donc  que  PN  —y  devienne 
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<?gal  à BD  — c,  j’ai  c pour  la  diftance  du  centre  de  gravi- 

té de  la  demi-parabole  ABD  à Taxe. 

Si  m = 3 , n=  i , la  parabole  fera yt  = x , la  diftance  ~ ~m 


aferafa,  6c  la  diftance  c fera  «=fc. 

Si  m = j , n = 2 , la  parabole  fera yi  = , la  diftance 

a fera  £ a , 6c  la  diftance  t fera  c. 

Si  m = 4 , n — i , la  parabole  fera  y*  =x , la  diftance 

a feraf  ,}  6c  la  diftance  fera  & c , &c  ainfi  des  autres. 

y g . Trouver  le  centre  de  gravité  d'un  complément  de  demi-parabole 
de  quelque  genre  qu'elle  fait  (Fig.  4j). 

Je  nomme  le  paramétré  = i , AB  — TD  = <t , BD  = AT 
= r,  AQ  = PN  —x  , QN  = AP  =y  ; donc  P p = dy  , 6c 
PN np=xdy  différence  de  la  fomme  des  élemens  compris  dan* 
APN  , 6c  multipliant  cette  différence  par  fa  diftance  ÂP  =y  a 
l’axe  AP  ; j’ai  yxdy  pour  la  différence  de  la  fomme  des  momens 
par  rapport  à ÂB.  m 


Or  l'équation  des  paraboles  ABD  eft_y  =*  , donc*  y 

6c  mettant  cette  valeur  de  * dans  yxdy , j ai  yxdy  =y  dy  , 

m «4- 1» 

dont  l’integrale  - y~  » , eft  la  fomme  des  momens  des  élc- 

mens  de  ANP  " divifant  donc  cette  fomme  par  celle  des  éle- 

m m-hn 

mens  ou  par  l’integrale  de  xdy=yn  dy  , quieft  ^r„y  ,1e quo- 
tient 


rn-f-  n 


m h-!Ly  t eft  la  diftance  du  centre  de  gravité  de  ANP  à l’axe 

AB  ^fuppofant  donc  que  AP  =y  devienne  égal  à AT  = r , j’ai 
!H±1.  c pour  la  diftance  du  centre  de  gravité  du  complément 

tn  -H  m * 

ATD  à l’axe  AB. 

Pour  trouver  la  diftance  de  ce  centre  à la  tangente  AT  , je 
multiplie  la  différence  PN*  = *dy  par  la  diftanceT  * de  fon  cen- 
tre de  gravité  à la  tangente  AT  , 6c  ,’a.  pour  la  différence 

de  la  fomme  des  momens  des  élemens  de  ANP  , par  rapport  a 

Mmm  \) 


'■ftfo  Lt  Calcul  Differintiel^ 

AT,  & mettant  au  lieu  de  xx  fa  valeur^  " , j’ai  \y  * dy , dont 
l'integrale  — - — y * = — - — xly  eft  la  fomme  des  nv>' 

o 4m  -f-  in-S  4m  -+-  in  y * 

mens  ; & divifant  cette  fomme  par  celle  des  Siemens  qui  en. 

m- f-n 

— - — y " = — - — .vy  , le  quotient  •-  — x eft  la  diftancc<3u 

centre  de  gravité  de  AN  P à la  droite  AT , & fuppofant  que  PN- 
s=*  devienne  égal  àTD  — a,  j’ai  «pour  la  diftance  du 

centre  de  gravité  du  complément  ATD  à la  tangente  AT. 

Si  m — 3.,  n — 1 , l’équation  cft^1  = * , la  diftancc  ~~T,i  c 
ra  i c , & la  diftance  -m  '+'-n-  a fera  h a , menant  donc  AP  = £ c r 

4 * 4M  ~h  lu  1 0 1 

& AX=  a y je  mene  XZ  parallèle  à AT,  PN  parallèle  à AB, 
& le  point  d’interfectioaZ-  eft  le  centre  de  gravité  qye  l’on  clser- 
chc. 

Si  t»==3,  n=  1 , l’équation  fera ^»3  = x ,1a  diftance 

c — $ c , & la  diftance  — ~T*  « = tï  a—~a , ôc  ainfi  des  au- 
très. 

7P.  Trouver  le  centre  de  gravité  itmari  de  cercle  (Fig.  \C , 47). 

Soir  l’arc  de  cercle  EBF  (Fig  4 6.)  dont  la  corde  eft  EF  ; fi  du 
centre  C je  mene  le  rayon  CB , qui  coupe  la  corde  fit  l’arc  cri 
deux  parties  égales , le  centre  de  gravité  de  l’arc  fera  fur  CB  ; 
car  concevant  qu’il  foit  mené  dans  le  fegment  EBF  une  infinité 
de  lignes  parallèles  à EF  , ces  lignes  feront. coupées  chacune 
en  deux  parties  égales  par  le  rayon  CB,  &.  l'arc  EBF  fera  divi- 
lé  en  une  infinité  de  petits  arcs  , dont  ceux  qui  compofent  Tare 
EB  font  égaux  chacun  à chacun  , à ceux  qui  compofent  l’arc 
BP' , c’eft  pourquoi  confidérant  les  parallèles  à EF  comme  au- 
tant de  leviers  chargés  chacun  de  deux  arcs-égaux  qu’on  peutre- 
garder  comme  des  poids  égaux  , le  centre  d’équilibre  des  poids 
de  chaque  levier  fera  dans  le  milieu  du  levier , & par  consé- 
quent dans  le  rayon  CB  qui  coupe  tous  les  leviers  en  deux  éga- 
lement ; donc  le  centre  commun  de  tous  les  poids  ou  de  tous  les 
petits  arcs,  c’eft-à-dirc  le  centre  de  gravité  ae  l’arc  EBF,  fera 
a nlii  dans  le  rayon  CB.  Cela  pofé , 

Je  mené  le  diamètre  AD  (J  ig.  47-)  parallèle  à EF  l’ordonnée 
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3faP,  ï’infinimcnt  proche  mp , la  droite  MR  parallèle  à AD  , ôc 
le  rayon  MC  ; je  nomme  AD  = 2r,  EF  ==2<j,  l’arc  EBF  — 2c, 
l’ordonnée  PM  =_y , l’abfciffe  CP  = x , l’arc  BM  = z ; donc 
MC— r , ¥p=dx  , M m = dz,  & le  trapczoïde  PMwp  ou  le 
rectangle  PMRp  —ydx. 

Or  les  triangles  re&anglcs  CPM , MRot  font  fcmblables , car 
frdes  angles  droits  RMP  ; mMC , on  ôte  l’angle  commun  R.MC , 
ks  angles  aigus  reftans  CPM  , otMR  , feront  égaux  , donc 
PM  , CM-:  : MR  , Mot,  ou  y,  r : : dx  , dz  , d’où  je  tire  ydz 
= rdx  ; or -ydz  eft  le  moment  du  petit  arc  Mm  par  rapport  à A D , 
& Mot  eft  la  différence  de  l’arc  BM , ou  de  la  fomme  des  arcs 
infiniment  petits  qui  coirlpofent  l’arc  BM  , donc  ydz  ou  rdx  eft 
la  différence  de  la  fomme  des  tnomens  de  ces  arcs , & par  coif- 
fe'quent  l’intcgrale  rx  eft  la  fomme  de  ces  momens  par  rapport  à 
AD  ; divifant  donc  cette  fournie  par  celle  des  arcs  qui  compo-' 

font  l’arc  BM  r c’eft- à-dire  par  z,  j’ai  -*  pour  la  diftancc  du  cen- 

tte  de  gravité  de  l’arc  BM  au  diamètre  AD  ; ainfi  fuppofànt  que 
BM  = z , devienne  égal  à EB  = c , on  aura  CP  = x qui  devien- 
dra égal  à QE  = a , ôc  fubftituant  ces  valeurs  de  z ôc  de  x dans 
”,  on  aura " pour  la  diftancc  du  centre  de  gravité  de  l’arc  EB 

au  diamètre  AD  ; or  la  diftancc  du  centre  de  gravité  de  l’arc  BF 
au  même  diamètre  , fera  la  même , donc  la  diftancc  du  cenrre 

de  gravité  de  l’arc  total  EBF  fera  aulïi  ~ ; car  fuppofànt  que  les- 

Joints  O , T , foient  les  centres  de  gravité  des  arcs  EB , BF , 

1 droite  OT  qui  joindra  ces  deux  centres  fera  parallèle  au  dia- 
mètre AD,  ôt  confidérant  OT  comme  Un  levier  aux  extrémités 
duquel  font  fufpendus  deux  poids  égaux  entr’eux , le  centre  com- 
mun de  ces  deux  poids  fera  fur  OT  ; or  il  eft  auffi  fur  BC,  donc 

il  fera  au  pofnt  V , ôc  fa  diftancc  au  diamètre  AD  fera 

Puifque  la  diftance  du  centré  de  gravité  dé  l’arc  EBF eR  ^ 
il  s’enfuit  quer  ,a  ::  r , ",  ou  bien  en  doublant  les  deux  premiers- 
termes  2c , sa  : : r , " , c’eft-à-diré  , l’arc  EBF  eft  à fa  cords 

EF  , comme  le  rayon  BC  eft  à fa  diftancc  CV  du  centre  degra-- 
vité  de  l’arc  au  diamètre. 

80.  Trouver  le  centre  de  gravité  d'un  feclettr  MCM  de  cercle- ‘ 

M m ru  iij> 


4^1  Le  Calcul  Différentiel; 

Du  centre  C je  mene  le  rayon  CA,  qui  coupe l'atc  MAM,  8c 
fa  cordc  MM  en  deux  également , & le  centre  de  gravité  du 
fecleur  eft  fur  ce  rayon  ; car  concevant  que  par  tous  les  points 
de  ce  rayon , il  pafle  des  circonférences  dont  le  centre  commun 
foit  le  centre  C,  & qui  feront  les  élemens  du  feéleur , toutes  ces 
circonférences  feront  coupées  en  deux  parties  par  le  rayon  AC  i 
donc  leurs  centres  de  gravité  feront  tous  fur  AC  , & par  confé- 
quent  le  centre  de  gravité  commun,  c’eft-à-dire  le  centre  de 
gravité  du  fedeur  fera  aulli  fur  ce  rayon. 

Je  décris  avec  un  rayon  CQ  pris  à volonté  8c  moindre  que 
CM  un  arc  QQ  8c  un  autre  arc  infinimentprocheÿÿ,les  fedeurs 
MCM,  QCQ étant  femblables  onaMAM,  MM  : : QPQ,  QQ» 
or  nommant  x la  dittance  du  centre  de  gravité  de  l’arc  MAM  âu 
diamètre  RS  8c  z,  la  diftance  du  centre  de  gravité  de  l’arc  QPQ 
nous  avons  par  l’article  précédent  MAM , MM  : ; AC,  x ; donc 
AC , x : : Q l’Q , QQ , par  le  même  article  précèdent  nous  avons 
QPQ,  QQ::  CP , z , donc  AC,  CP , z,  c’eft-à-dire  que  les 
rayons  AC , PC  des  arcs  MAM  , QPQ  font  proportionnels  aux 
diftances  des  centres  de  gravité  x,  z de  ces  arcs  au  diamètre  RS, 

Or  le  moment  de  l’arc  MAM  par  rapport  au  diamètre  RS  eft 
égal  à l’arc  MAM  multiplié  par  la  dillance  x,c’e(l-à-dire  = MAM 
x x , 8c  par  la  même  raifon  le  moment  de  l’arc  QPQ  eft  = QPQ 
x z,  donc  ces  ruomens  font  en  raifon  compofée  delà  raifon  des 
arcs  MAM,  QPQ  8c  de  celle  des  diftances  a-,  z,  mais  ces  deux 
raifons  font  égales  entr’elles  8c  à la  raifon  des  rayons  AC,  PC, 
donc  ces  momens  font  entr’eux  en  raifon  doublée  de  la  raifon 
des  rayons  ou  comme  les  quarrés  des  rayons  ; cela  pofé. 

Je  nomme  le  rayon  CA  = r , l’atc  MAM  = 2 c,  fa  corde  MM 
= 2<j,le  rayon  CQ=v,  donc  ^Q=d.v;  par  l’article  precedent 
le  moment  de  l’arc  MAM  par  rapport  au  diamètre  RS*  ou  la 
fomme  des  momens  des  arcs  infiniment  petits  compris  dans  MAM 
eft  2ar;  or  nous  venons  de  voir  que  le  moment  de  l’arc  MAM 
eft  au  moment  çie  l’arc  QPQ  comme  le  quarré  du  rayon  AC  eft 
Ru  quarré  du  rayon  PC,  donc  faifant  rr,  xx:  : 2 ar , ~,  nous 
aurons  pour  le  moment  de  l’arc  QPQ  ; 8c  multipliant  ce 
moment  par  ^Q=  dx , nous  aurons  ~ — pour  le  moment  de  la 
portion  QQ qq , ou  pour  le  moment  de  la  différence  du  fcéteur 
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£cq,  & par  conféquent  fon  intégrale  fera  le  moment  du 

fe&eur  QCQ ; or  faifant  r,  2 c::x , ™ , on  a ~ pour  la  valeur 
de  l’arc  QQ,  & multipliant  cet  arc  par  { x on  a ~ pour  la  va-, 
leur  du  feûeur  QCQ  , divifant  donc  le  moment  par  la 

grandeur  on  a = ~ pour  la  diftance  du  centre  de 

gravité  du  fe£teur  QCQ  au  diamètre  RS  ; & fuppofant  que  CQ 
*==  x devienne  égal  à CM  = ron  aura  ~ pour  la  diftance  du 
centre  de  gravité  du  fecteur  MCM  , d’où  l’on  tire  c ,a::~r  f 
ou  bien  en  doublant  les  deux  premiers  termes  2er  2«::fr, 

~ ; c’cft-à-dire  la  corde  eft  à l’arc  comme  les  deux  tiers  du  rayon 

a la  diftance  du  centre  de  gravité  du  feéteur  au  diamètre  RS. 
81.  Trouver  le  centre  de  gravité  d’une  hyperbole  , ( Fig.  49.  ). 

Je  nomme  le  demi  premier  axe  CA  = a , le  demi  fécond  axe' 
CB  —b , la  hauteur  AH=r,  l’abfciffe  AP=\v,  l’ordonnée  PM 
—y  ; donc  P/?=  dx  ; or  par  la  propriété  de  l’hyperbole  j’ai  yy 

= ^ x 2a.v-+-xx- , donc_y  — ~ v'iax  -4-  xx  — j x 7 v'u-t-.v  , & 
par  conféquent  le  trapezoïde  PM mp—ydx=i-  x^xv'  Jn-.vr 

êc  le  trapezoïde  MTow  — y xT  dx  ✓*-4-*  eft  la  différence  de 

TAM  ou  de  la  fomme  des  élemens  compris  dans  T AM , je  mul* 
tiplic  cette  différence  par  fa  diftance  AP  = x à la  droite  FE  * 

& le  produit  -^x^dx%/a-+-x  eft  la  différence  du  moment  de 

TAM  ou  de  lalbmmc  des  momens  des  élemens  de  TAM,  pre- 
nant donc  l’intégrale  de  ces  deux  différences  , & divifant  1 une 

Îar  l’aurrc  le  quotient  fera  la  diftance  du  centre  de  gravité  de 
'AM  à la  droite  EF  ; & fuppofant  que  AP  = x devienne  égale 
à AH  — c,  on  fubftitucra  c au  lieu  de  x dans  le  quotient  & l'o» 
aura  la  diftance  du  centre  de  gravité  de  l’hyperbole  «AV  à la  droite 

EF.  • 

Les  intégrales  des  deux  différences  fe  trouveront  en  réduifanf 
l’une  &.  l’autre  différence  en  fériés  par  le  moyen  de  la  formule 

m m 

F^TFq»=P«>&c- 
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On  trouvera  de  la  même  façon  le  centre  de  gravité  de  l’Ellipfe.' 
Si  on  vouloit  trouver  le  centre  de  gravité  de  la  demi  hyperbole 

AVH  , on  auroit  ~ x 7 dx  Va  -+-  .vpour  le  trapezoïde  PM mp  qui 
eft  la  différence  de  PAM , ou  de  la  fomme  des  dlemcns  de  PAM, 
& multipliant  cette  différence  par  la  diftance  AP  = x , on  auroit 

k~  x * dx  Va  ■+•  x pour  la  différence  du  pioment  de  PAM  ou  dp 

la  fomme  des  momens  des  élcmens , ainfi  prenant  l'intégrale 
de  ces  deux  différences , & divifant  la  fécondé  intégrale  par  la 
première  le  quotient  feroit  la  diftance  du  centre  de  gravité  de 
PAM  à la  droite  EF,  laquelle  diftance  feroit  vifiblement  la  mê- 
me que  celle  que  nous  venons  de  trouver  pour  l’hyperbole  en? 
tierc. 

Et  pour  trouver  la  diftance  du  même  centre  à l’axe  AP , on 
multiplieroit  le  trapezoïde  ou  re£tangie_ydx  par  fa  diftance  à 

J’axe  , & l’on  auroit  - dx  = — dx  x aax-y-xx  = — xdx  y.  a- f-x 

pour  la  différence  de  la  fomme  des  momens , &cc. 

82.  Trouver  le  centre  de  gravité  de  [efpace  hyperbolique  RCEFS 
(Fig.  y 0.  ) de  quelque  genre  que foit  f hyperbole . 

Je  nomme  la  puiffancê  de  l'hyperbole  AH==  AB=  1 , l’abf- 
ciffe  CP  = x , l’ordonnée  PM —y , & la  hauteur  CR  = * ; donc 
ï>p  = dx,  ||jM  mp  =ydx  ; or  par  la  propriété  de  l’hyperbole  j’ai 
Ab  =y  x , ou  1 —y  x , dou  je  lire  - =x,  opy 

— ou  enfin^m=.v  en  fuppofant  que  m reprefente  un  nombre 

I 

négatif,  donc^  = Am,  6c  mettant  cette  yaleur  dejt  dans^dx  , 

' I 

i’ai ydx  = xmdx  pour  la  différence  de  l’efpace  PCEM,  ou  pour 
la  différence  de  la  fomme  de  fes  élcmens  ; ôc  multipliant  par 

i+, 

la  diftance  PC  de  cette  différence  à l’afÿmptore  CE  j’ai  xm 
dx  pour  la  différence  de  la  fomme  des  momens  des  élcmens  de 

l-f-  M J 

PCEM , dont  l’intégrale — — x m — — - — xm  2 eft  la 

0 1 -f- 1 m 1 -f-  ttn 

Comme  des  momens, de  divifant  cette  fomme  par  celle  des  élcmens 

c y 1 

ou  par  l’intégrale  de  ydx  = xm dx  qui m ',1e quo- 
tient 
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tient  — x—  ~ x eft  la  diftance  du  centre  de  gravité  de 
l’efpace  rCEFM  à l’afymptote  CE,  & fuppofant  que  PC=a? 
devienne  égal  à CR  = «,on  aura  a 'pour  la  diftance  du 

centre  de  gravité  de  l’efpace  RCEFS  à l’afymptote  CE. 

. Si  m — — 1 comme  dans  l’hyperbole  ordinaire , on  aura 


a = l—_  ‘ a — ~j  a , 6c  par  conféquent  la  diftance  du  centre 
de  gravité  à l’afymptotc  eft  infiniment  petite  ou  nulle.  : - 

C*  i-4-w  1 — * — 1 - 

01  m = — 2 , on  aura  — - — a = a = — & 

7 14-im  1 — 4 — 3 1 1 

ainfi  des  autres. 

Maintenant  pour  trouver  la  diftance  de  ce  même  centre  à l’a- 

r 

fymptote  CR je  multiplie  le  trapezoïde  ou  reftangle  ydx  =éxm 
dx  par  la  diftance  ÿ y de  fon  centre  de  gravité  à l’afymptote  CR 

i • 0 _ ; 

Ce  qui  donne  pour  la  différence  de  la  (bmme  des 

momens  , des  élemens  de  PtEFM , donc  l’intégrale  -m~- 

*-f-i  I . \ : 

xm  eft  la  fomme  des  momens  , & divifant  cette  fomme  par 


celle  des  élfcmens  qui  eft 


r-h  1 


le  quotient 


m -f-  mm 
4*»  -f-  -irun 


i_  1 

xm  = I-~f~ ” xm  — - ’4* m y eff  la  diftance  du  centre  de  gravité 
de  l’efpace  PCEFM  à l’afymptotc  CR , & fuppofant  que  PM— y 
devienne  égal  à RS  — b , on  aura  b pour  la  diftance  du  cen- 

tre de  gravité  de  l’cfpace  RCEFS  à la  même  afymptote. 

Si  r»  = — 1 on  aura  I~*~m  b — 'J^-b==  ~a  , ainfi  la  di- 

fiance  eft  infiniment  petite  ou  nulle , ôt  l'efpacc  RCEFS  n’a  point 
de  centre  de  gravité. 

Si  m=  — 1 on  aura  -~4""*  b = b — — ' b , & par  con- 

4 H-  ii»  4 4 o 7 * 

féquent  la  diftance  fera  infiniment  grande.  • 

Si  m—  — 3 on  aura  b — l-^~b=^b—b'tCim— — 4, 

on  aura  — ~f~’"  i = b = — b=^b,&c  ainfi  des  autres. 

Nnn 
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84.  Trouver  le  centre  de  gravité  d'un  cylindre  ( Fig.  J 1 . ). 

Si  on  coupc  le  cylindre  par  un  plan  ABCD  qui  partage  fip 
bafe  inférieure  &c  b fupérieure  chacune  en  deux  parties  égales , 
ce  plan  coupera  tous  les  éiemens  du  cylindre  parallèles  à la  bafe 
chacun  en  deux  également , & par  conféquent  comme  il  paf- 
fera  par  les  centres  de  gravité  de  tous  les  éiemens,  il  paflera. 
auffi  par  le  centre  commun  ou  par  le  centre  de  gravité  du  cy- 
lindre , par  la  même  raifon  fi  on  coupe  le  cylindre  par  un  autre 
plan  FEGH  qui  divife  les  deux  bafes  en  deux  parties  égales  , ce 
plan  paflera  aulfi  par  le  centre  de  gravité  du  cylindre  , donc  ce 
centre  fe  trouvera  fur  l’interfetlion  des  deux  plans  ; or  il  eft  vifible' 
que  la  feüion  OT  des  deux  plans  eft  l’axe  du  cylindre  ,.donc  le 
centre  de  gravité  du  cylindre  eft  fur  l’axe. 

Je  nqqime  l’axe  TO  = <r,  la  partie  TP=x  , le  rayon  AT 
— PM  = r,  & la  circonférence  de  ce  rayon  — p ,’donc  Pp  = dx,. 

& le  cercle  MM  — multipliant  donc  par  Pp  = dx  j'ai  r~. 

pour  la  différence  de  la  fomme  des  éiemens  compris  dans  AMMB 
& ‘ multipliant  cette  différence  p§r  fa  diftance  TP  = « à la  bafe 

AB,  j’ai  pour  la  différence  de  b Pommades  momens , donc 
l'intégrale  eft  la  fomme  des  momens , ainfi  divifatn  cette  fern- 

me  par  celle  des  éiemens  ou  par  l’intégrale  de  qui  eft  'fx  le 

quotient  7 * eft  la  diflance  du  centre  de  gravité  de  la  portion 
AMMB  à la  bafe  AB,  fuppofaot  donc  que  TP  = x devienne 
égal  à TO  = a , on  aura  7 a pour  b diftance  du  centre  de  gra- 
vité du  cylindre  à la.  bafe  AB. 

8 y.  Trouver  le  centre  de  gravité  d'une  pyramide  ( Fig.  y 2.  ). 

Toute  pyramide  droite  ou  inclinée,  régulière  ou  irrégulière 
peut-être  divifée  en  une  infinité  d’élenrens  parallèles  à b bafe 
& fcmblables  entr’eux  ; or  les  centres  de  gravité  des  Figures  fem- 
blablcs  étant  fcmblablement  pofés , on  peur  démontrer  aifémcnc 
par  b Géométrie  ordinaire  que  fi  du  centre  de  gravité  O de  la 
bafe  on  mene  une  droite  OD  au  fommet,  cette  droite  nommée 
axe  paffera  par  les  centres  de  gravité  de  tous  les  éiemens  , & 
que  par  conféquent  le  centre  ac  gfavité  de  b pyramide  eft  fur 
cet  axe;  ( voyés  1a  mefure  des  lurfaces  & des  foüdes  ) ; cela  pofé. 

Je  conçois  un  plan  parallèle  a b bafe  & qui  paflè  par  le  fom- 
met D , je  nomme  DO  = a , DP  = x , Pp  = dx , & la  bafe  AC 
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= b ; les  plans  AC , MM  étant  femblables  font  entr’eux  com- 
me les  quarrés  de  leur  côtés  , ou  comme  les  quartés  des  droites 

DO , DP , faifant  donc  aa  , xx  : : S , ^ , on  aura  ~ pour  la  va- 
leur du  plan  MM  , & multipliant  par  P p — dx,  on  aura  k-~- 
pour  la  différence  de  la  fomrne  des  élemens  compris  dans  la  py- 
ramide MDM,  je  multiplie  cette  différence  par  la  diftance  DP, 
= * au  plan  qui  paflê  par  le  fomraet  fie  le  produit  eftladif-, 

férence  de  la  fomme  des  momens , donc  l’intégrale  ^ efl  la 
fomrne  des  momens , je  divife  ceue  fournie  par  celle  des  élc- 
mens  ou  par  l’intégrale  de  qui  eft  , & le  quotient  a x 

efl  la  diftance  du  centre  de  gravité  de  la  pyramide  MDM  au 
plan  qui  paffe  par  le  fomrnet , fuppofant  donc  que  DP  = x de- 
vienne égal  à DO=a  on  aura^a  pour  la  diftance  du  centre  de 
jgraviré  de  la  pyramide  ADC  au  plan  qui  paffe  par  le  fommet  D* 

8 6.  Trouver  le  centre  de  gravité  dr  la  fphere  ( Fig.  26.  ). 

Si  l’on  cotipe  la  fphere  par  une  infinité  de  plans  parallèles  au 
.cercle  que  décrit  le  rayon  DC  autour  de  AB  , Je  diamètre  A B 
paffera  par  tous  les  cefttres  de  ces  plans , fie  par  conféquent  le 
centre  de  gravité  de  la  fphere  fera  fur  ce  diamètre. 

Je  nomme  DC  = AC  = r , la  circonférence  décrite  par  le 
point  D —p , le  diamètre  AB=  2t,  l’abfciffe  AP  = * , l’ordon- 
née PM=y,  fie  faifant  r , p:  -.y , , j’ai  ^ pour  la  circonféren- 

ce que  le  point  M décrit  autour  de  AB  ; je  multiplie  cette  circon-i 
férence  par  \y , ce  qui  donne  ~ pour  la  valeur  du  cercle  décrit 
par  PM;  or  par  la  propriété  du  cercle  j’ai  yy=arx — xx,  donc 
® =«  px  — , fie  multipliant  par  dx  j’ai  pxdx  — pour  la 

différence  de  la  fomme  des  élemens  du  fegment  fpherique  dé- 
crit par  AM  autour  de  AP  , je  conçois  un  plan  parallèle  aux  éle-" 
mens  fpheriques  6c  qui  paffe  par  le  fommet  A , fie  multipliant  là 
différence  que  je  viens  de  wouver  par  fa  diftance  AP  = * au 

plan  parallèle , j’ai  pK'-dx  — t-lli  pour  la  différence  de  la  fomme 
des  momens  ; donc  l’intégrale  ~ — îïl  eft  Ja  fomme  des  mo- 
mens , fie  divifant  cette  fomme  par  celle  des  élemens  fpheriques 

N nn  ij 
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on  par  l'intégrale  de  pxdx  — qui  eft  — , le  quotient 

eft  la  diftance  du  centre  de  gravité  du  fegment  fpheri- 

que  décrit  par  AM,  au  plan  parallèle  qui  paffe  par  le  point  A. 

Ainfi  fuppofanr  que  AP  — x devienne  égal  à AB=2t , on- 
aura  tr—f- = Atfrr — UT=  vç==T  c’eft-à-dire  le  centre  de- 

Ji  r 4Jt  IIP  — 8r  4P  . 

gravité  de  la  fpherc  entière  eft  le  même  que  le  cenfre  de  la 
tphere.  .* 

Si  lYm  fuppofe  que  AP  = * devienne  égal  à AC  =r  on  aura 
1L'=  !Z  = ir, c’eft- à-dire  la  diftance  du  ccn- 

rre  de  gravité  de  la  demi  fpherc  décrite  par  AD  au  plan  qui  pâlie 
par  A eft  { r. 

87.  Trouver  le  centre  de  gravité  Sun paraboloïde  formé  par  la  cir- 
convolution d’une  demi  parabole  BAG  autour  de  [ axe  AC  ( Fig.  27.  ). 

; Le  centre  de  ce  paraboloïde  eft  fur  l’axe  AC  autour  duquel' 
icurcs  les  ordonnées  décrivent  des  cercles  , je  nomme  le  para- 
métré = 1 , la  hauteur  AC  = a , l’abfcilfe  AP  = x , 1 ordonnée 
PM=jt,  la  bafe  BC  —r,  la  circonférence  décrite  par  le  point 
B =/?  ; donc  Pp  = ihc , la  circonférence  décrite  par  le  point  M 
eft  y , & le  cercle  décrit  par  MP  eft  or  par  la  propriété  da 

la  parabole^  = x , donc  = ^ , fit  multipliant  par  Pp  — dx,, 

j’ai  Li  pour  la  différence  de  la  fomme  des  élcmens  décrits  par 
la  révolution  de  MAP , je  conçois  un  plan  parallèle  à la  bafe 
du  paraboloïde , . & qui  paffe  par  le  point  A , Sc  multipliant  — 

par  fa  diftance  AP  = x j’ai^L^  pour  la  différence  de  la  fomme 

des  momens , donc  l’intégrale  r~  eft  la  fomme  des  momens  , 
&i  divifant  cette  fomme  par  celle  des  élcmens  ou  par  1 intégra- 
le de  qqi  eft  , le  quotient  x eft  la  diftance  du  centro 

de  gravité  du  paraboloïde  décrir  par  MAP  au  plan  qui  paffe  par 
A , donc  y a eft  la  diftance  du  centre  de  gravité  du  paraboloïde 
entier  décrit  par  BAC  à caufe  qu’alors  * devient  <t. 

88.  Trouver  le  centre  de  gravité  du  folide  formé  par  la  circonvo- 
lution de  la  demi  parabole  BAD  autour  de  BT  parallèle  à Jon  axe . 
AD  (Fig.  2p.). 
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Je  nomme  le  paramétré  = i , la  bafe  BD  = r,  la  circonféren- 
ce que  le  point  D décrir=/> , la  hauteur  AD  ==  a,  l'abfciffe  AP 
==  a , l’ordonnée  PAI  ==y , donc  ?p  = dx  & QM  = r —y. 

La  circonférence  que  le  point  M décrit  eft  , & multi- 
pliant pat  - r — ~y  t le  produit  — J*  ^ eft  le  cercle  décrit 

par  MQ  ; or  le  cercle  décrit  par  QP  = BD  eft  , ôtant 

donc  de  ce  cercle  celui  qui  eft  décrit  par  MQ , j’ai  "H—W 
pour  la  couronne- décrite  par  QP  autour  de  BT,  & multipliais 
l^r  Pp  = dx  j’ai  W-m*  pour  ia  différence  de  la  fomme  des 
élcmens  du  folide  décrit  par  AMP  autour  de  BT  , & mettant' 
au  lieu  de  y fa  valeur  *T>  & au  lieu  de  ji»  fa  valeur  a;  prife  de 

1 équation yy=x,  j’ai  jc  conçois  un  plan  parsllele 

au  cercle. décrit  par  BD , ôc  qui  paffe  par  le  point  A , & multi- 
pliant la  différence  que  je  viens  de  trouver  par  la  diflance  AP 

i-f-  I ^ 

=Sx:X  > i a*  — — JlJl  pour  la  différence  de  la  fomme  des 


îrtomenj,  donc  l’intégrale  irpx]^~-  — eft  la  fomme  des  mo-* 
mens,  & divifant  cette  fommo  par  celle  des  élemens  ou  par' 

l’intégrale  de-^li^qui-eft  ^ - Ç , le  quotient 


Ufpx  1 

A. 

40  rpx  1 


— 1 * T O px  î 
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4»?*  1 1 tf* 


4°«  1 — Ij* 


= 1’;7  *a  diftance  du  centre  de  gra- 

4or  — içx* 

vité  du  folide  décrit  par  AMP  au  plan  qui  paffe  par  A. 

Ainfi  fuppofanr  que  AP  = ,x  devienne  égal  à AD=a  , & 
qne  PAf=y  devienne  égalà  BD  = r,  on  aura  -rx~  IOJ? 

J “ 4or  — J J/ 


10 

~ 40 r I fr~~ 


^ ’ ~y  a pour  la  diftance  du  centre  de  gravité  du  fo- 

lide décrit  par  AB  au  plan  qui  paffe  par  A , cette  diftance  fe  prend 
fur  AT  autour  duquel  la  demi  parabole  ABD  fait  fa.  révolution. 

Nnniij. 


I 
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85.  Trouver  le  centre  de  gravité  du  folide  jormé par  la  rèvelhion 
de  la  demi  parabole  A autour  de  AT  tangente  aufommet  A (Fig.  25.). 

Il  eft  viüble  que  ce  centre  eft  fur  AT  ; or  nommant  AD  = r, 
la  circonférence  décrite  par  le  point  D autour  de  AT  ==p , le  pa- 
ramétré = 1 , l’abfcifle  ÀP  = .v  , ôc  l'ordonnée  PM  —y  , j’ai 

V p = dx } ôc  la  circonférence  décrite  par  le  point  P eft  - ; ôc 


multipliant  cette  circonférence  par  PM— p,  j’ai  y*  pour  la  fur- 
face  cylindrique  décrite  par  PM  autour  de  AT , je  multiplie 
cette  furface  par  Vp=dx , ce  qui  donne  pour  la  différence 
de  la  fomme  des  élemens  cylindriques  qui  compofcnt  le  folide 
formé  par  MPA  autour  de  AT  ; or  l'équation  de  la  parabole  étant 

± j A 

yy  — x j’ai  y = x * , donc  f-~-  — tLldl f jc  multiplie  cette  di£- 
férençe  par  \y  qui  eft  la  diftance  de  fon  centre  de  gravité  au  cer- 

i 

cle  décrit  par  AD , ce  qui  donne  ZülJï  — EL-i  pour  la  diffé- 


rence de  la  fomme  des  momens  ; donc  l’intégrale^  = Px— 


6r 


.eft  la  fomme  des  momens , ôc  divifant  cette  fomme  par  celle 

i i. 

des  élemens  ou  par  l’intégrale  de  -*■  y-  qui  eft  le 

quotient  fTy  eft  la  diftance  du  centre  de  gravité  du  folide  décrit 
par  AMP  au  cercle  décrit  par  AD;  ainfi  fuppofant  qut^PM=ji 
devienne  égal  à BD  = a,  j'ai  ’^a  pour  la  diftance  du  centre  de 
gravité  du  folide  décrit  par  ABD  au  cercle  décrit  par  AD. 

ÿ o . Trouver  le  centre  de  gravité  du  folide  décrit par  la  circonvolu- 
tion dune  demi-parabole  ABC  , autour  defabaje  BC  (Fig.  y y). 

Il  eft  évident  que  ce  centre  eft  fur  fa  bafe  BC  ; or  nommant  ' 
AC  = r,  la  circonférence  que  AC  décrit  =p,  la  bafe  BC  = «> 
l’abfciffe  AP  = x,  l’ordonnée  PM=y,  j*ai  Pp  = dxSi.¥C  — r 
> — x j la  circohférence  décrite  par  le  point  P autour  de  BC  eft 

r£  ; ôc  multipliant  cette  circonférence  par  PM  = y , j’ai 


TL.JHT  pour  la  furface  cylindrique  que  PM  décrit;  je  ntultiplie 

cette  furface  par  P p = dx , ce  qui  donne  pour  la  dif- 

férence de  la  fomme  des  élemens  cylindriques  décrits  par  AMP  ; 
or  l’équation  de  la  parabole  étant  yy  — .v  , j’ai  'oydy  — dx , ôc 
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Bletjant  cette  valeur  de  dx , dans  la  différence  trouvée  , j’ai 
: je  multiplie  cette  différence  par  \y , qui  eft  la 
diilance  dé  fon  centre  de  gravité  au  cercle  décrit  par  AC , ce 
qui  donne  llr,'d}f  -P,i}  — p0Ur  ja  différence  de 

la  fomme  des  mornens  ; donc  l’intcgrale  — VLL  — ICZl 
-_2^7  eft  la  fomme  des  montons  ; je  divife  cette  fomme  par 


celle  des  élemens  ou  par  l’intégrale  de  , xTT*dJ 


qui  eft 


SB.’  - '-BL  = , & le  quotient  cft  }a 

fiance  du  centre  de  gravité  du  folidc  décrit  par  AC. 

Or  en  mettant  au  lieu  de  y*  fa  valeur  x , on  a ’—ST.  1°’ry  ainfi 

fuppofant  que  AP  — x devienne  égal  à AC  — r,  on  aura  PM 
= y égal  à BC  = a , fie  fubftituant  ces  valeur  on  aura 

-5f>  ~ ~ °r.J  s=-^a  , pour  la  diftancc  du  centre  dé 

40r 14X  *or — t-t  7 r 


gravité  du  folidc  décrit  par  ABC  au  cercle  décrit  par  AC. 

<?  t . Trouver  le  centre  de  gravité  d'un  folide  formé  par  ta  révolution 
d’un  efpace  parabolique  ABC , autour  d'un  diamètre  AB  auquel  Us 
ordonnées  BC,  MP,  ne  font  pas  perpendiculaires  (Fig.  31). 

Les  furfaces  coniques  décrites  par  les  ordonnées  BC , MP  , 
ont  leurs  centres  de  gravité  éloignés  de  leurs  fommets  des  deux- 
tiers  de  leurs  hauteurs , car  fi  l’on  conçoit  que  de  tous  les  points 
de  la  circonférence  de  leurs  bafes  foient  menées  des  droites  à 
leurs  fommets , ces  furfaces  feront  divifées  en  une  infinité  de 
petits  triangles  ; or  dans  chacun  de  ces  triangles  le  centre  de  gra- 
vité eft  éloigné  du -Commet  des  deux  tiers  de  la  hauteur  , donc 
leur  centre  commun  fera  à la  même  diftance , & par  conféquenr 
coupant  la  furface  décrite  par  BC  parurt  plan  parallèle  à fa  bafe 
fie  éloigné  de  B des  deux  tiers  de  fü  hauteur , la  feüion  de  cc 
plan  fera  un  cercle  fur  la  circonférence  duquel  feront  les  cen- 
tres de  gravité  de  tous  les  triangles , fie  le  centre  de  ce  cercle  fera 
le  centre  commun  3 or  il  eft  évident  que  ce  centre  cft  fur  le  dia- 
mètre AS , donc  les  centres  de  gravité  de  toutes  les  furfaces  co- 
niques décrites  par  les  ordonnées,  fie  par  conféquent  leur  cen- 
tre de  gravité  commun  eft  fur  ce  diamètre. 

Je  nomme  SC = r , la  circonférence  que  le  point  C décrit  = p r 
lîabfciffe  AM  = *,  l’ordonnée  PM  ==y,  le  diamètre  AB  = k y 
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'la  bafc  BC  — !>>  la  hauteur  A Z —a,  la  coupée  AN  = «,1e 

f>aramerrc  = i , ôc  la  droite  BS=/,  laquelle  eftla  hauteur  de 
a furface  conique  décrite  par  BC  ; donc  Mot  — dx  ,Nn  — dz , 
& la  diftance  du  centre  de  gravité  de  la  furface  conique  décrite 
par  BC  à fon  fommet  B eft=f/. 

Faifant  les  mômes  raifonnemens  que  dans  l’article  y 2 ; je  trou* 

ve  z = “ , dz  = y , la  furface  que  MP  décrit  = ^ , ôc  par 

conféqucnt  multipliant  par  dz—  "y , j’ai  pour  la  différence 
de  la  fournie  des  furfaces  décrites  par  les  ordonnées  de  AMP  ; l’é- 

quation  de  la  parabole  eft_y_y  = x,  d’où  l’on  tire^  = * 4 

Maintenant  pour  trouver  le  centre  de  gravité  de  cette  diffé- 
rence les  triangles  fcmblables  SBC , RMP , donnent  BC,  SB 
: : MP , MR  , ou  b , /:  : y , îf = MR , & par  conféqucnt  ~ cft 
la  diftance  du  centre  de  gravité  de  la  furface  conique  décrite 
par  MP  au  fommet  M , & fa  diftance  au  point  Aeft‘|+*, 

£~  -+-  x ; je  multiplie  la  différence  par  la  diftance  de  fon 

centre  de  gravité  au  point  A , c ’eft-à-dire  par  -H  x , ce  qui 

a 

donne  -H  pour  la  différence  de  la  fomme  des  mo- 

mens;  donc  l’integrale  "F eftlafomme des  momens j 
ôc  divifant  cette  fomme  par  celle  des  furfaces  élémentaires , ou 

pat  l’integrale  de  qui  cft  ^ le  quotient 

= **?'&**  1 — yi+yk*  ja  djftance  du  centre  de  gra- 

vite  du  folide  décrit  par  AMP  ; donc  fuppofant  que  PM  = ji 
devienne  BC  = b , & que  AM  — x devienne  AB  = h , on  aura 

ify-+- lobx  8/ï-t-io4* Sf-y-ioh  8 f , ih  I J-/1  J 

iïi — = ‘ — =17 -+-7  PGUr  Ia  d,ftancc  d« 

centre  de  gravité  du  folide  décrit  par  ABC  au  fommet  A. 

92.  Trouvtr  le  centre  de  gravité  du  folide  décrit  par  /’ efp ace  hyper- 
bolique RCEFS  , qui  tourne  autour  de  t afymptote  CE , (Fig.  jo.) 
de  quelque  degré  que  foit  f hyperbole. 

Le  centre  de  gravité  de  ce  folide  eft  fur  l’afyniptote  CE  ; je 

nomme 


/. 
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nomme  la  puiiïance  de  l’hyperbole  AH= AB=  1 , la  hauteur 
CR  = r , la  bafe  RS=  b , l’abfeiffe  CP  = x , l’ordonnée  PM=_y , 
la  circonférence  décrite  par  le  point  R =p\  donc  P p = dx,  la 
circonférence  décrite  par  le  point  P cll^,  laquelle  étant  multi- 
pliée par  PM  =y , donne  — pour  la  furfacc  cylindrique  décri- 
te par  PM  ; & multipliant  par  Pp—dx j’ai pour  la  différen- 
ce de  la  fomme  des  élemens  cylindriques  décrits  pour  l'cfpace 
PCEFM;  or  l’équation  de  toutes  les  hyperboles  eft  iz=ymx  ou 
^ — x , ou  y m = *,ou  enfin_ym=  * , en  fuppofant  que  m rc- 

X 

préfente  un  nombre  négatif,  donc_y  = * “ , 6c  mettant  cette 

valeur  de^>  dans  la  différence  trouvée  , j’ai  — f-—r— — 7-—  > & 

multipliant  cette  différence  ou  élément  par  fa  diftance -j_y  = ir 
i i-t-i 

* **  J 

xm  au  cercle  décrit  par  CR , j’ai” pour  la  différence  de  la 

fomme  des  momens  , donc  l’integralc  — eft  la  fomme  des 

7 0 4r-j-4Wr 

momens  ; & divifant  cette  fomme  par  celle  des  élemens  ou  par 
i-f-i  --+-2 

l’intégrale  de  - — - — — qui  eft  r r px  m 2 , le  quotient 

I 

xm  — \~fr~y  eft  la  diftance  du  centre  de  gravité  du  folidc 
formé  par  l’efpace  PCEFM  , au  cercle  décrit  par  RC , 6c  fup- 
pofant que  PM  —y  devienne  égal  à R S=b,  j’ai  ^—^ipour 
la  diftance  du  centre  de  gravité  du  folide  formé  par  RCEFS. 

Si  m= — 1 , comme  dans  l’hyperbole  ordinaire  on  aura 
b — '-^ff^b  — — \ b , 6c  par  conféquent  la  diftance  du 
centre  de  gravité  eft  infinie. 

Si  /m  — — 2 , on  aura  b = b=\b;  fi  m = — 3, 

on  aura  1-*-  b—lb,  6c  ainfi  des  autres. 

5)3.  Trouver  le  centre  de  gravité  du  folide formé  par  la  révolution  du 

Ooo 
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tu.  me  efpac  hyperbolique  autour  de  f afymptote  CR  (Fig.  yo.)  de  quel- 
que degré  quejoit  f hyperbole. 

Je  nomme  RS  = r,  la  circonférence  décrite  par  le  point  S 
— p,  la  droite  CR=4,rabfcilTe  CP=jc, l’ordonnée  Pm=>> 

& l’équation  de  l'hyperbole  y”1  = .v , la  circonférence  décrire  par 
le  point  Al  eft  ^ laquelle  étant  multipliée  par-j_y , donne  r~  pour 

le  cercle  décrit  par  PM  ; & multipliant  par  P p=dx  , j’ai 
pour  la  différence  des  élemens  circulaires  décrits  par  la  révolu- 
tion de  l'efpacc  PCEFM;  or  puifque^”’  = ar,  donc  mjT  ’ dy 
= dx,  6c  mettant  cette  valeur  de  dx  dans  la  différence  f-—l  j’ai 

ir — 6c  multipliant  cet  élément  par  fa  diftance  CP  = x—y’ 

au  cercle  décrit  par  CE,  j'ai  qr~~y  Pour  la  différence  de  la 

fomme  des  momens , donc  l’integrale  eft  la  fomme  des 

momens  : je  divife  cette  fomme  par  celle  des  élemens  ou  par 
l’integrale  de  my  ^ — - qui  eft  4r  , 6c  le  quotient 

y" — — x eft  la  diftance  du  centre  de  gravité  du  folide  décrit 
par  PCEFM  au  cercle  décrit  par  CE  ; ôc  fuppofant  que  CP=x 
devienne  égal  à CR  = « , on  aura  a pour  la  diftance  du 
centre  de  gravité  du  folide  décrit  par  RCEFS. 

cv  WJ-f-1  — 1-4-1  *4“  I a 

Si  m — — i , on  aura  — — a — a = — a , & par 

7 im  + 1 — î -f-  i o 7 r 

conféquent  la  diftance  eft  infinie. 

r • w 4-  J «mi  i «f»  i o * n l 

Si  m—  — 2 , on  aura  a = — a — — a • c elt-a- 

7 im- 4-1  —4-4-1  x 7 

dire  la  diftance  infiniment  petite  ou  nulle. 

Sim  — — a . on  aura  m ~*~1  a — — a=~a,  ôc  ainfi  des 
7 xm  •+•  i — 6-4-1  47 

autres. 

<?4-  Trouver  le  centre  de  gravité  du  folide  décrit  par  une  demi-hy- 
perbole ABD  autour  de  fon  premier  axe  (Fig.  3 2). 

Je  nomme  le  premier  axe  CA  =2 b , AD  — a,  AP  = .v, 
PM  —y,  BD  = r,  ôc  la  circonférence  décrite  par  le  point  B 
—p  i donc  P peszàx,  CP  — ai , &CD  = 2Î-+-  a ; la  cir- 
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conférence  décrite  par  le  point  M eft  ~ > & multipliant  par  , 
j’ai  pour  le  cercle  décrit  par  PM , lequel  étant  multiplié  par 
P^  = Adonne  p~  pour  la  différence  des  élcmens  circulaires 
décrits  par  MAP  ; or  parla  propriété  de  l’hyperbole  jai  rr , aa 
-+-  2<? b : :yy  , xx-+-2xb,  doù  je  tire  jy  = lai  , <*  met- 
tant cette  valeur  de  yy  dans  la  différentielle  trouvée  , J ai 
f.xrdx  -t-  & multipliant  cette  différentielle  pat  fa  diftance 

AP  =*  au  fommet  A , — Pour  la  difKrcnce  de 

la  fomme  des  momens  , donc  l’integrale  8— 


fbrx* 


eft 


, &*'  ■ le  nuotient  eft  la  diftance 

^ 44A  ‘e  ClUOnent  -+-  llOW*»  4*  I -*  % 

du  centre  de  gravité  du  folide  décrit  par  APM  à laxe  CD  , oc 
fuppofant  que  AP=x  devienne  égal  à AD=a  , on  aura 
5il±l£  pour  la  diftance  du  centre  de  gravité  du  folide  décrit 
par  AQD. 


CHAPITRE  VI- 

Vfage  du  Calcul  Intégral  pour  trouver  les  Centres  de  per- 
cujfion  des  corps  en  mouvement. 

j, y.  T O U s avons  démontré  dans  le  fécond  Livre  de  la  Me- 
fure  des  Surfaces  cr  des  Solides.  i°.  Que  la  viteffe  des 
corps  s’eftime  par  les  efpaces  qu’ils  parcourent  dans  des  tems 
égaux  ; par  exemple  , file  corps  A ôc  le  corps  B parcourent  dans 
un  même  tems  , ou  dans  des  teins  égaux  des  efpaces  égaux,  les 
viteffes  de  ces  corps  font  égales , fit  li  les  efpaces  parcourus  font 
inégaux,  les  viteffes  font  inégales.  2°.  Que  la  force  ou  le  mou- 
vement  des  corps  eft  le  produit  de  leur  mafie  par  leur  virelTe, 
d’où  il  fuit  que  fi  deux  corps  égaux  parcourent  dans  des  tems 
égaux  des  efpaces  égaux,  les  forces  des  deux  corps  font  égalés  ; 
1 O o o ij 
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que  fi  les  corps  font  inégaux  &c  les  efpaces  parcourus  égaux , les 
forces  l’ont  enrr’elles  comme  les  malles  ; que  li  les  corps  font 
égaux  & les  efpaces  inégaux,  les  forces  font  comme  les  vitefles 
ou  comme  les  efpaces  ; enfin  que  fi  les  corps  font  inégaux  & les 
efpaces  aulli,  les  forces  font  entc’cllcs  en  raifon  compofée  des 
maires  4c.  des  vitefles. 

<j6.  De  même  que  dans  tous  les  corps  il  y a un  point  nommé 
centre  de  gravité , dans  lequel  on  confidére  les  pefanteurs  de  tou- 
tes les  parties , comme  étant  réunies , à caufe  que  ce  point  étant 
en  repos,  toutes  les  parties  font  immobiles  autour  de  lui,  de 
même  aulli  il  y a dans  tous  les  corps  mus  un  point , dans  lequel 
on  conlidére  les.  forces  de  toutes  les  parties  comme  réunies, 
parce  que  lorfque  le  corps  vient  à rencontrer  un  obfiaclc , il  le 
frappe  parce  point  avec  plus  d’effort  que  partout  autre  point, 
& c ell  ce  point  qu’on  appelle  centre  de  pcrcujjion  ou  centre  d'ofcil- 
lation , lorlque  le  corps  fe  meut  autour  d’un  point  ou  d’un  axe. 

P7.  Lorlque  le  corps  fe  meut  toujours  parallèlement  à lui- 
même  , le  centre  de  percttjjlon  cil  le  même  que  le  centre  de  gra- 
vité , & pour  le  prouver  : lûppofons  que  le  corps  AB  {Fig.  54.) 
fc  meuve  toujours  parallèlement  le  long  de  la  ligne  AC,  & que 
le  point  P foit  le  centre  de  gravité  de  ce  corps  , que  nous  con- 
fidérerons  comme  étant  diviféen  une  infinité  d’élemens  égaux  ôc 
parallèles  à la  bafe  AE;  pendant  le  mouvement  du  corps  , les 
efpaces  parcourus  par  les  élemens  font  égaux  entr’eux  , & com- 
me les  élémens  font  aulli  égaux , les  produits  des  élemens  par 
leurs  efpaces  feront  encore  égaux,  & par  confisquent  les  forces 
des  élemens  feront  égales  : fuppofant  donc  que  le  corps  fbit  par- 
venu en  C , nous  pouvons  confidérer  la  ligne  CF  comme  un 
levier  auquel  routes  les  forces  font  attachées  comme  autant  de 
poids , de  même  que  dans  le  folide  nous  confidérons  la  ligne 
OR  comme  un  levier  auquel  tous  les  élemens  font  attachés  ; 
or  les  poids  attachés  au  levier  CF  étant  en  même  raifon  que  les 
poids  attachés  au  levier  OR  égal  au  levier  CF  , les  diftancesdu 
centre  de  gravité  H aux  extrémités  de  CF , feront  les  mêmes 
que  les  diftances  du  centre  de  gravité  P aux  extrémités  du  levier 
ÔR , donc  les  forces  attachées  au  bras  CH  contrebalanceront 
les  forces  attachées  au  bras  HF , de  même  que  les  élemens  atta- 
chés au  bras  OP  contrebalancent  les  élemens  au  bras  PR  , 6c 
par  conféquent  le  point  H fera  le  point  de  plus  grande  pereuf- 
lion  , de  même  que  le  point  P eft  le  point  où  la  pcfantcur  fe. 
réunit. 


Diaitized 
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98.  Lorlqu’un  corps  fe  mcutautour  d’un  point  fixe  ou  d’un  axe  , 
le  cenrre  de  percullion  eft  dilférent  du  centre  de  gravité,  ôc 
pour  le  prouver,  (oit  le  corps  AB  qui  fe  nteur  autour  du  point  A, 

( tig . j j.)  & que  le  centre  de  gravité  foit  P, quand  le  corps  fera  par- 
venu en  AC,  tous  fes  élemcns  auront  décrit  des  arcs  parallèles 
& femblables  à l’arc  BC;  or  ces  arcs  font  inégaux  , donc  les 
produits  desélemens  par  leurs  arcs  qui  repréfentent  leurs  vitelfes 
feront  aufii  inégaux  , conlidérant  donc  ces  produits  ou  forces 
comme  autant  de  poids  attachés  au  levier  AC  égal  au  levier  AB  , 
il  eft  vilible  que  le  centre  de  gravité  de  ces  poids  ne  fera  pas  po- 
fé  fur  AC,  de  même  que  le  centre  de  gravité  des  élemcns  eft 
pofé  fur  AB  , à caufe  que  les  élemens  font  comme  autant  de 
poids  égaux  entr’eux,  au  lieu  que  les  forces  font  comme  des 
poids  inégaux,  donc,  ôcc. 

99.  Pour  trouver  le  centre  de  pereuffion  d'un  corps , il  faut  multi- 
plier les  élemens  par  les  quarrés  de  leurs  dijlances  ou  par  ceux  de  leurs 
vitejfes,  & dtvifer  h produit  par  les  élemens  multipliés  par  leurs  di  fian- 
ces ; car  lorque  le  corps  AB  ( Fie.  j f . ) eft  parvenu  en  AC  , les 
élemens  multipliés  par  leurs  vitelfes  ou  parles  arcs  qu’ils  décrivent 
font  égaux  aux  forces , ôc  fi  l’on  confidere  ces  forces  comme 
autant  de  poids  attachés  au  levier  AC , ôc  qu’on  veuille  trouver 
leur  centre  de  gravité , il  faudra  multiplier  ces  forces  par  leurs 
diftances,  6c  divifer  le  produit  par  la  fomme  des  forces» 

Ainfi  la  fomme  des  momens  des  forces  fur  le  levier  AC  par 
rapport  au  point  A fera  égale  à la  fomme  des  élemens  multipliés 
parleurs  diftances  ôc  enfuitepar  leurs  vitelfes , 6c  la  fomme  des 
forces  fera  égale  à la  fomme  des  élemens  multipliés  par  leurs  di- 
ftances ; or  foit  que  les  arcs  qui  expriment  les  vitelfes  foient  plus 
grands , ou  moindres , ou  égaux , *ux  diftàhces  qui  font  les  rayons  • 
de  ces  arcs,  les  forces  feront  toujours  en  même  raifon  entr’el- 
les  , 6c  les  momens  de  ces  forces  feront  auffi  en  même  raifon , 
donc  leur  centre  de  gravité  fur  AC  fera  toujours  le  même , 6c 
par  conféquent  nous  pouvons  fuppofer  que  les  arcs  font  égaux 
a leurs  rayons  ; ainfi  les  momens  des  forces  feront  égaux  aux 
élemcns  multipliés  par  leurs  arcs  ôc  enfuite  par  leurs  rayons , ou 
ce  qui  eft  la  même  chofe , ces  momens  feront  égaux  aux  élemens 
multipliés  parles  quatrés  des  rayons  ou  des  arcs,  c’cft-à»  dire  par 
les  quarrés  des  vitelfes,  Ôc  leS  forces  feront  égales  aux  élemens 
multipliés  par  leurs  diftances  ou  aux  momens  des  élemens  ; donc 
pour  trouver  le  point  où  ces  forces  fe  contrebalancent  fur  AC,. 

.0  o o iij. 
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c’eft-à-dirc  pour  trouver  le  centre  de  gravité  de  ces  forces  fur 
AC , lequel  centre  eft  le  même  que  celui  de  pcrcullion  , il  faut 
multiplier  les  élemens  parles  quarrés  des  vitcffes  ôt  divilèr  leur 
fournie  par  les  moniens  des  élemens. 

100.  Trouver  le  centre  de  percuffion  d’une  ligne  qui  tourne  librement 
autour  de  l une  de  Jet  extrémités  A ( Fig.  y 6.  ). 

Je  nomme  la  ligne  entière  AC  — a,  la  partie  AP  = x,  & fon 
élément  P 'p  = dx , l’arc  PM  marquera  la  vitelfe  de  cet  élément  ; 
or  comme  nous  pouvons  fuppoièr  cet  arc  égal  à Ion  rayon  AP 

— x,  fi  l’on  multiplie  P p par  AP  on  aura  xdx  pour  la  différen- 
ce des  momens  des  élemens  compris  dans  AP  ; & multipliant 
dx  par  xx , on  aura  * xdx  pour  la  différence  de  la  fortune  des 
momens  des  forces,  donc  1 intégrale  -jcî  fera  le  moment  des  for- 
ces, c’eft  pourquoi divifant  ce  moment  par  celui  des  élemens, 
ou  par  l’intégrale  de  xdx  qui  eft  ÿ x1 , on  aura  j x pour  la  diftance 
du  centre  de  pcrcullion  de  la  partie  AP  au  point  A ; &.  fuppo- 
fant  que  AP=x  devienne  égal  à AC  = a,  on  aura  ÿ a pour  la 
diflance  du  centre  de  percuffion  de  la  ligne  AC  ou  AB  au 
point  A. 

101.  Trouver  le  centre  de  percuffion  d'un  réel  angle  ( Fig.  y y.)  qui 
tourne  autour  de  A , je  nomme  AB  = <j , le  côté  KS  = MQ 

— b,  l’abfcifTe  AV—x,  donc  — dx , fit  l’élement  Mmqf) 
= bdx , ainfi  multipliant  par  AV  = x j’ai  bxdx  pour  la  différen- 
ce de  la  fomme  des  forces  des  élemens  du  rectangle  HM , ôc 
multipliant  encore  par  .v  j’ai  bx1dx  pour  la  différence  de  la  fom- 
me des  momens  des  forces  , donc  l’intégrale  ***  eft  la  fomme 
des  momens  des  forces,  ainfi  divifant  cette  fomme  par  celle  des 
forces  ou  par  l’intégrale  de  bylx  qui  eft  — , j’ai  ÿx  pour  la  di- 
ftance du  centre  de  percuffion  du  rcélanglc  HM  au  point  A, 
& fuppofant  que  AV  = x devienne  égal  à AB  = a,  j’ai  f a pour 
la  diftance  du  centre  de  percuffion  du  re&anglc  HR  au  point  A. 

102.  Trouver  le  centre  de  percuffion  d'un  triangle  ABC  ijofcele 
qui  tourne  autour  de  fon  fommet  A ( Fig.  J7-  ). 

Ce  centre  eft  fur  la  droite  AD  qui  eft  l’axe  du  triangle  , je 
nomme  AD— a,  BC  — b,AP  = x,  MM=_y;  doncP/>  = dx, 
& M.M.inm=ydx  eft  l’éloment  du  triangle  ; or  à caufe  des  trian- 
gles femblables  AMM,  ABC,  j’ai  AP,  MM::  AD , BC  ou  x, 

y::  a,  b,  donc_y  = ~ , ôc  mettant  cette  valeur  de  y dans jd.v , ce 
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qui  donne  , je  multiplie  cet  élément  par  la  diftance  AP=x, 

& j’ai  pour  la  différence  de  la  fomme  des  forces  des  Sie- 
mens compris  dans  AMM , je  multiplie  encore  par  x , ce  qui 
donne  pour  la  fomme  des  momens  des  forces  ; donc  l'in- 
tégrale eft  la  fomme  des  momens  des  forces  ; ainfi  divifant 
cette  fomme  par  celle  des  forces , ou  par  l’intégrale  de  L^-^- 

qui  eft  ~ , j’ai  x pour  la  diftance  du  centre  de  pereuffton  du 
triangle  AMM  au  fommet  A , Ôc  fuppofantque  AP  = x devien- 
ne égal  à AD  —a,  j’ai  \a  pour  la  dillance  du  centre  de  pereuf- 
fion  du  triangle  ABC  au  fommet. 

Si  le  triangle  n’eft  pas  ifofeele  (F/g.  5 8.)  le  centre  de  pereuflion 
eft  toujours  fur  l’axe  AD, mais  comme  ce  triangle  eft  cenfé  tourner 
autour  d’une  droite  EF  parallèle  à la  bafe  BC,  il  faut  abbaiffer  du 
point  A la  perpendiculaire  AH  , fie  multiplier  l’élement  MMmw 
par  la  diftance  AR  pour  avoir  la  différence  de  la  fomme  des  for- 
ces des  élemens  oompris  dans  AMM  , puis  multipliant  encore 
par  AR  on  aura  la  différence  de  la  fomme  des  momens  des  for- 
ces, & achevant  le  refte  comme  ci-deffus  on  aura  AR  pour 
la  diftance  du  centre  de  pereuffton  du  triangle  AMM  au  fommet 
A ; c’eft  pourquoi  menant  par  les  trois  quarts  de  AR  une  paral- 
lèle à la  bafe  , cette  parallèle  coupera  AP  aufft  en  même  raifon1 
fie  donnera  fur  AP  le  centre  de  pereuffton  cherché  ; 6c  l’on  aura 
de  la  même  façon  le  centre  de  pereuflion  du  triangle  entier. 

103.  Trouver  le  centre  de  pereuflion  d'un  triangle  ifofeele  qui  tour- 
ne autour  de  la  bafe  BC  ( Fig.  37.  ). 

Nommant  AD  = a , BC  — b,  AP  = x , PM  =y , j’ai  P p=dxr 

hxJx 

PD  = a — x , 6c  l’élement  MMmm  —ydx  = — , fie  multi- 
pliant cet  élément  par  fa  diftance  PD  —a  — x , j’ai bxdx  — 

pouV  la  différence  de  la  fomme  des  forces  des  élemens  compris  • 
dans  le  triangle  AMM,  ôc  multipliant  encore  par  a — jc  j’ai  abxdx 

— ibxxdx  -+-  pour  la  différence  de  la  fomme  des  momens 

des  forces  ; donc  l’intégrale  -4-  eft  la  fomme  des 

momens  des  forces  ; divifiqt  donc  cette  fomme  par  celle  des 
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forces  ou  par  l’intégrale  de  bxdx  — — qui  eft  le 

quotient  *■''  ’ cg  ja  ,jjftancc du  centre  de  percullion  du 

* 6 j — 4*  * 

triangle  AMM  à la  bafeBC,  & fuppofant  que  AP=.v  devien- 
ne égal  à AD=«,  on  aura  ==  {a  pour  la  diftan- 

ce  du  centre  de  pereuffion  du  triangle  ABC  à la  bafe  BC. 

II  y a des  Auteurs  qui  prétendent  que  ’’  n’eft  pas 

la  diftance  du  centre  de  percuüion  du  triangle  AMM  à la  bafe, 
niais  qu’il  eft  la  diftance  du  centre  de  percullion  du  trapezoide 
BMMC,  mais  pour  montrer  qu'ils  fe  trompent;  fuppofons  que 
AP=x  foit  égal  à { AD  = -Î  a -,  cette  valeur  de  a:  étant  fubftitué 
dans  <J-~ S" -*-’*»  donncra  £±L~  = il?-  — ,?«  - n* 

6a  — 4*  64-  xa  24 a — 8.1 

= J a ; ainli  félon  ces  Auteurs  la  dillance  du  centre  de  percufllon 
du  trapezoide  BMMC  à la  bafe  feroit  a , & par  conféquent 
elle  fc  trouveroit  hors  du  trapezoidê  dans  le  triangle  AMM,  ce 
qui  eft  abfurde. 

Mais  comment  doit-on  faire  pour  trouver  le  centre  de  per- 
cuffion  du  trapezoide  ? Le  voici , ii  l’on  conçoit  que  les  forces  des 
élcmens  foient  autant  de  poids  attachés  au  levier  AD,  le  centre 
de  percufllon  du  triangle  total  ABC  fera  le  même  que  le  centre 
de  pefanteur  des  forces , le  centre  de  percullion  du  triangle  A MM 
fera  le  même  que  le  centre  de  pefanteur  des  forces  attachées  à 
AP  , & le  centre  de  percullion  du  trapezoide  fera  le  même  que 
le  centre  de  pefanteur  des  forces  attachées  à PD , donc  le  pro- 
duit des  forces  totales  par  la  diftance  du  centre  de  percullion  du 
triangle  ABC  à la  bafe  BC  fera  le  moment  de  la  fomme  totale 
des  forces,  le  produit  des  forces  attachées  à AP  par  la  diftance 
du  centre  de  percullion  du  triangle  AMM  fera  le  moment  de 
ces  forces , & le  produit  des  forces  attachées  à PD  par  la  di- 
llance du  centre  de  percullion  du  trapezoide  fera  le  moment  de 
ces  forces  ; or  le  moment  des  forces  attachées  à AP  joint  au 
moment  des  forces  attachées  à PD  eft  égal  au  moment  de  tou- 
tes les  forces , donc  le  centre  de  percufllon  du  triangle  ABC  eft 
le  centre  de  gravité  commun  aux  forces  attachées  à AP  , & aux 
forces  attachées  à PD  ; car  nous  avons  démontré. dans  le  fécond 
Livre  de  la  inefure  des  fur  face  s & des  folides  que  le  centre  com- 
mun de  pefanteur  de  plulicurs  poids  attachés  à un  levier  eft  dans 
le  point  où  le  moment  de  tous  les  poids  pris  enfemble  eft  égal 
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îi  la  fomme  des  momens  particuliers  des  poids. 

Dans  le  même  Ouvrage  nous  avons  démontré  que  fi  deux 
poids  attachas  à un  levier  font  en  «équilibre  autour  d’un  centre 
commun,  les  diftances  de  ces  poids  au  centre  commun  font  en- 
tr’elles  réciproquement  comme  les  poids,  donc  la  fomme  des 
forces  du  trapezoïde  efl  à la  fomme  des  forces  du  triangle  AMM 
comme  la  di (lance  du  centre  de  pereuffion  du  triangle  AMM 
au  centre  de  pereuffion  du  triangle  ABC  eft  à la  diftance  du 
centre  de  percuflîon  du  trapezoïde  au  centre  de  percufiïon  du 
même  triangle  ABC. 

Suppofons  pour  abréger  le  calcul  que  AP  — x foit  égal  à v 
AD  = -ja,  donc  à caulè  de  la  fimilitude  des  triangles  AMM  , 
ABC  on  aura  MM  = 7 b ; or  la  fomme  des  forces  du  triangle 

AMM  cil  — — lx~  , Sc  mettant  au  lieu  def.v  fa  valeur  ~ a , en  a 
— — = J-  Aa1 , & la  diftance  de  fon  centre  de 
gravité  ou  du  centre  de  pereuffion  à la  bafe  eft  fj  a , de  même 
mettant  dans  ^ au  lieu  de  * fa  valeur  a à l’égard  du  trian* 

gle  total , ona~  — ~~  — "p—  i b a1  pour  1»  fomme 

des  forces  du  triangle  total , ôc  la  diftance  du  centre  de  gravité 
de  cette  fomme  ou  du  centre  de  pereuffion  de  ce  triangle  eft 
~d  ; retranchant  donc  de  la  fomme  \ ba1  des  forces  totales , la 
fomme  ~ b a1  des  forces  du  triangle  AMM , le  relie  jba1  — ba1 
= ~ibal  fera  la  Ibmntc  des  forces  du  trapezoïde  , faifant  donc 
cette  analogie  comme  la  fomme  pj  ba 1 des  forces  du  trapezoïde 
ell  à la  fomme  ~ ba1  des  forces  du  triangle  AMM  ; ainfi  la  diftan- 
cc  J-J  a — = du  centre  de  pereuffion  du  triangle  AMM 

au  centre  de  pereuffion  du  triangle  total,  eft  à la  diftance  du  cen- 
tre de  pereuffion  du  trapezoïde  au  centre  de  pereuffion  du  trian- 
gle total , on  aura  a pour  cette  diftance , donc  la  diftance  du 
centre  de  pereuffion  du  trapezoïde  à la  bafe  eft  p a — ’ha=  /«  <*• 

Et  en  effet,  fi  d’une  part  on  multiplie  la  fomme  p ba1  des  for- 
ces du  triangle  total  par  la  diftance  p a du  'centre  de  pereuffion 
de  ce  triangle  ; ce  qui  donne  71  bai  pour  le  moment  des  forces , 
& que  de  l’autre  on  fade.  i°.  Le  produit  de  la  fomme  pp  ba1 
des  forces  du  triangle  AMM  par  la  diftance  a du  centre  de 
pereuffion  de  ce  triangle  à la  bafe , ce  qui  donne  ppp  bai  pour  le 
moment  de  ces  forces,  a0.  Le  produit  de  la  fomme  b a1  des 
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forces  du  trapezoide  par  /,  a , ce  qui  donne  pour  le  mo- 

ment de  ces  forces,  la  fomme  bai  •+- -j-l  bai~  tt*  bai  = t» 
bai  des  momens  des  forces  du  triangle  AMM  , 6c  des  foices  du 
trapezoide  fera  égale  au  moment  bai  des  forces  totales  ou  des 
forces  du  triangle  ABC. 

Tout  ceci  confirme  de  plus  en  plus  ce  que  j’ai  dit  touchant 
l’erreur  où  quelques  Auteurs  font  tombés  au  fujet  du  triangle  qui 
tourne  autour  de  fa  bafe. 

1 04.  Trouver  le  centre  de  percu/fion  d une  parabole  qui  tourne  au- 
tour dune  tangente  au  fommet  ( f ig.  ). 

Nommant  le  parametre=  1 , l’axe  AD  = «,I’abfciflTe  AP=r, 
Cordonnée  PM==)>  , j’ai  P p = dx  , ôc  YfAmp  =ydx , MMrnw 
= a ydx,  & multipliant  par  la  diflance  AP  = * au  fommet  A , 
j’ai  lyxdx  pour  la  différence  de  la  fomme  des  forces  des  élemens 
compris  dans  MAM , 6c  multipliant  encore  par.v  j’ai  a^u-^.vpour 
la  différence  des  momens  de  ces  forces  ; or  l’équation  de  la  pa- 

raboleeftj^  = ar,  donc^  = * 1 , 6c  mettant  cette  valeur  de  y 

t ç 

dans  a \yxldx  j’ai  2 xx  dx  -,  donc  l’integrale  cfl  la  fomme  des 

momens  des  forces  ; je  divife  cette  fomme  par  celle  des  forces 

1 L 

ou  par  l’intégrale  de  nyxdx  = 2 x'  dx  qui  eft  , 6c  le  quotient 
£Jx  = i;eeftla  diftance  du  centre  de  pereufiion  de  MAM  au 
fommet  A,  fuppofant  donc  que  AP  = x devienne  égal  à AD 
= a j’ai  £ a pour  la  diftance  du  centre  de  percufTion  de  la  para- 
bole CAB  au  fommet  A. 

L’équarion  générale  de  toutes  les  paraboles  efl yw~*~”=x”  > 

I» 

d’où  l’on  tirent  — * "•-*-*  , 6c  mettant  cette  valeur  de  y dans 

- "--4-2 

zyxïdx , ona«*+"  dx  pour  la  différence  de  la  fomme  des 
momens  des. forces  çomprifes  dans  MAM , donc  l’intégtalc 

— - j 

Î2L  “ x m-t-»  eft  ja  fommc  des  momens;  je  divife  cette 
fomme  par  celle  des  forces  ou  par  l’intégrale  de  syxdx 

" . j ■ . 

m-t-n  dx  qui  eft  x * , 6c  le  quotient 
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,mm  -+■ 1 nui  -*- }«»  x ja  djftanee  centre  de  percufTion  de  M AM 
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au  Commet  A,  par  conféquent  ^ ^ ^ a eft  la diftance  du 

centre  de  perculHon  de  la  parabole  CAB  au  Commet  A. 

Si  m—2  , n — 1 cwmnie  dans  la  parabole  cubique  on  aura 

intm-h  fma  -f-  trm  8 -4- !'>-+-*  »,  , 

jra/a  -+- 7/»«  •+•  4 /a»  **  *11 *4  4 30  10 

Si  m—  3 , » = 1 on  aura  ^”7^  a = }î  a=M  “*>  & 
des  autres. 

lof.  Trouver  le  centre  de  percuflion  de  la  parabole  qui  tourne  autour 
de  J a bafe  CB  ( Fig.  fp.  ). 

Nommant  les  mêmes  grandeurs  des  mêmes  noms  que  dans 
l’article  précédent , j’ai  PD  —a  — *,  multipliant  donc  l'élement 
aydxpzt  Ca  diftance  PD  = a — *,  j’ai  oaydx — 2 yxdx  pour  la 
différence  de  la  Comme  des  forces  des  élemens  compris  dans 
M AM , & multipliant  encore  par  a — * j'ai  2 aaydx  — qayxdx 

-f.  ayxldx  = 2 aax  T dx  — 40*  * dx  -+-  zx  » dx  pour  la  différence 

1 

de  la  Comme  des  momens  des  forces  ; donc  l’intégrale  4“* 

L Z 

— ,4*  * 4-  — eft  la  Comme  des  momens  , je  divife  cette  fom- 

me  par  celle  des  forces  ou  par  l’intégrale  de  aaydx — ayxdx 
z z i z 

= 2ax  ’ dx  — 2 x*  dx  qui  eft  » & le  quotient 

7o^-jk4^-V?o*_f  = }t«-4»»-+-t»^  eft  h diftance  du 

Z L J IJ  — »«* 

70ax  * — 4»  * 

tre  de  percuflion  de  MAM  à la  bafe  CB  , & fuppofant  que  AP, 

= * devienne  égal  a AD  = <t  j ai  — — — *■ 

4S‘uÜLfî=  -—a  — f a pour  la  diftance  du  centre  de 
percuflion  de  CAB  à la  bafe  CB. 

10  5.  Trouver  le  centre  de  percuflion  d'un  cylindre  qui  tourne  autour 
de  Pune  de  fes  extrémités  A ( F ig.  60.  ). 

Ce  centre  eft  fur  l’axe  AB  , je  nomme  AB  = a,  AP  = .v, 
Fp  = dx,  le  rayon  BF=MP=r,  & la  circonférence  que  ce 

rayon  décrit  autour  de  l’axe  —p,  donc  le  cercle  MM  = ^ . 

Ppp  ij 
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& multipliant  par  Pp  *=<£*,  j’ai  pour  l’element  du  cylindre, 

je  multiplie  par  la  diftance  AP  = x,  ce  qui  donne  pour  la 
différence  des  forces  des  élemens  compris  dans  le  cylindre  HM  , 
ôc  multipliant  encore  par* , j’ai  — ~ po*r  la  différence  de  la 

fomme  des  moment  des  forces,  donc  1 intégrale  £^-eft  la fom- 
me  desmomens,  je  divife  cette  fomme  par  celle  des  forces  ou 
par  l’inrégralc  de  qui  eft  , & le  quotient  f * eft  la  di- 
ftance du  centre  de  percullion  du  cylindre  HM  au  fommet  A , 
ôc  fuppofant  que  AP  = * devienne  égal  à AB  = a,  j’ai  -f-  a pour 
la  diftance  du  centre  de  pereuffion  du  cylindre  entier  au  iom- 
met  A. 

Comme  le  centre  de  pereuffion  eft  dans  le  folide , fi  l’on  veut 
favoir  par  quel  point  de  la  furface  fe  fait  la  plus  grande  pereuf- 
fion, on  déterminera  l’arc  que  le  centre  de  percullion  décrit , & 
l’on  mènera  une  tangente  au  point  de  cet  arc  où  le  centre  fe 
trouve  dans  le  tems  de  la  pereuffion  ; fuppofons  pat  exemple 
que  le  centre  de  pereuffion  du  cylindre  AB  ( Fig.  di.Jfoitle 
point  P , Ôc  que  ce  cylindre  étant  mu  autour  du  point  A cho- 
que un  autre  corps  lorfqu’il  eft  parvenu  dans  la  pofition  AC  ; 
le  centre  P décrira  l’arc  P D , ôc  fe  trouvera  en  D dans  le  tems 
de  la  pereuffion  ; c’eft  pourquoi  on  mènera  au  point  D la  taiv 
gente  RS  ôc  la  plus  grande  pereuffion  de  la  furface  fera  au  point 
R à caufe  que  le  centre  D de  pereuffion  fe  trouve  dans  Pélement 
RS  du  cylindre  , ôc  il  en  eft  de  même  à l’égard  de  tous  les. 
Iblides. 


107.  Trouver  le  centre  de  pereuffion  d’un  cylindre  qui  tourne  au^ 
tour  efunpoint  Apris  fur  le  prolongement  B A.  de fon  axe  BC  (Fig.  Ô2.). 

Je  nomme  BC=*4,  AB  = £ , BP=x,P p = dx , PM  = r, 
ôc  la  circonférence  décrite  par  ce  rayon  autour  de  l’axe  =p> 

donc  AP  — b-\-x.  ôc  le  cercle  MM  — - ; ainfi  '***  eft  l'élc- 
ment  du  cercle,  je  multiplie  pat  la  diftance  b-\-x , ce  qui  don- 
ne pour  la  différence  de  la  fomme  des  forces  du 

cylindre  HM  ; je  multiplie  encore  pari-+-x,  ôc  j’ai^f^ 


■ brpxdx  -+-  rf-'Jx 


différence  de  la  fomme  des  momens  ; donc 


A 
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l'intégrale  •+•  —•  eft  la  fomme  des  momens , je  di- 

vi fe  cette  fomme  par  celte  des  forces  ou  par  l’intégrale  de  l~- 


*+•  qui  cft  -J-  -+•  > ôc  le  quotient eft  la 

diftance.  du  centre  de  pereuflion  du  cylindre  HM  au  point  A ; 
ôcfuppofantque  BP  = x devienne  égal  à BC = a j’ai ^ 

pour  la  diftance  du  centre  de  pereuflion  du  cylindre  entier  au 
point  A. 

108.  Trouver  le  centre  de  percujjion  d’un  cône  qui  tourne  autour 
de  fin  fiommet  A ( Fig.  6$.). 

Ce  centre  eft  dans  l’axe  AB  , & pour  le  trouver  je  nomme 
AB  9=  a , AP—  x , PM  —y,  P p — dx,  BC  — r , & la  circon- 
férence de  la  bafe  ou  du  rayon  BC  = p , donc  la  circonférence 

décrite  par  le  rayon  PM  eft^ , & le  cercle  eft  ~ , lequel  étant 
multiplié  par  dx  donne  dx  élément  du  cône  ; or  à caufe  des 


triangles  femblables  ABD,  APM  j’ai  a,r::x,y , donc^  = 

& par  conféquent^  — je  multiplie  par  la  diftance  AP 
= x y ce  qui  donne  pour  la  différence  des  forces  des  élc- 
mens  du  cône  MAM  , & multipliant  encore  par  x j’ai 
pour  la  différence  de  la  fomme  des  momens  ; donc  l’intégrale 
eft  la  fomme  des  momens  , & divifant  cette  fomme  pat 

celle  des  forces  ou  par  l’intégrale  de  qui  cft  —■ , le  quo- 
tient a x cft  la  diftance  du  centre  de  pereuffion  du  cône  AMM 
au  fommet  A,  & par  conféquent  a « eft  la  diftance  du  centre  de 
pereuflion  du  cône  entier  au  même  fommet. 

109.  Trouver  le  centre  de  percujjion- du  même  cône  qui  tourne  autour 
du  diamètre  CD  de  fia  bajc  ( Fig.  6j.  ). 

Nommant  les  mêmes  grandeurs  des  mêmes  noms  que  dans 
l’article  précédent , j’ai  PB  = a — x,  multipliant  donc  l’élemenr 
MMm»j=  par  la  diftance  a — x,  j’ai  — lr*  ’ d* 

pour  la  différence  des  forces  du  cône  AMM  , & multipliant 
encore  par  a — x j’ai  ~~  ‘ d’ *■*-  U pour  la  différent  ■ 

Ppp  iij 
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ce  de  la  fomme  des  momens  ; donc  l’in  t de  raie  r"  ' — 

° »-■>  +•« 

-+-  eft  la  fomme  des  momens , je  divife  cette  fomme  pae 


celle  des  forces  ou  par  l’intégrale  de  '*  ' 


- pr*  1 !x 


qui  eft 


apur* 


— T7  » ce  clue  îc  ta‘s  en  r<^uifant  k première  fommeà  fon  déno- 
mmateur  commun 6oa^ , oc  la  féconde  a fou 

-dénominateur  commun  *‘r—  *?-■ ~ , puis  réduifant  l’une  6c 

l’autre  au  même  clénominateur , ôc  faifant  la  divifion  j’ai 
, 6c  divifant  tout  par  iiprxi,  ,ai 

— — 7ô/— itr  ’ pour  la  diftance  du  centre  de  perculTion  du^one 

AMM  à la  bafe  CD,  6c  fuppofant  que  AP  = * devienne  égal 
à AB  — a , j’ai  — = 7 a pour  la  diftance  du  cen- 

tre de  percudion  du  cône  total  CAD  à fa  bafe. 

Je  fuis  obligé  de  relever  encore  une  fois  l’erreur  de  quelques 
Auteurs , qui  s’imaginent  que  eft  la  diftance  du 

centre  de  pereuffion  du  cône  tronqué  CMMD  , 6c  non  pas  du 
cône  AMM;  car  fuppofant  que  A r = Jf  foit  égal  à ÿ AD  = A a, 
6c  mettant  cette  valeur  de  * dans  l’expredion  dont  il  s’agit , on 


aura 


ZOdJ  I {44  -f-  }4J  40éû  3 O,. 4 -+-  6^4  , g 


a t 6c  par  confé- 
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quent , félon  ces  Auteurs , le  centre  de  percudion  du  cône  tron- 
qué feroit  éloigné  de  la  bafe  de  ~ J a , 6c  par  conséquent  ce  cen- 
tre feroir  hors  du  cône  tronqué  , ce  qui  eft  impodible. 


Quant  au  centre  de  percudion  du  cône  tronqué  , on  le  trou- 
vera en  Suivant  la  méthode  que  nous  avons  enleignée  ci-dedus 
pour  le  centre  de  percudion  du  rrapezoïde. 

Au  refte  il  faut  le  garantir  de  la  même  erreur  que  nous  venons 
de  reprendre  , à l’égard  de  toutes  les  figures  planes  & des  Soli- 
des qui  tournent  autour  de  leurs  bafes. 

1 1 et  Trouver  U centre  de  percujjion  d une  fphere  qui  tourne  autour 
d'une  droite  FE  perpendiculaire  a t extrémité  de  Jon  diamètre  AB 
(Fig.  26). 

Je  nomme  AB  = 2r,  A P = .r  , PM  —y  , DC  =AC=r, 
6c  la  circonférence  décrite  par  DC  autour  de  l’axe  —p  i donc  la 
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circonférence  décrite  par  PM  eft  ^ , le  cercle  du  rayon  PM  eft 
, & l'élement  de  la  fphere  eft  , je  multiplie  parla  diftan- 
bc  AP  = x , ce  qui  donne  ^,yxJx  pour  la  différence  de  la  fom  me 
des  forces  du  fegment  décrit  par  AM  autour  de  l’axe  ; or  l’équa- 

tion  du  cercle  étant  ^y  = 2rx — xx , ) ai  — ^ 1 ^ , 

& multipliant  encore  par  x , j’ai  — — pour  la  différence 

de  la  fomroe  des  momens  des  forces;  donc  l’integrale 


— eft  la  fomme  des  momens  ; je  divife  cette  fomme  par 

lcr 

celle  des  forces  ou  pat  l’integrale  de  11 ^ f*l—  qui  eft 
*d£Ü_ÎL4. , & k quotient  di- 

fiance  du  centre  de  percuiïion  du  fegment  fpherique  MAZ  au 
point  A , & fuppofant  que  AP  = x devienne  égal  a AB  — ir, 
on  aura  4 rr  = r = ~ r pour  la  diflance  du  centre  de  per- 

4or  — 30 r 0 * * 

euflion  de  la  fphere  entière  au  point  A. 

111.  Trouver  le  eentre  de  percujfitn  d'un  paraboloide  qui  tourne 
autour  dune  droite  EF  parallèle  à Ja  bafe  & qui  pajfe  par  lejommet 
Adefonaxe(Ç\g.  27).  . . 

Je  nomme  AC  = a 9 BC  = r , la  circonférence  que  le  point 
B décrit  autour  de  l’axe  =p,  AP=*,  PM=jy  fie  lenarametre 
= 1 y la  circonférence  décrire  par  le  point  M autour  de  1 axe  eft 

donc  le  cercle  décrit  par  PM  eft  ^ lequel  étant  multiplié 
par  P p = dx  , donne  ^ pour  l’élement  du  paraboloide  ; je 

multiplie  parladiftance  AP=*,  ce  qui  donne  f~~  P0UT  I» 
différence  de  la  fomme  des  forces  du  folide  décrit  par  AMP  au- 
tour de  l’axe  ; or  l’équation  de  la  parabole  étant  yy  = x , jai 
&g±3=f-J’Si  multipliant  encore  par*,  j’ai2— ^ pour  la 
différence  de  la  fomme  des  momens  des  forces  ; donc  1 intégra- 
le ££  eft  la  fomme  des  momens , je  divife  cette  fomme  par  cel- 
le des  forces  ou  par  l'integrale  de  qui  eft  f~6i  & le  quetient 

a x eft  la  diflance  du  centre  de  pereuflion  da  foüde  décrir  par 
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AMP,  au  fummet  A ; donc  -J- a eft  la  diftancedu  centre  de  per- 
euftion  du  folide  entier  au  Commet  A. 

On  peut  aifément  appliquer  cette  méthode  à grand  nombre 
d’autres  exemples  que  ;c  me  difpcnfe  de  rapporter  pour  n’être 
pas  trop  long. 


CHAPITRE  VII. 

UJàge  du  Calcul  Intégral  pour  la  méthode  inverfi 
des  tangentes. 

ii2.\  T O us  avons  vu  dans  le  fécond  Livre  que  le  calcul  dit 
X férentiel  nous  fournit  des  expreflions  générales  des 
tangentes , des  foutangentes , des  perpendiculaires , & des  fou- 
perpendiculaires  des  courbes  , & qu’enfuite  par  le  moyen  de  ces 
expreflions  générales  6c  de  l’équation  particulière  d'une  courbe , 
on  trouve  l’expreiïion  particulière  de  (à  tangente,  defafoutan- 
gentc,  6c c.  or  la  méthode  inverfe  des  tangentes  apprend  à trou- 
ver l’équation  d’une  courbe  , 6c  fà  conftruéti«n  lorsqu'on  a l’ex- 
prelïion  particulière  de  fa  tangente  ou  de  fa  foutangente,  &c. 
ce  qui  fe  fait  en  comparant  cette  expreiïion  à l’expreflion  géné- 
rale , ainft  qu’on  verra  dans  les  exemples  fuivans. 

1 13.  Trouver  la  courbe  dont  la  foutangente  ejl  — . 

L’expreiïion  générale  de  la  foutangente  des  courbes  eft  ***  , 
comparant  donc  cette  expreiïion  avec  l’expreiïion  particulière 
~ , j’ai  Xp,  donc  aydx  — ayydy , ÔC  adx  — Idfl  ou  adx = 

a ydy  ; tirant  donc  l’intcgrale  de  part  6c  d’autre , j’ai  ax—yy  , or 
cette  équation  eft  une  parabole,  dont  le  paramètre  — a , décri- 
vant donc  avec  ce  paramétré  une  parabole , fa  foutangente  fera 

* * * 0 • 

1 1 4.  Trouver  P équation  d'une  courbe  dont  la  fôupcrpendiculaire  efi 

une  grandeur  confiante. 

Je  nomme  cette  grandeur  confiante  = a , or  l’expreffion  gé- 
nérale de  la  fouperpendiculaire  eft  ~ , donc  ^ = a , 6c  ydy 
— adx  ; 6c  tirant  l’intcgralc  de  part  6c  d’autre  j’ai  -y1  —ax  ovy1 
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==  2 ax , or  cette  équation  eft  une  parabole  dont  le  paramétré  eft 
za , décrivant  donc  avec  ce  paramétré  une  parabole  , elle  fera 
la  courbe  reprife. 

1 ty.  Trouver  F équation  d’une  courbe  dont  la  fouperpcndiculairc 
ejl  —r — x. 

L’équation  générale  de  la  fouperpendiculaire  eft  ~ , donc 

— r — x,  ôc  ydy  = rdx  — xdx  , & tirant  l’intcgralc  de  part 

6c  d’autre , j’ai  -yy  = rx  — t*1  > ou yy  = 2 rx — xx , qui  eft  une 
équation  à un  cercle  dont  le  diamètre  = zr , donc  la  courbe  de-, 
mandée  eft  un  cercle. 

;i  6.  Trouver  F équation  delà  courbe  dont  la  fiutangente  ejltroi « 
fiéme  proportionnelle  à r — x & y. 

Par  la  condition  du  problème  on  a r — x , y : : y , » ft>u- 

tangente  or  l’expreflion  générale  de  la  foutangente  eft^J  ,donc 

= y~  &cyydy  — rydx  — y xdx  ; ôc  divifant  par  y , j’ai  ydy 

= rdx — xdx  -,  je  tire  l’integrale  de  part  6c  d’autre  , ce  qui  don- 
ne7^y=nr — 7 xx  du  yy=zrx — xx  , qui  eft  l’équation  d’un 
cercle  dont  le  diametre  = zr  ; donc  la  courbe  cherchée  eft  un 
cercle. 

1 17.  Trouver  F équation  cF  une  courbe  dont  la  foutangente  eji  troiftt- 
me  proportionnelle  aux  deux  grandeurs  r -+■  x , & y. 

Par  la  condition  du  problème  r-\-x,  y\  :y , donc 

= &cyydy  = rydx  -+-yxdx  ; je  divife  par  y ce  qui  donne 

ydy  = rdx  -4-  xdx , dont  l’integrale  ~yy  — rx  -+-  \ xx  ou  yy  — 2 rx 
-4*  xx  eft  une  équation  à l’hyperbole  équilatere  , dont  chaque 
axe  = 2r , donc  la  courbe  demandée  eft  une  hyperbole  équila-. 
tere. 

1 1 8.  Trouver  F équation  dont  la  foutangente  ejl  égale  à F ordonnée. 
Nommant  l’ordonnée_y  j’ai_y  = ~ , donc  ydy—ydx  , ou  dy 

—dx,  6c  tirant  l’integrale , j’ai  x==y,  qui  eft  1 équation  d’un 
triangle  reétangle  ifofeele  ; mais  fi  I on  prend  x pour  un  arc  de 
cercle  , ce  fera  1 équation  d’une  cycloïde. 

119.  Trouver  F équation  dune  courbe  dont  la  fouperpendiculaire  ejl 

0/  ax>  ' • 

Qi<i 
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L’equation  generale  de  la  fouperpendiculairc  eft  ~ donc 

= V ax , &cydy=dxv/ax  = a 3 x * dx , & tirant  l’intégrale  j’ai  \yy 

1 1.  J.  î 

— ja'x*  ou  yy  — ^ alx* —jxv'yax. 

Pour  conftruire  cette  équation  je  décris  avec  un  paramètre 
= 4a  une  parabole  ABC  {Hg.  6 4.},  je  nomme  BP=*,  PM 

— z.  & par  conféquent  j’ai  zz  — ^ax,  & , jeprens 

une  moyenne  proportionnelle  PQ  entre  | BP=f  .y,  &PM  — z 

= V/^ax,  ce  qui  donne  PQ  =y=  y'^xv'yax  , donc  PQ=71 
= i*  v'yax;  ainfi  faifant  la  même  chofe  à l’égard  de  routes  les 
ordonnées , la  courbe  AQN  eft  la  courbe  demandée. 

1 20.  Trouver  la  courbe  dont  la  perpendiculaire  ejl  une  grandeur 
confiante. 

Je  nomme  la  grandeur  conftante=a  ; l’exprcflîon  générale 
de  la  perpendiculaire  eft  •*— ' J* d~~  , donc  = a , 8c 

yVdx1  -+-  dy1  = adx ,ôc  élevant  tout  auquarré,  'jùy'dx1 -t-y-dy*- 
= atdxi,  ou y1dyi  = aldx’- — yxdx1  ; je  divife  par  a1 — y1,  ce 
qui  donne  =dxl  ; donc  en  tirant  la  racine  quarrée  , j’ai 

yiy  ‘ ' ydy  i 

^ï====dx,ou—  j~~  = — dx,  ou—  ydyxa1— y*  1 

= — dx,  dont  l’integrale  eft  Va- — y'  — — a-;  or  pour  voir  fi  l’in* 
tegrale  du  premier  nombre  eft  complété  , je  fuppofe  y—o,  & 
par  conféquent  effaçant  le  termes*,  il  refte  fiax—a,  dont  il 
faut  retrancher  a de  cette  integrale,&  par  conféquent  j’ai  V ax — y- 

— a= — x f ou  v'  a1 — y'-  —a — x,  & élevant  tout  au  quarré, 
j’ai  a1 — y- — a1  — 2 a a-  -+-  xx  , ou  2 ax  — xx=yy  , qui  eft  une 
équation  à un  cercle  dont  le  diamètre  eft  2a. 

12  1.  Trouver  P équation  de  la  courbe  dont  Paire  efl  = aVx. 

Suppofant  pour  un  moment  que  la  courbe  qu’on  demande  foir 
BM  ( hg.  64.)  je  nomme  l’ordonnée  PM==y,l’abfcifTe  BP  ==*,  & * 
j’sùydx  pour  l’élement  de  BMP , de  même  prenant  la  différence 

de  aVxy  j’ai  ±ax  T dx  pour  l’élement  de  l’aire  donnée , donc 

1 * I 

yàx  — 7 ax  1 dx , & par  conféquent^  = ~ a.v  T , & élevant 
tout  au  quarré,  j’ai yx  = ±alx-' , ouyxx=$al , ôtc’cftl’équa- 
tioa>d  une  hyperbole  du  fécond  genre  entre  les  afymptotes. 
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122.  Trouver  F équation  de  la  courbe  dont  Faire  ejl  — , 

La  différence  de  cet  aire  eft  ; or  l’expreiïion  générale 
de  la  différence  d’un  aire  eft  ydx , donc  ~L  —ydx , & divifant 

par  dx, } ai  L-  —y  > ou  x1  — y ay , & c’eft  l’équation  d’un  com- 
plément BHC  (Fig.  64.)  de  parabole  dont  le  paramétré  = | a ; 
car  nommant  BR  = PM  = *,  6c  RM  = BP  =y  > on  a par  la 
nature  de  la  parabole  xl=jay. 

V3- Trouver  F équation  delà  courbe  dont  faire  eft  aVaa-^-xx. 

La  différence  de  cette  aire  eft-t-aW*  x «<»-+-**  7;  orl’cx- 

preflion  générale  de  la  différence  d’un  aire  eft  ydx  , donc 

-t- axdx x aa  -+-  xx~T=ydx , 

Pour  conftruire  cette  courbe  je  décris  une  hyperbole  équilatc- 
re.ABC  (Fig.  6j.)  dont  chaque  axe  foit  = 2a,  & par  conféquent 
OB  = ü,  je  nomme  l’abfciffe  OM  = RP=*  , 6c  l’ordonnée 
MP  = OR  = z;  par  la  propriété  de  cette  hyperbole  j’ai  x1  = z* 
'—a1,  donc  a1  -+-  x1  z1 , 6c  MP  — z = v/a- -t-  x1  , je  prens 
une  quatrième  proportionnelle  RQ  aux  trois  lignes  MP,  OB, 

RP , c’eft-à-dire,  je  fais  v’a'-ï-x1,  a : : *,^===}  6c  j’ai  • 
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~y  î faifant  donc  la  même  chofe  à l’égard  de  toutes  lef 
ordonnées  RP , la  courbe  BQS  eft  la  courbe  demandée. 

128.  Trouver  F équation  de  la  courbe  dont  F aire  eft  xVaa  -4-  xx. 
La  différence  de  cette  courbe  eft  dxv'aa-^-xx  -1- 

. V44-+-XX 

=ydx ,àoncVaa-+-xx-\--==^=y . ou  -,  - — y. 

Pour  conftruire  cette  équation  je  décris  la  même  hyperbole 
équilatere  (Fig.  69.),  ôc  nommant  les  mêmes  grandeurs  des  mê- 
mes noms  que  dans  l’article  précédent,  j’ai  PM  = z — v/tf<M-*\Y, 
je  cherche  un  quarré  égal  à aa-+-2xl  que  je  nomme  —nn,  puis 
un  rectangle  égal  à ce  quarré  , dont  l’un  des  côtés  foit  égal  à 
6c  nommant  l'autre»»,  j’aiw.v  — nn  = aa-+-xi , je  cherche  une 
quatrième  proportionnelle  RT  aux  trois  lignes  PM,  m,  RP, 

c'cft-à-dirc , je  fais  Vaa -i-x» , m ::x,  ~ m- — , 6c  j’ai 

' ‘ 3 3 l'aa-i-  xx3  > Vax-t-xx 

Qqq 
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~vïr4~b  ~ y » làifant  donc  la  même  chofc  à l’égard  de  toutes 
les  ordonnées  RP , la  courbe  BTV  cft  la  courbe  demandée. 

129.  Trouver  la  courbe  dans  laquelle  une  grandeur  confiante  a , efi 
à r ordonnée  y , comme  V aa — yy  efi  à lafoutangente. 

,.  Par  la  condition  du  problème  , j’ai  a , y ::  V aa — yy  y 

e=  ^ y donc  dyVaa — yy=adx  , ôc  par  conféqueiit 

fîyV a* yy  

4 -V’ 

Pour  conftruire  ccttc  équation  je  décris  un  demi-cercle  ABC 
(Fig.  66.)  avec  un  rayon  —a,  ôc  nommant  l’abfcilTe  OP=^_y, 

B __3  

j'ai  PM  — aa — y1,  ôc  PM  = Vaa — y-  ; je  multiplie  par  Vp 

— dy,  ce  qui  donne  dy  V aa — ÿp  pour  la  différence  de  la  por~ 
tion  circulaire  PMBO  ; donc  l’integrale  fdyVaa — yy  efi  la  valeur 

de  PMBO  ; ainft  divifant  par  a , j’ai  'fi~-l  = .v , c’cfl-à-dire 

que  fi  les  ordonnées  y de  la  courbe  qu’on  demande  font  égates 
aux  abfciffes  OP  du  quart  de  cercle , les  abfciffes  x qu’on  doit 
prendre  fur  OB  font  égales  aux  portions  PMBO  du  quart  dé 
cercle  divifées  par  le  rayon  = a , furquoi  il  faut  obfcrvcr  que 
dans  cette  courbe  ce  font  les  ordonnées  qui  font  en  progreflion 
arithmétique  , ôc  non  pas  les  abfciffes  , 6c  que  la  quadrature  de 
Ion  efpace  dépend. dé  la  quadrature  du  cercle. 

* 1 jo.  Trouver  la  courbe  dans  laqtç lie  une  grandeur  confiante  = a- 
efi  ày,  comme  V aa  -f- yy  ejl  à la fioutangente. 

Par  la  condition  du  problème  a,y::  Vaa  -+-yy  } '—''fi*-- 

= donc  d}^ïÿ  = dx,  ==x.. 

Pour  conftruire  cette  courbe  je  décris  avec  un  paramétré  = on 
une  parabole  AMC  (Fig.  67.) , dont  je  nomme  l’ordonnée  PM 
~y , ôc  l’abfciffe  AP  = 2 ; ainfi  l'équation  de  cette  parabole  efl: 
yy  = 2az , ôc  parconféqucnt2  = je  ptens  la  différentielle  dz 

— y-fi , ce  qui  donne  dz 1 = y-F^l  ■ or  quand  l’abfciffe  efl  x l’ex- 

preffion  générale  de  l’arc  différentiel  Mmeft  V dxl dÿ1 , donc 
quand  l’abfciffc  efl  2,  cette  cxprcflion  efl  V dz'-  -+-  dy1 , Ôc  met- 
tant la  valeur  de  dz' , j’ai  ^'fifi"^'  = WEE»  = Mm , ôc  par 
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ïtmféqucnt  l’i  n tegrale  - = AM  = * , c’eft- à-dire  , que 

fi  l’on  prend  pour  les  ordonnées  y d’une  courbe  les  ordonnées- 
WP  de  la  parabole , les  abfcifles  x correfpondantes  de  cette  cour- 
be feront  les  arcs  correfpondans  AM  de  la  parabole  ; ainfi  la 
conflruüion  de  cette  courbe  dépend  de  la  rectification  de  la  pa- 
rabole. 

On  voit  par  les  deux  exemples  précédens  qu’il  y a des  difîé- 
/ rentiellcs  dont  on  peut  trouver  l’integrale,  en  fuppofant  la  qua- 
drature de  quelque  courbe  ou  fa  reélification. 

fj  t . Trouver  la  courbe  dont  la  foutangente  ejl  égale  à.  une  ligne ' 
conjlante  — a. 

L’exprdlion  générale  de  la  foutangente  étant  j’ai  y-^=  a, 
àonc  ydx=ady , ôc  divifanr par_y , j’ai  dx  = y — ay-'dy,  & 
par  conféqucnt  .v  — fay  -t  dy. 

Pourconftruire  cette  courbe  je  décris  une  hyperbole  équilaterc 
entre  fes  afymptotes  (Fig.  68.) , 6c  nommant  fa  puiflance  BR 

=*=a  , & l’abfcifle  HP=_y}  j’ai  MP  x HP  = BR  , donc  MP 
— j ±=aay-',  6c  multipliant  par  P p^=dy  j’ai  aay-'dy,  dont 

l’intégrale  fa'-y~'  dy  eft  égale  à l’cfpace  afymptotique  MPHSA  ; 
Ur  cette  intégrale  étant  divifée  par  a, eft  égale  a l’integrale  fay-'dy 
*=  x de  la  courbe  que  nous  cherchons  , ainfi  les  abfcifles  .v  de 
cette  courbe  font  égales  aux  efpaces  afymptotiques  divifés  par  a , 
& par  conféqucnt  la  conftruélion  de  cette  courbe  dépend  de  la 
quadrature  des  efpaces  hyperboliques , nous  dirons  bientôt  com- 
ment on  peut  faire  cette  confiruétion. 

Il  efl  évident  que  la  courbe  dont  il  s’agit  eft  une  logarithmi- 
que puifquc  fa  foutangente  eft  égale  à une  grandeur  confiante  , 
or  dans  la  logarithmique  les  abfcifles  x font  en  progreffion  arith- 
métique, 6c  lesordonnées  y font  en  progteflion  géométrique  ; 
donc  fi  l’on  décrit  une  hyperbole  équilatere  (Fig.  6 p.),  6c  qu’on 
prenne  les  abfcilles  AP  , AR,  AS  , AT,  ôcc.  en  progrelfion’ 
géométrique  , 6c  qu’on  nomme  ces  abfcifles  —y  , les  efpaces- 
hyperboliques  APMHZ  , ARVHZ,  ASBHZ , ôcc.  c’eft-à-dir&‘ 
les  fa'-y  -I  dy  étant  divifés  par  a feront  en  progreflion  arithmeti-- 
que , puifqu’ils  feront  égaux  aux  abfcifles  d’une  logarithmique 
dont  les  ordonnées  feront  les  abfcifles  AP , AR , AS  , 6cc.  or- 
que les  fa'-y-' dy  foient  divifés  par  a , ou  qu’ils  ne  le  foient  pas,» 

Siqqüj» 
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ils  font  toujours  en  même  raifon , donc  les  efpaces  hyperboli- 
ques font  entr’eux  en  progreffion  arithmétique. 

Puifquc  les  efpaces  hyperboliques  APMHZ  , ARVHZ  , 
ASBHZ , &c.  font  en  progreffion  arithmétique , leur  différences 
font  donc  égales  entr’ellcs,  ôc  par  conféquent  les  efpaces  PM  VR, 
RVBS,  &c.  font  e'gaux , ce  qui  eft  évident. 

Les  abfciffes  AP  , AR , AS,  ôcc.  étant  en  progreffion  Géo- 
métrique , leur  différences  AP,  PR  , RS  , ôcc.  le  font  aufli  , 
comme  il  eft  facile  de  le  prouver. 

Maintenant  pour  conftruire  la  logarithmique  d’une  façon  à pou- 
voir connoître  fa  foutangente  Ôc  l’ordonnée  égale  à la  foutan- 
gente , je  décris  une  hyperbole  équilatere  entre  fes  afymptotes 
{ Fig.  70.  ) , & fuppofant  que  l’une  des  afymptotes  AG  foit  bor- 
née en  G , je  coupe  AG  aux  points  B,C,D,E,  ôc  c.  en  forte 
que  les  abfciffes  AB,  AC,  AD,  ôcc.  foient  en  progreffion  Géomé- 
trique ; des  points  de  divifion  je  mene  les  ordonnées  BM , CN, 
ôcc.  ôc  les  efpaces  hyperboliques  BMNC,  CNLD  , ôcc..  font 
tous  égaux  entr’eux  ; je  prolonge  l’afymptote  AG  fàifant  AP  égal 
à la  puiffance  de  l’hyperbole  LD  = a,  je  prolonge  aufli  l’autre 
afymptote  indéfiniment  en  R , ôc  fur  le  point  P j’éleve  la  per- 
pendiculaire indéfinie  PS , je  cherche  la  valeur  de  l’un  des  efpa- 
ces égaux  FGHI , ôc  je  fais  PreA  égal  à cet  efpace , ôc  dont  l uit 
des  côtés  foit  PA  = a ; je  fais  le  rectangle  cbde  égal  à l’efpace 
EVHF,  ôc  ainfi  des  autres  ; tous  ces  reétangles  font  égaux  en- 
tr’eux , puifqu’ils  font  égaux  aux  efpaces  afymptotiques , je  pro- 
longe le  côté  ce  du  premier  rectangle  jufqu’à  ce  que  eg  foit  égal 
à l’abfciflc  corrcfpondante  AF , je  prolonge  de  même  le  côté 
bd  du  fécond  reôtangle  , faifant  df  égal  à l’abfciffe  AE  , ôc  ainfi 
des  autres  ; ôc  je  joints  les  extrémités  des  prolongcmens  par  une 
courbe  Gg/Xt  qui  eft  la  logarithmique  demandée , ôc  dont  l’or- 
donnée TX  = AD=  DL=s,  ôc  par  conféquent  la  foutangen- 
te de  cette  courbe  eft  toujours  égale  à TX , ce  que  je  démon- 
tre ainfi. 

Les  efpaces  GAOYHI , FAOYH , EAOYV  , Ôcc.  c’eft-à- 

dire  les  fa'y  1 dy  font  égaux  aux  reêtangles  indéterminés  PARS, 
rçRS  , êdRS  , ôcc.  car  les  uns  ôc  les  autres  font  infinis  , ôc  les 
différences  des  efpaces  hyperboliques  font  égales  aux  différences- 
des  rectangles  par  la  conftruction , donc  divifant  les  rectangles 

indéfinis  chacun  par  a , c’cft-à-dire  les  fa1  y 1 dy  par  a,  les  quo- 
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tiens  feront  les /ity  1 dy=x',  c’eft-à-dirc  les  abfcifles  de  la  lo- 

garithmique ; fit  il  eft  vifible.  i°.  Que  ces  abfcifles  feront  les 
droites  indéfinies  RA , Rr,Rd,  &c.  20.  Que  ces  abfciffcs  feront 
en  progrelfion  arithmétique  ; car  les  rcélanglqs  Pc , cd,  bT , ôcc. 
étant  égaux  entr’eux  fie  leur  bafes  égales,  leur  hauteurs  Ae , ed, 
dT  , ficc.  qui  font  les  différences  des  abfciffcs  font  aufli  égales. 
3°.  Que  les  AG,  eg,  df,  Ôcc.  feront  en  progrelfion  Géométrique , 
puifqu’clles  font  égales  aux  coupées  AG , AF , AE , 6c c.  4.0.  Que 
TX  fera  égal  à la  puiffance  de  l’hyperbole  par  la  conftruéüon. 

J°.  Enfin  que  l’équation  de  cette  courbe  étant  fay  1 dy  — x, 
nous  aurons  en  prenant  la  différence  ay  1 dy*=  dx  ou  -y  = x y 

d’où  Ion  tir ea— c’cft-à-dire  la  foutangente  T/égale  àTX 
56=  a , donc  cette  courbe  eft  la  logarithmique  demandée. 

Les  abfcifles  RA,  Re,  Rd,  ôcc.  étant  en  progrelfion  arithmé- 
tique font  les  logarithmes  des  ordonnées  AG,  eg,df,  ficc.  or 
toutes  ces  abfciffcs  font  infinies  quoiqu’elles  aillent  en  diminuant,* 
donc  ce  n’eft  qu’après  une  fuite  infinie  de  diminutions  que  l’abfi 
ciffe  devient  égale  à zéro,  c’eft-à-dire  au  logarithme  de  l’unité, 
& par  conlëquent  l’ordonnée  qui  tient  lieu  de  l’unité  à l’égard 
des  autres  ordonnées  eft  infiniment  éloignée  du  point  A , d’où  il 
fuit  que  la  droite  AR  eft  l’afymptote  de  la  courbe. 

Si  l’on  prend  pour  l’uniré  l'ordonnée  TX=<a,  c’cft-à-dirc  la 
foutangente;  les  ordo/tnées  TX , df,  eg,  ficc.  reprefenteront  une 
progrelfion  afeendante  de  nombres,  dont  le  premier  fera  l’unité, 
& les  ordonnées  TX,  ni  reprefenteront  la  progrelfion  défi 
cendanre , dont  le  premier  terme  eft  l’unité;  or  alors  il  faudra 
prendre  l’origine  des  abfcifles  au  point  T , en  forte  que  le  loga- 
rithme de  TX  ou  de  l’unité  foit  zéro  , que  ceux  de  df,  eg,  ôccs 
qui  reprefentent  des  nombres  au-deffus  de  l’unité  foienr  les  abfi 
eiffes  Td,  Te,  TA,  ÔCC.  qui  font  en  progrelfion  arithmétique,' 
& que  ceux  de  W2,  ni  , Ôcc.  qui  reprefentent  des  nombres  au 
deffous  de  l’unité  foient  les  abfcifles , Fw,  T»,  ficc.  qui  font  aufli 
en  progreffion  arithmétique, mais  qui  font  négatives  à caufe  qu’el- 
les font  prifes  de  l’autre  côté  des  précédentes , tout  cela  s’accor- 
de parfaitement  avec  ce  que  nous  avons  enfeigné  touchant  les 
logarithmes  dans  F arithmétique  où  nous  avons  fait  voir  que  les 
logarithmes  des  nombres  au-deffus  de  l’unité  font  pofitifs  , 6c  qp«r 
ceux  des  nombres  moindres  que  l’unité  font  négatifs. 
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On  peut  auffi  avoir  les  logarithmes  pofitifs  & négatifs  dans 
l’hyperbole;  car  fi  l’on  prend  pour  l’unité  l’abfcifle  AD  = DL 
= a , les  abfcifles  AE,  AF , AG , ôte.  reprefenteront  les  nom- 
bres d’une  progreffion  Géométrique  au-deflus  de  l’unité , & les 
abfcifles  AC , AR  , &c.  reprefenteront  les  nombres  de  la  pro- 
greffion moindres  que  l’unité  ; le  logarithme  de  AD  fera  zéro  % 
ceux  de  AE,  AF  , AG,  &c.  feront  les  trapezoïdes  hyper- 
boliques LE,  LF , LG , ôte.  qui  font  en  progreffion  arithméti- 
que , à caufe  que  les  trapezoïdes  LE , VF,  HG , & c.  font  égaux 
entr’eux  ; enfin  les  logarithmes  des  abfcifles  AC,  AB,  ôcc.  lc- 
ront  les  trapezoïdes  DN , DM,  ôcc.  qui  font  auffi  en  progreffion 
arithmétique , mais  négatifs  à caufe  qu’ils  font  pris  du  côté  op- 
pofé  aux  précédées.  " 


CHAPITRE  VIII 

Vfage  du  Calcul  intégral  pour  trouver  les  Logarithmes, 

t j 2.  T"  T N nombre  étant  donné,  trouver  fon  Logarithme .' 

Je  décris  une  logarithmique  ( Fig.  70.  ) dont  je  nom* 
me  l’ordonnée  TX  égale  à la  foutangente  ==  1 , & fi  le  nombre 
cft  au-deflus  de  l’unité  je  cherche  une  autre  ordonnée  du  côté  de 
TA  qui  foit  à TX  comme  le  nombre  donné  efl  à l’unité  ; fuppo- 
fons  que  cette  ordonnée  foit  rgôc  que  fon  excès  fur  TX  foit  = z , 
cette  ordonnée  fera  donc  1 -+-  z ; or  quand  l’ordonnée  eft  =y 

fon  abfcifle,  c’efl-à-dirc  fon  logarithme  efl  fay  1 dy  {N.  131.) 

ou  Jÿ  1 dy,  en  fuppofant  a=  1 , donc  quand  l’ordonnce  cft 
1 -H z , le  logarithme  eft  f , 1 -+-  3 1 dz=f  -~-z  , c’eft-à- 

dire  que  ce  logarithme  fe  trouve  en  prenant  l’intégrale  de  j-~ 
__  • or  pour  avoir  cette  intégrale  il  faut  d’abord  divifer  1 

par  1 -+-z,cequi  donne  la  fuite  1 — z-f-z* — z3-J-z4 — z*-f-zS 
ôcc.  puis  multiplier  par  dz  , ce  qui  donne  dz  — zdz  -4-  zldz 
— z)dz-k-z*dz — z*dz-\-z6dz , ôcc.  enfin  tirer  l’intégrale  qui 
eft  z — - z*  -+-  j z?  — ^ z4  -+-  ~ z' , ôcc.  donc  le  logarithme  cher- 
ché eft  égal  à cette  intégrale. 

Si 
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Si  le  nombre  propofé  eft  moindre  que  l’unité  , je  cherche  une 
autre  ordonnée  n 1 du  côté  de  TR  qui  foit  à TX  comme  le  nom- 
bre propofé  eft  à l’unité,  ôc  fuppofant  que  l’excès  de  l’unité  fur 
le  nombre  propofé  foit  = z , j’ai  n 1 = 1 — z , donc  l’abfciffe  de 

ni , c’eft-à-dire  fon  logarithme  eft/",  1 — z 1 — dz= 

c’eft  pourquoi  tirant  l’intégrale  de  — fe 

trouve  en  divifant — t par  1 — z,  puis  multipliant  par  dz,  ôc 
enfin  tirant  l’intégrale  , j’ai  — z ■ — \ z1  — l — ^4  — i z» , 
ôcc.  pour  le  logarithme  du  nombre  cherché. 

Si  l’on  veut  trouver  les  logarithmes  par  le  moyen  de  l’hyper- 
bole , je  nomme  la  puiffance  DL  = AD  = 1 , & fi  le  nombre» 
propofé  eft  plus  grand  que  l’unité  je  cherche  une  autre  abfciffe 
AF  qui  foit  à AD  comme  le  nombre  propofé  eft  à l’unité  ; je 
nomme  l’excès  DF  = z,  ainfi  AF  = 1 -+-z;  orl’efpace  hyper- 
bolique LDFH  eft  le  logarithme  de  AF,Ôc  cetefpace  eftz — { z 1 
— a z*  -4-  ~ z1 , ôcc.  ( A/*,  ao.  ) , donc  le  logarithme  du 
nombre  propofé  eft  z — ~ z1  •+■  j zî , ôcc. 

1 ; ?.  Un  Juins  QP  étant  donné  ( Fig.  20.  ) trouver  fon  logarithme. 

Pour  réfoüdre  ce  Problème  on  fe  rappellera  une  propriété  des 
logarithmes  dont  j’ai  parlé  dans  P Arithmétique  des  Géomètres  , ôc 
que  je  vais  redire  en  peu  de  mots. 

i°.  Si  l’on  prend  la  fuite  des  puiffanccs  d’une  grandeur*  à 
commencer  par  *°"=  1 , cette  fuite  fera  x° xl , *4,  x1 , 
ôcc.  ôc  ces  puiffanccs  étant  en  progreffion  Géométrique  , leur 
expofant  o,  1 , 2,3,  4,  y,  ôcc.  font  en  progtelfion  arithméti- 
que , donc  ces  expolâns  font  les  logarithmçs  des  puiffanccs. 
20.  Pour  multiplier  l’un  des  termes  de  la  progreffion  par  un  au- 
tre , par  exemple  *l  par  xl , il  n’y  a qu’à  ajourer  l’expofant  2.  à 
l’expofànt  3.  ce  qui  donne  l’expofant  y , du  produit  , donc 
lorsqu'on  multiplie  un  nombre  par  un  autre  , le  logarithme  de 
l'un  étant  ajouté  au  logarithme  de  l’autre  donne  le  logarithme  du 
produit.  30.  Pour  divifcr  un  terme  de  la  progrelfion  par  un  autre , 
par  exemple  xi  par  xi , il  faut  retrancher  l’cxpofant  3 de  l’expo- 
fant  y , ôc  le  refte  2 eft  l’expofant  du  quotient  xl , donc  quand 
on  divife  un  nombre  par  un  autre  , fi  on  retranche  le  logarithme 
du  divifeur  du  logarithme  du  dividende , le  refte  eft  le  logarithme 
du  quotienr.  4°.  Pour  élever  un  terme  de  la  progrelfion  à une 
puiffance  quelconque , par  exemple  pour  élever  xl  à la  troifiéme 
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puiflance  dont  l’cxpofant  eft  j , il  faut  multiplier  l’expofant  2 du 
terme  xl  par  l’expofant  3 de  la  puiflance , donc  fi  on  multiplie 
le  logaritlime  de  a:1  par  le  logarithme  de  xi , le  produit  ferale  loga- 
rithme de  x-  élevé  à la  troiiiénae  puiflance.  y°.  Pour  extraire  une 
racine  quelconque  d’un  terme  de  la  progreflion , par  exemple 
pour  extraire  la  racine  troifietne  ou  cubique  du  terme  x* , il  faut 
divifer  l’expofant  6 de  x6  par  l’expofant  j du  cube , fit  le  quotieut 
2 eft  l’expofant  du  terme  xl  qu’on  cherche,  donc  fi  on  divife 
le  logarithme  de  xf  pat  le  logarithme  de  ar3 , le  quotient  fera  le 
logarithme  de  x*,  tout  cela  a été  démontré  dans  l'Ouvrage  cité,, 
fit  n’eft  qu’une  fuite  du  calcul  des  expofans. 

Pour  revenir  au  Problème  , je  nomme  le  rayon  Aï=  1 , fit 
i’abfcifle  QI  ==  z , donc  par  la  propriété  du  cercle  le  finus  l'Q 

= v/  1 — zz  = 'S  1 -+-z  xi  — z ; or  fuppofânt  que  dans  la  loga- 
rithmique { Fig.  70.  ).  la  droite  TX  égale  à la  foutaugenre  foit 
égale  au  rayon  du  cercle , fi  je  prens  une  ordonnée  du. côté  de 
1 A qui  furpafle  TX  de  la  grandeur  z , cette  ordonnée  fera  t-f-  z , 
fit  fi  je  prens  une  autre  ordonnée  du  côté  de  TR  qui  foit  moin- 
dre que  TX  de  la  grandeur  z,  cette  ordonnée  fera  1 — ziainfi 
le  logarithme  de  1 -+- z = fera  z — ?zX~F‘\zi — 3Z4,  &c.  & 
le  logarithme  de  1 — z — — z — }z*  — — - 3Z4 — }z< 
fitc.  donc  pour  avoir  le  logarithme  de  i + t*  « — z,  il  n’y  a 
qu’à  ajouter  enfemble  les  deux  logarithmes  trouvés,  fit  la  fqmme 

— 7Z1  — ^z4 — $z*  — i*8  , ôte.  fera  le  logaritlime  de  1 -t-z 
* ■ — z , fit  pour  avoir  le  logarithme  de  la  racine  quarrée  de 
1 -f~  * k i — x , ceft  - à - dke  pour  avoir  le  logarithme  de 
✓ 1 -H  xx.  t — **=  V r—  xx  , il  faut  divifer  le  logarithme  de 
î+xx  1 — x par  l’expofant  2 du  quarré,  fit  le  quotient — -ÿ  z1 

— 3 z4  — j z6  — 3Z8,  fera  le  logarithme  de  Vi  — xxou  du  finus- 

QP(F/g.  20.)- 

1 34.  Une  tangente  BG  étant  donnée  ( Fig.  p.  ) trouver  fort  loga- 
rithme. 

Je  nomme  le  rayon  BC  = 1 ; or  la  tangente  de  l’arc  de  4.3 
degrés  eft  égale  au  rayon , celle  d’un  arc  plus  grand  eft  plus 
grande  que  le  rayon , fit  celle  d’un  arc  moindre  eft  moindre  que 
le  rayon , donc  la  tangente  de  degrés  = 1 , la  tangente  plus 
grande  eft  1 -I-  z en  fuppofânt  que  z eft  l’excès  de  cette  tangente 
fur  celle  de  4^  degrés,  fit  la  tangente  moindre  eft  1 — z,  enfûp- 
pofant  de  même  ;ue  la  tangente  de  43  degrés  eft  plus  grande 
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de  la  quantité  z ; ainfi  le  logarithme  de  la  tangente  1 -+-  z=z 

— ïZ*-+-fz*  — ^z^-4 -fzs,  fitc.  & le  logarithme  de  la  tan- 
gente t — z — — z — £z*  — -zi  — jz«,  fitc. 

REMARQUE. 

»jy.  Pour  marquer  en  general  un  logarithme,  on  fe  fort  de 
fexpreflîon  / ; ainfi  /,  « -+-  z fignifie  le  logarithme  de  1 -+- z , ! f 
1 — z ftgnific  le  logarithme  de  1 — ■ z ; /,  «fignifie  le  logarithme 
de  z , fit  ainfi  des  autres. 

£lz,  /fé,  lT z marquent  les  logarithmes  de  z*,zîr  z",  fiée, 
/-*Z,  l~iz,  l~  mz  marquent  les  logarithmes  de  z-1,z~î,  z~* 

fitc.  ou  de  E-9  j L , $tc.  //z  fignifie  le  logarithme  du  loga- 
rithme de  z , lmlz  marque  le  logarithme  du  logarithme  de  xm , 
fie  ainfi  des  autres. 

dl , t + z fignifie  la  différence  du  logarithme  de  1 -H  z ; dl, 
1 — z , la  différence  du  logarithme  de  1 z ; dlz , la  diffé- 

rence du  logarithme  de  z , ôcc. 

Lorfqu  : les  ordonnées  de  la  logarithmique  font  nommées  —ÿ, 
fit  les abfciffes  * , l’équation  eft  x=Jy~ 1 dy  en  fuppofant  la  fou- 
tangente  a — t ( N.  1 3 1.  ) ; donc  nommant  les  ordonnées  = z 
l’équation  fera  x=/z~'  dz , fie  par  conféquent  dx  = z- 1 dz 

— or  dx  cft  la  différence  d’une  abfciffe  à l’autre  ( Fig.  70.  ) , 
c’efi-à-dire  la  différence  des  logarithmes,  donc  la  différence  dx 
du  logarithme  d’un  nombre  z ell  égale  à la  différence  de  ce  nom- 
bre divifée  par  z.  Cela  pofé. 

La  différence  dl , 1-+-  z = > la  différence  dl,  1 — z 

r=  y la  différence  di,  x=c  - ,1a  différence-^-  dix  = — - 
ficc. 

Pour  trouver  la  différence  rf/*z je  prens  une  indéterminée  u, 
fit  jefuppofe/mz=»’",doncfe=»  fie  àlz  = du  = ^ ; je' prens 
la  différence  de  f* z = ce  qui  donne  dlmz  =»  wi«m  1 du,  Sz 

à caufc  de  t/»=  dlz  yùï”  ~ 1 Z = 1 ; fubftiruant  donc  les 

valeurs  de  mu'  1 , fit  de  dm  dans  la  différence  Jlm z = mu*  1 
du,  ïûdrz  = r-‘,zxi?--=z-'im-'zxdz. 
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Pour  trouver  la  différence  dllz,  je  fuppofe/a  = «,  donc,  i°.  dlz 
— du  = ^ , a°.  Hz  = lu , 3°.  dllz  »=  dlu  = ^,  & mettant  au  lieu 

de  du  fa  valeur  d~  , 6c  au  lieu  de  « fa  valeur  lz,  j’ai  dllz  = ^ 
= 2_l  l-'zdz. 

Si  le  nombre  2 ou  — z étoit  exprimé  par  1 ■+•  z ou  par  1 — z , 
on  fubftitueroit  dans  les  différences  que  nous  venons  de  trouver 
i+z  au  lieu  de  2 , 6c  1 — z au  lieu  de  — z , par  exemple  fi  l’on  • 

cherchoit  la  différence  dit,  1 +ï  an  auroit  1 -hz  * / 1 

x 1 -4-  z dz , & ainfi  des  autres. 

Pour  trouver  la  différence  dtmlz,  je  fuppofe  fz  = u , donc, 
i°.  dlz=du  — d*  ,2°.  lmlz=lmu  j fit  df’lz  = d/m  u ; or  nous 

avons  ci-deffus  dlmz  = 2 1 /"  'zdz , donc  dlmu=ü~1  lm~l 

u du  ; donc  dlmlz  — u 1 lm  ! udu  ; fubftituant  donc  la  va- 
leur de  « 1 qui  eft  / 1 z,  celle  de  /"  1 «qui  eft  lm  '/z , ôc 

celle  de  du  qui  eft  * , j’ai  df  lz—  I lz  lm  1 z x 

1 >6.  Tl  fuit  de  ce  que  nous  venons  de  dire  que  l'intégrale  de 
dix  t -t-z  — eft/,  1 ~^~z , que  celle  de  dl  x t — z—  — 

eft  /,  r — x,  que  celle  de  dlx= * eft  Ix , que  celle  de/"  1 z 
xl*  eft  /" 2,  6c  c.  je  ne  m’arrête  pas  beaucoup  à ceci  à caufe  du 
peu  d’ufage  qu’on  en  fait. 


CHAPITRE  IX 

JJ f âge  du  Calcul  intégral  à l' égard  des  quantités  exponentielles . 

137.  T Orsque  dans  Péquatîon  d’une  courbe  il  fe  trouve 
I 1 une  quantité  confiante  ou  variable , élevée  à une  puif- 

fance  variable  , par  exemple  a , ouy”,  ou  x* , Sec.  cette  courbe 
s’appelle  exponentielle  , ou  parcourante.  , . ... 

Par  exemple  foit  la  courbe  X fg(x{Tig.  70.)  dont  nous  fuppofe- 
rons  que  les  abfciffcs  foient  prifes  fur  la  droite  TA , que  le  point 
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d’origine  foit  T , 6c  que  ces  abfcifles  foient  dans  une  progref- 
fion  quelconque  , par  exemple  dans  la  progreflion  des  nombres 
naturels , 1,2,  3,4,  ôcc.  nommant  les  abfcifles  * , 6c  les  or- 
données df , eg , ôcc.  =_y  , s’il  fe  trouve  que  chaque  ordonnée^ 
foit  égale  aune  grandeur  confiante  a élevée  à la  puiflance,  donc 
l’abfcifle  correfpondante  foit  l’cxpofant , l’équation  de  cette  cour- 
be fera  a*  —y  , 6c  la  courbe  fera  une  courbe  appellée  exponen- 
tielle ou  parcourante  , ôt  ainfi  des  autres. 

138.  Pour  appliquer  le  calcul  différentiel  6c  intégral  aux  coût' 
bes  exponentielles  , il  faut  réduire  leur  équations  à leur  expref- 
Iions  logarithmiques , 6c  pour  cela  il  faut  le  rappcller  le  principe 
fuivant. 

Si  l’on  a plufieurs  grandeurs  *°,  x1,  x1,  x? , x4,  xf , 6cc.  qui* 
foient  en  progreflion  Géométrique  ; le  logarithme  de  la  première 
puiflance  x'  multiplié  par  l’cxpofànt  d’une  puiflance  quelconque  de 
cette  grandeur  * , par  exeqiplc  par  l’expofant  de  la  puiflance  x4  eft 
égal  au  logarithme  de  x* , ce  qui  eft  évident  puifque  l'orfqu’on 
éleve  x à la  puiflance  x*  , il  faut  multiplier  le  logarithme  de  * 
par  4 (N.  1 3 j.  ) ainfi  le  logarithme  de  x1  eft  2 Ix , le  logarithme 
— ■ . • 
de  x”1  eft  mlx  , celui  de  xm  eft  ~ Ix  , celui  dé  i + * éft.  2I 

1 x , celui  de  x*  eft  xlx , 6c  de  même  des  autres  ; cela  pofé. 

13p.  Pour  trouver  la  différence  de  xy , jefuppofcx,’=z  , 
donc^/x  =/s,  je  prens  la  différence  en  me  reflbuvenant  que 
ia  différence  de  Ix  eft^j  ôc  celle  de  Iz  eft  ~ , Ôt  j’ai  Ixdy  -f^y  ^ 
= - , donc  zlxdy  -4-  iy  * = iz  ou  z6o/y*ï-zy*  — * dx=  dz , 6c 
remettant  au  lieu  dez  fa  valeur  x*  , j’aî  xy  Ixdy  y x*  “ 1 dx 

= dz  j ôc  par  conféquent  la  différence  de  xy  xyixdy-+yxT~* 
dx.  ■ 1 1 v. 


Pour  tronver  la  différence  de  1 -3-xr,"jefuppofe  i-Hx*  = z , 
donc  yl  x \-+-x  — lz,  6c  prenant  la  différence  en  me  reflouve- 
nant  que  la  différence  de/xi-rreft  , 6c  celle  de  Iz  eft  — _ 

t 1 -+•  xJ  s f 


j’ai  /x  1 -t-xdy-t-  ■ ^ ; donc  z/x  r 


6c  remettant  au  lieu  de  z fa  valeur  j -+-  a ’ , j’ai  1 -t-  xy  x /x  1 -f-x 

Rrr  iij 
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“•“Jf*  i -t-ir*  dx—dz  , <îonc  la  différence  de  n-**  eft 
l-j-xT  ix  i -H  xdy-\-y  x irH*r*~  ' dx . 


Pour  trouver  la  différence  de  u** , je  fuppcrfè  = z , donc 

xT!u  — lz  i je  prens  la  différence  en  obfeivant  que  celle  de  >? 

eft  x’ixdy  -+- yx’~  ' dx , que  celle  de  lu  eft  £ , fie  celle  de  /s 

eft  ~ & j'aix’lxxli4xdy-{-yxJI~txIuxdx-i-^=B~  , fie 

mulripfianr  par  z , j’ai  zx*ïicx  luxdy-+-  zyxr  ~ 1 x lu  x dx 

•4-z*5*  1 du=dz,  fit  remettant  an  Heu  dez  fa  valeur  »*%  j'ai  ’ 

H*1  x’ixx  lu  x ày-\~  u *’ y X* — 1 x lux  dx-t-u** xJ u~~  ' du  pour 
y 

h différence  de  h * , fie  on  trouvera  de  la  même  façon  la  dif- 
férence des  grandeurs  exponentielles  plus  composes  ; venons 
à la  maniéré  de  trouver  lès  intégrales  des  différentielles  loga- 
rithmiques & desexponentielles. 

*4°-  Pour  trouver  1 intégrale  de  xlxdx. , je  fuppofe  x==  t -+-y  ,f 
donc  lx=lx  i -+-y , &cdx  = dy,  mettant  donc  les  valeurs  de 
Ix , fie  de  dx  dans  xlxdx , j’zixlx  i -t-jy  x dy^xlxdx,  fit  mettant  la 
vakur_de  * qui  eft  i +-y  , j’ai  i-hylx  ï+Jx  dy  = xlxdx  -,  oc 
Ix  t -+-y=y — — 7_y4-i“7js , ficc.  multipliant  donc 
Rai<  1 -Hy  x dy , ou  par  dy +ydy , j’ai 

ïyftfyrbcà  ; 

••*  *+■  yldV — T?}fy+7y*‘ly—iy'dy-+-j:y‘(fy,dcc. 


ce  qui  fc  réduit  à ydy  -t-|y‘dy  — i yidy  -i — i-  y+dy 

■+*  ïô ys<fy  t &c.  fit  tirant  l'intégrale , j ai 


*-0 


y^y 


fxlxdx «±=  *>* -4-î>î — y*  - 4-^  , ficc. 


P ouf  trouva  iintegtale  daxxdx , je  fuppofe  i ~+-y , donc 

dx=  dy  ,6s  xx  — i -jry  '^jje  fuppofe  encoreT^t*^J,=*=i-è-k,. 
dooc  1 -\-ylx  t -+— y =?  / X 1 -+-«  ; or/x  ■ — t—  y = y — 

— Ay+,  ôte.  donc  1-H-^/x  t -Ky,= 

fié  ffnfànt  la  multiplication  indiquée  , j’ai  i -t- ylx  i ~t~y  — y 
’+'ïJft*  r>*  + in  J.*--  t ficc.  or  ix  i-è- .»=»#- — -f- J- 

"*  „ i.  * 
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»3 — ~ «4  , Scc.  donc  pnifque  j’ai  i -y-y  l xi  -y-y  — 1-x  î-f-  u , 
j’ai  auflî — iy3-+-f»y4>  &c.  — u — ^«‘-H--3-»3,  Ôcc. 
& faifant  tour  paflcr  dans  le  fécond  nombre,  j’ai» — 
ui , ôcc. — y — iy-i-iy)  ,{tc.=o. 

Je  fuppofe  u —y  •+•  K y1  -f-iwy3  -f-  ny*-y-pyi , ôte.  les  lettres 
K , m,rt  ,p  > Ôcc.  font  des  indéterminées  ; donc 

u —y-y-lüy1 -y-myl-y-  »y*-+*  ôc c. 

— = — Kwy*,  ôcc. 

— ny*  f ÔCC.  ...  J 

= +{;î+  Ky-+-  K*/  , ôcc. 

. . : i+*  **y3  y ÔCC.  • . , . . 

__a*4  A=-  — Krjr*’-ÿ  ÔCC.  *•  ' 

4-}»?  ==  -4-  7>?  , «CC.. 

— •>—  ï>*H- iy*— - tü'4**-  *;vf»  &c.s=o,. 

Je  fais  tous  les  termes  de  cette  équation  égaux  a zéro , -ce  qui 
donner — y=**Oj  ou  i — t»=o,  1 = 1»  K — t — j = o,donc 
X=i-+-±  = s ; OT_K-4-i-4-i  = o,  ôc  mettant, la  valeur  de 
K—  t , j’ai m — t-H|-+-ï  = o,  d’où  je  tire  m=  i—i—îi 
«— iK1— iw-+-K — i— rî  = o,  d’où  je  tire  en  mettantes 
valeurs  de  K ôc  de  m,  n =:t-+- 7- — iH-7-f-Tî=.4,=7>/’ 
_Kro-»  + K>  + *-K+}H-^  = o , ôc  mettant  les  va- 
leurs de  K ,ntm,  j’ai  p=T"l"i — 1 — i"+“  1 — *•  T — * 

— , t 

Je  mets  les  valeurs  trouvées  de  K,  tn , »,  p y &c.  dans  u—y 
-f-Ky’-f-rnyî-f-wy4,  ôcc.  ôc  j’ai«^-+-j't-+-Tj'3-+-T>4“t'ïT 
yi , ôcc.  donc  ih-«==  1 -Hy  -+->l'+-Tj'J-+-,,J,4-i_î1îJ'î>  ^c- 
«r  nous  avons  fuppofé  ci-deffus  1 -+-«==  i — *">  donc 

P=Py'  _t'/  = 1 -4-yH-y t> 3 -H f>4*+- T>y' » &c& 

afy  = x*  dx  — dy  -y-ydy-y-y^dy->r\yidy , ôcc.  ôc  par  conféquenc 

Ji-hy'  ’Jrydy  — fie” dx  —y -4-7J1  ■+-  f/3  -+* t^4  *+“  ■+* ■*  ' 

Ôcc.  eft  l’integrale  cherchée. 

On  peut  par  la  mêtfte  méthode  trouver  les  intégrales  d«  dif- 
férences exponentielles  plus  compofées.-. 


J04  Le  G ALCUL  DIFFERENTIEL, 

t ' 14 1 . Confiruire  une  courbe  exponentielle  dont  f équation  eft  donnée. 

V Soit  l’éqoation  donniîc  x‘  =y  , donc  xlx  — ly  — 1 x ly  , d’où 
je  tire  f,  lx::x,ly,  je  décris  une  logarithmique  IMBN  (Fig. 
71.)  dont  l’ordonnée  AB  ==  1 ! je  nomme  l’ordonnée  PM=r  , 
pat  conféqiienl  l’abfciffe  AF  —Sx  , je.  prolonge  AB  en  E , du 
point  M j’abaiflc.  MÇ. perpendiculaire  fur  AG  i je  prens  CD 
= AB  & DE  = PM  i donc  CM  = AP=/*,  CD=AB  = « 

& DE=MP— * , jeleve  en  E la  perpendiculaire  EL  qui 
rencontre  en  L la  droite  ÛML  qui  paffe  par  les  points  D , 
M , & les  triangles  femblables , CMD,  ELD  , donnent  CD , 
CM:  : DE",  EL,  done-i  , Ixttx  , xlx  = EL  ; mais  nous 
avons  1 , Sx  : : x , ly  , donc  xlx  = ly  — EL  ; or  EL  = AH  , 
donc  AH  — ly  , 6c  par  conféquent  l’ordonnée  HI  =y  » je 
prens  fur  CM  prolongé  la  droite  CG  = HI==^,  ôc  le  points 
G eft  un  pomr  ae  la  courbe  cherché?  ; car  puifqu  on  a 1 , Sx  : : x, 

ly,  donc  xlx  =*=  ly , &c  par  conféquent  x*  =y  ou  bien  CA 
= CG  ; l’axe  de  cette  courbe  eft  la  droite  AE  fur  laquelle  fe 

Jirenncnt  les  abfcifies  de  A en  E ; on  trouvera  de  h même  façon 
es  autres  points  de  la  courbe  correfpondans  aux  ordonnées  MP 
de  la  lôgarithmique  qui  font  du  côté  de  AP. 

Pour  trouvet  les  autres  points  de  la  courbe  cotrefpondans  aux 
ordonnées  TQ  de  la  logarithmique  qui  font  du  côté  de  AQ , on 
prendra  une  ordonnée  TQ  qu’on  nommera— x , donc  AQ 
=—lx , on  mènera  du  point  T la  droite  TYR , ce  qui  donne 
À Y = TQ  =*=*  x , on  fera  1,'*:  : — Jx • — ly  , -c’eft-à-dire  , on 
prendra  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  BA , A\  , AQ , 
AfTamortant  de  A en  Z, on  aura  AZ  = — /y,  donc  l’ordonnée 
ZX  fera=y  , car  quoique  les  abfciffes  du  coté  de  AQ  foient  né- 
gatives , les  ordonnées  font  toujours  pofitives  à caufe  quelles 
font  toujours  du  même  côté  par  rapport  à HQ  ; on  portera  ZX 
•3e  Y en  R,  & le  point  E.  fera  un  point  de  la  courbe  ; car  puif- 
^qu’on  a,  1 , x:  : — Sx  , — ly  , donc  XX — lx= — fy  , ou  xlx 

— ly , ôt  par  conféquent  x=y  ou  A Y = YR. 

: Lorfque  l’abfcifie  AL  = .v devient  = 0,  l’équation  xlx=  ly  ; 
or  quand. le  logarithme  A», eft  zéro,  la  droite  dont  il  eft  le  loga- 
rithme eft  l’unité  dont  alors  on  zy  — 1 , c’eft-à-dire  , que  fi  1 on 
prend  AA  ±=  AB  , Je  point  b fera  un  point.de  la  courbe  cherchée. 
Par  la  même  équation  xlx=ly,  on  connoit  que  fi  x=  i , on 
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a /jr  = /y,  or  le  logarithme  Ixde x — i eft  zéro,  donc  on  a en- 
core lyz=o,  ôcpar  conléquent^  — i , ainfi  quand  l’abfciffc  AB 
= i , on  a BS  =y  — 1 . 

142.  On  doit  remarquer  en  paffantque  pour  avoir  un  logarith- 
me de  logarithme  , par  exemple , le  logarithme  de  AH  , le  loga- 
rithme de  HI , il  faut  porter  AH  de  A en  a , cnfuite  élever  la  per- 
pendiculaire ac , & du  point  c où  elle  coupe  la  logarithmique 
mener  cr  parallèle  à <jA  , ce  qui  donne  cr  = aA.=  ly  , & par 
conféqucnt  A r—lly,  &.  ainfi  des  autres. 

14 j.  Trouver  la  foutangente  d'une  courbe  dont  r équation  efl  a* 

. i“uifque<**=^,  donc  xla  — ly  , & prenant  la  différence  en  me 
reffouvenant  que  la  différence  de  ly  eft  ~ , j’ai  ladx=~,  donc  dx 

= ~ ; or  l’expreflîon  générale  de  la  foutangente  eft  ^ , met- 
tant donc  dans  cette  expreflion  la  valeur  de  dx , qui  eft  ^ , j’ai 

j£y_  j. 
jUdj  la * 


Pour  la  conftru&ion  je  décris  une  logarithmique  dont  lordor.- 
née  AB  = 1 (Fig.  72.);  je  prolonge  cette  ordonnée  indéfiniment, 
& je  prens  AC  = «,  je  mene  du  point  C la  droite  CM  parallè- 
le à AP  , Ôc  qui  coupe  le  logarithmique  en  M,  d’où  je  mene 
MP  parallèle  à AC  , donc  MP  = AC  = a,  & par  conféqucnt 
AP  = la~,  je  mene  la  droite  BP,  & prenant  PQ  = 1 , je  mene 
QT  parallèle  à AC  les  triangles  femblables  ABP,  QTP  don- 
nent AP , AB  : : PQ , QT  , ou  la , 1 : : 1 = QT  , ainfi  QT 
eft  la  foutangente  cherchée. 

La*  foutangente  ~ étant  confiante  dans  cette  courbe , il  s’en- 


fuit que  la  courbe  eft  une  logarithmique.. 

144  Trouver  la  foutangente  d'une  courbe  dont  F équation  eft  x*=y. 
Puifque  x*  —y , donc  xlx  — ly , & prenant  la  différence,  j’ai 

lxdx~+-  ~ = Q , ou ylxdx  -+-ydx  = dy  ; or  l’exprefïion  générale 
de  la  foutangente  eft ^ , mettant  donc  la  valeur  de  dy  , j’ai 


ydx  1 1»  v • « / * 

T",  . T = : — r-  » d ou  je  tire  /a: -4-  1 , 1 : : 1 , . 

jlxdx  -+•  ydx  * 7 ' 7 7 ix-t-i 

Pour  la  conftrudion  je  décris  une  logarithmique  dontl’ordon- 
pée  AB  = 1 (Fig.  71.),  & l’ordonnée  MP  = x , donc  AP  = Ix , 

Sff 


jo S Le  Calcul  Différentiel, 

& par  conféquent  AP -+- AB  — /*-+-  i , donc  prenant  une  troi- 
fiéme  proportionnelle  aux  deux  lignes  AP-+-  AB , ôc  AB  , j’ai  la 
foutangente  cherchée. 

14;.  Trouver  la  fouperpendiculaire  d'une  courbe  dont  té  quation  efl 

x* 

Puifque  xx—y , donc  xlx  = ly  , ôc  prenant  la  différence  , j’ai 
comme  dans  l’article  précédent ylxdx-\rydx  = dy  ; or  i'exprek 

lion'générale  de  la  fouperpendiculaire  eft  y'y-  > mettant  donc  la 

valeur  de  dy  , j’ai  yy'"‘,x  yy-x  —yylx  -hyy  =yl  x /*-+-  1 . 

Pour  la  conilru&ion  je  décris  une  logarithmique  dont  l’ordon- 
née AB  = 1 ( Fig.  7 1.  ) ta  l’ordonnée  PM  =y , je  cherche  une 
troifiéme  proportionnelle^  aux  deux  lignes  AB , PM  ; & fuppofé 
queHI  = x j’ai  AH=/x,  Ôc  AH-+-  AB  = Ix  1 j c’eft  pour- 
quoi prenant  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes  AB , 

AH-+-AB  6c  yy,  c’eft-à-dire  faifant  1 , Ix- (-  1 -,:yy , y'  * ^ ~l~  1 t 

cette  quatrième  proportionnelle  fera  la  fouperpendiculaire  de- 
mandée. 


146.  Trouver  t équation  de  la  courbe  dont  la  foutangente  eft 
L’expreffion  générale  de  la  foutangente  étant  yi~ , j’ai  h— 

= , donc  dy—ydx  -hylxdx  , ou  y -dx-hlxdx  ; or  l'inté- 

grale de  y = ly , 6c  l’integrale  de  dx  -+-  Ixdx , ou  de  Ixdx  ■+■  xix- 

cft  xlx , donc  ly=xlx , ôc  par  conféquent  y = x%  eft  l’équation 
cherchée. 


147.  Trouver  t équation  dont  la  fouperpendiculaire  eft  y1  x /oc-t-  i- 
Par  la  condition  du  problème  j’ai  =yl  x lx-+- 1 , donc^éy 
-y1xtx-h  1 dx , 6c  divifant  pary1 , j’ai  j-lx-h  1 dx  = lxdx 
-4-  dx  — Ixdx  ’Jf  ; ot  l’integrale  de  ^eft  ly , ôc  celle  de  Ixdx 

H-  ~ eft  xlx , donc  ly  —xlx,  ôc  par  conféquent  xr=y  eft  l’é- 


quation cherchée. 

148.  Trouver  t équation  dune  courbe  dont  taire  eft  — \jï~‘ 

Je  prens  la  différence  de  l’aire  , ce  qui  donne  
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==  , or  l’expreflion  générale  de  la  différentielle  d’un  aire  eft 

y dx,  donc  i’-^-—ydx,  d’où  je  ùrc  xlx  — y la  parconféquent 

x*  = ay  eft  l’équation  cherchée. 

Pour  conftruire  cette  courbe  , je  décris  une  logarithmique 
dont  l’ordonnée  AB  = 1 (hg.  73-)  i j<=  prolonge  cette  ordonnée  ; 
& prenant  AD  =a,  j’éleve  la  perpendiculaire  DL  qui  coupe 
la  logarithmique  en  L , d’où  je  mené  LH  parallèle  à AD  , ainfi 
LH  —a>  & AH  — lai  je  prens  AC  = x,  & élevant  la  perpen- 
diculaire CM  qui  coupe  la  logarithmique  en  M , je  mené  MP  pa- 
rallèle à CA,  donc  MP  = *&  AP  = /x;  je  prens  AF  = AH 
a=la,  & j’éleve  la  perpendiculaire  FE  qui  coupe  PM  enE, 
donc  FE  = AP  = /*;  du  point  A parle  point  Ejemene  la  droite 
AG  qui  coupe  CM  prolongé  en  G,  fit  les  triangles  femblables 

AFE,  ACG  donnent  AF , FE  : : AC,  CG , ou /a, /*  ::*,  ~ , 

mais  par  l’équation  xlx=yta , on  a /a,  Ix  : : * , y , donc  — = y 
= CG  , & par  conféqucnt  le  point  G eft  à la  courbe  cherchée, 
ôc  on  trouvera  de  la  même  façon  tous  fes  autres  points. 

i yo.  Trouver  la  moindre  ordonnée  d’une  courbe  exponentielle  dont 
.'équation eft  x*s=y. 

ruifque  x*  —y , donc  xlx  ±=ly , & prenant  la  différence  , j ai 
ixlx  *'ix  = p f d’où  je  ûreydxlx  -+-ydx  = dy  ; or  dans  le  point 

de  la  moindre  ordonnée  on  a dy  = o , ainfi  qu  on  a vu  dans  le 
calcul  différentiel , Aoncydxtx  -y-ydx  = o , d'où  je  tire  1 = — Ix. 

Ayant  donc  décrit  la  logarithmique  [hg-  7 1 •)  & courbe 
GSRA  de  l’équation  x**=y,  je  prens  AQ  = AB  = 1 = — lx, 
& par  conféquent  QT  =x,  donc  tranfportant  QT  de  A en  Y, 
l’ordonnée  Y R eftla  moindre  cherchée. 

Que  fi  dans  l’équation  xlx  = ly  de  la  courbe , on  fubftitue—  1 
au  lieu  de  Ix  , on  aura  — x ’=-ly  > prenant  donc  AZ  = QT  x, 
on  aura  Z X=j/>  & par  conféquent  ZX  = YR. 

Fin  du  troifiéme  & dernier  Livre. 


De  l’Imprimerie  de  J.  Chardon. 
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APPROBATION. 

J’Ai  lû  par  ordre  de  Monfeigneurle  Chancelier  un  Manufcrit  intitulé.  Ler 
Calculs  Différentiels  & Intégrais  , dont  j’ai  crû  l'imprcffion  utile  à ceux 
qui  veulent  s’initier  dans  ccs  Méthodes.  Fait  à Paris  ce  y.  Avril  ) 740. 

MONTCARVILLE. 


PRIVILEGE  D 1/  ROY. 

.1  ■ • • , 1 

LOUIS  par  la  grâce  de  Dfeu  Roy  de  France  & de  Navarre,  à nos 
Ames  5c  l’c.iux  Cnnfcillcrs  les  Gens  tenant  nos  Cours  de  Parlement , 

Ma  lires  des  Requêtes  ordinaires  de  notre  Hôtel , Grand  Confeil , Prévôt 
de  Paris  , Bailiils  , Sénéchaux  , leurs  Lieutenans  Civils  & autres  nos  Jull;- 
ci  ers  qu’il  appartiendra  : Salut,  Notre  bien  amé  Chaklis-Am  oIne 
Jombert,  l ibraire  de  notre  Arjillcric  5c  du  Génie  , Si  Libraire  à Paris, 

Nous  ayant  fait  remontrer  qu  il  lui  auroit  été  rrrts  en  main,  La  Mifure  des 
Sut  faces  & des  Sa  ides  par  Us  Centres  de  Gravite  , & d Arithmétique  des 
Inj.nis  ; par  le  fieur  Deidicr  , qu’il  fouhaiteroit  faire  imprimer  & donner 
au  Public  , s’il  nous  plaifoit  lui  accorder  nos  Lettres  de  Privilège  fur  ce 
nécefTaires  ; offrant  pour  cet  effet  de  les  faire  imppmcr  en  bon  papier  & 
beaux  caraCteres  , fuivart  la  feuille  imprimée  & attachée  pour  modelé  fous 
le  comrc-fccl  des  Préfentes.  A çts  causes  foulant  traiter  favorable- 
ment ledit  Expofant , Nous  lui  avons  permrs  Se  permettons  par  ces  Préfén- 
tes  de  fjire  imprimer  lefdits  Ouvrages  ci-dcllus  fpecifiés , en  un  uu  pluficurs 
volumes , conjointement  ou  féparcmcnt , & autant  de  fois  que  bon  lui  fem- 
blera.  Si  de  les  vendre , faire  vendre  & débiter  par  tout  notre  Royaume 
pendant  le  tems  de  neuf  années  confecutives  , à compter  du  jour  de  la  date 
defditcs  préfemes  : Faifons  défenfes  à toutes  fortes  de  perfonnes  de  quelque 
. qualité  & condition  qu’elles  foient  d'en  introduire  d’impreflîon  étrangère 
dans  aucun  lieu  de  notre  obéilfance  ; comme  auffï  à tous  Libraires  Impri- 
meurs & autres  d’imprimer  ou  Lire  imprimer , vendre  , faire  vendre  , debi-, 
ter  ni  contrefaire  lefdits  Ouvr-ges  ci  dclTus  expofés  en  tout  ni  en  partie, 
ni  d’en  faire  aucuns  extraits  fous  quelque  prétexte  que  ce  foit  d’augmenta-  1 

tion  , correction  , changement  de  titre  ou  autrement  , fans  la  permillion  ex- 
preffe  Si  par  écrit  dudit  Expofant  ou  de  ceux  qui  auront  droit  de  lui , à pei- 
ne de  confifcation  des  exemplaires  contrefaits  , de  fix  mille  livres  d'amende 
contre  chacun  des  contrevenans , dont  un  tiers  à nous  , un  tiers  à l’Hôtel 
Dieu  de  Paris  , l’autre  tiers  audit  Expofant  , Si  de  tous  dépens,  dommages  . 

& intérêts  ; A la  charge  que  ces  Prefentes  feront  enrcgillrecs  tout  au  long 
fur  le  Rcg'llre  delà  Communauté  des  Libraires  8i  Imprimeurs  de  Paris  dans 
trois  mois  de  la  date  d’icellcs  ; Que  l’imprcffion  dcfdiis  Ouvrages  fera  faite  « 

dans  notre  Royaume  8c  non  ailleurs  , & que  l’Impétrant  fe  conformera  en 
tout  aux  Reglemens  de  la  Librairie,  & notamment  à celui  du  dix  Avril  1725. 
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& qu’avant  que  de  les  expofer  en  vente  , les  Manuferits  ou  Imprimés  qui  au- 
ront fervi  de  copie  à l'impreflîon  defdits  Ouvrages , feront  remis  dans  le 
même  état  où  les  Approbations  y auront  été  données  ès  mains  de  notre  très- 
cher  & féal  Chevalier  le  Sieur  Dagueiîèau  , Chancelier  de  France  , Com- 
mandeur de  nos  Ordres  ; & qu’il  en  fera  enfuite  remis  deux  exemplaires  de 
chacun  dans  notre  Bibliothèque  Publique,  un  dans  celle  de  notre  Château 
du  Louvre  , <5c  un  dans  celle  de  notre  très -cher  & féal  Chevalier  le  Sieur 
DaguelTeau , Chancelier  de  France  , Commandeur  de  nos  ordres  ; le  tout 
à peine  de  nullité  des  Préfentes  : Du  contenu  dcfqucllcs  vous  mandons  &c 
enjoignons  de  faire  jouir l’Expofant  ou  fes  ayans  caufe  pleinement  Sc  paifï- 
blemcnt , (ans  fouffrir  qu’il  leur  foit  fait  aucun  trouble  ou  empêchement  : 
.Voulons  que  la  copie  defdites  Préfentes,  qui  fera  imprimée  tout  au  long 
au  commencement  ou  à la  fin  defdits  Ouvrages  , foit  tenue  pour  duement 
lignifiée  , & qu’aux  copies  collationnées  par  l’un  de  nos  amés  & féaux  Con- 
feillers  Secrétaires , foi  foit  ajoutée  comme  a l’original  : Commandons  au 
premier  notre  Huillier  ou  Sergent  de  faire  pour  l’exécution  d’icelles  tous 
Aftcs  requis  8c  néceUàires  , fans  demander  autre  pcrmilfion  , 8c  nonobllant 
Clameur  de  Haro,  Chartre  Normande  de  Lettres  à ce  contraires;  Car  tel  cil 
notre  plaifir.  Donné  à Paris  le  trentième  jour  de  Décembre  , l’an  de  grâce 
mil  fept  cens  trente-neuf,  & de  notre  règne  le  vingt-cinquième.  Par  le  Roy 
en  foa  Confcil. 

SAINSON. 

Regijlré furie  Reçijlre  dix  de  la  Chambre  Royale  des  Libraires  & Impri- 
meurs de  Paris  , N\  349.  fui.  339.  conformement  aux  anciens  Reglement , 
ccnfirmès  par  celui  du  2 S . Février  1723.  A Paris  le  premier  Février  1 740. 

SAUGRA1N,  Sindic. 
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APPROBATION. 

J’Ai  lu  par  ordre de  Monfeigncurlc  Chancelier  un  Manufcrit  intitulé.  Les 
Calculs  Différentiels  if  Intégrais  , dont  j’ai  crû  l'impreflîon  utile  à ceux 
qui  veulent  s’initier  dans  ccs  Méthodes.  Fait  à Paris  ce  y.  Avril  l 740. 

MONTCARVILLE. 


PRIVILEGE  D 1/  ROY. 

LOUIS  par  la  grâce  de  D’eu  Roy  de  France  & de  Navarre , à nos 
Aînés  âc  beaux  Confeillers  les  Gens  tenant  nos  Cours  de  Parlement  , 
Ma  îtres  des  Reijuétcs  ordinaires  de  notre  Hôtel , Grand  Confeil,  Prévôt 
de  Paris  , Bailiils  , Sénéchaux  , leurs  Licutenans  Civils  & autres  nos  Julli- 
ciers  qu’il  appartiendra  : S Al.  UT  , Notre  bien  amé  Chakli  i-Am  oINE 
Jombekt,  l ibraire  de  notre  Artillerie  de  du  Génie  , & Libraire  à Paris, 
Nous  ayant  fait  remontrer  qu'il  lui  auroitété  rrm  en  main,  La  Ah  Jure  des 
Su’/aces  if  des  Sa.idet  par  les  Centres  de  Gravité  , i f f Arithmttiqtte  des 
Inj  .tits  ; par  le  (leur  Deidier  , qu’il  fouhaiteroit  faire  imprimer  Si  donner 
au  Public  , s’il  nous  plaifoit  lui  accorder  nos  Lettres  de  Privilège  fur  ce 
néceflaires  ; offrant  pour  cet  effet  de  les  faire  imppmcr  en  bon  papier  «Se 
beaux  carafkres  , fuivant  la  feuille  imprimée  & attachée  pour  modèle  fous 
le  contre-fccl  des  Préfentes.  A ces  causes  .foulant  traiter  favorable- 
ment ledit  Expofant , Nous  lui  avons  permis  ôc  permettons  par  ces  Préfe'n- 
tes  de  faire  imprimer  lcfdits  Ouvrages  ci-dclLs  fpccifiés , en  un  ou  pluficur» 
volumes,  conjointement  ou  féparement , & autant  de  fois  que  bon  lui  fem- 
blera , & de  les  vendre  , faire  vendre  & debitor  par  tout  notre  R oyaume 
pendant  le  tems  de  neuf  années  confccutrves  , à compter  du  jour  de  la  date 
defdites  préfentes  : Faifons  défenfes  à toutes  fortes  de  perfonnesde  quelque 

Qualité  & condition  qu’elles  foicnt  d’en  introduire  d’impreflîon  étrangère 
ans  aucun  lieu  de  notre  obéilfance  ; comme  aullî  à tous  Libraires  Impri- 
meurs & autres  d’imprimer  ou  Lire  imprimer , vendre  , faire  vendre , debi-, 
ter  ni  contrefaire  lefdits  Ouvrages  ci  déliés  expofés  en  tout  ni  en  partie , 
ni  d’en  faire  aucuns  extraits  fous  quelque  prétexte  que  ce  foit  d'augmenta- 
tion , correâion  , changement  de  titre  ou  autrement  , fans  la  permillion  ex- 
prcfTc  & par  écrit  dudit  Expofant  ou  de  ceux  qui  auront  droit  de  lui , à pei- 
ne de  confifcation  des  exemplaires  contrefaits  , de  (ïx  mille  livres  d’amende 
contre  chacun  des  contrevenans  , dont  un  tiers  à nous , un  tiers  1 l’Hôtel 
Dieu  de  Paris , l’autre  tiers  audit  Expofant , & de  tous  dépens,  dommages 
&.  intérêts  ; A la  charge  que  ces  Préfentes  feront  cnregillréet  tout  au  long 
fur  le  Regdlrc  de  la  Communauté  des  Libraires  & Imprimeurs  de  Paris  dans 
trois  mois  delà  date  d’icelles;  Que l’imprellion  defdits  Ouvrages  fera  faite 
dans  notre  Royaume  & non  ailleurs  , de  que  l’Impétrant  fe  conformera  en 
tout  aux  Rcglemens  de  La  Librairie,  & notamment  à celui  du  dix  Avril  1725. 


& qu’avant  que  de  les  cxpofcr  en  vente  , les  Manufcrits  ou  Imprime'*  qui  au- 
ront fervi  de  copie  à l’imprelfion  defdits  Ouvrages , feront  renus  dans  le' 
même  état  où  les  Approbations  y auront  été  données  ès  mains  de  notre  très- 
cher  & féal  Chevalier  le  Sieur  Dagueftcau  , Chancelier  de  France  , Com- 
mandeur de  nos  Ordres  ; & qu’il  en  fera  enfuite  remis  deux  exemplaires  de 
chacun  dans  notre  Bibliothèque  Publique,  un  dans  celle  de  notre  Château 
du  Louvre  , <5c  un  dans  celle  de  notre  très-cher  & féal  Chevalier  le  Sieur 
DaguclTcau , Chancelier  de  France  , Commandeur  de  nos  ordres  ; le  tout 
à peine  de  nullité  des  Préfentes  : Ou  contenu  defquelles  vous  mandons  5c 
enjoignons  de  faire  jouir  l’Expofant  ou  fes  ayans  caufe  pleinement  <Sc  paifï- 
blcmcnt , fans  foufFrir  qu’il  leur  foie  fait  aucun  trouble  ou  empêchement  : 
.Voulons  que  la  copie  defdites  Préfentes,  qui  fera  imprimée  tout  au  long 
au  commencement  ou  à la  fin  defdits  Ouvrages  , foit  tenue  pour  duement 
lignifiée  , & qu’aux  copies  collationnées  par  l’un  de  nosamés&  féaux  Con- 
feillers  Secrétaires , foi  foit  ajoutée  comme  à l’original  : Commandons  au 
premier  notre  Huilficr  ou  Sergent  de  faire  pour  l’exécution  d’icelles  tous 
A fies  requis  <Sc  nécdlâires  , fins  demander  autre  permillïon  , 5c  nonobftant 
Clameur  de  Haro,  Chartre  Normande  5c  Lettres  à ce  contraires;  Car  tel  clt 
notre  plaifir.  Donné  à Paris  le  trentième  jour  de  Décembre  , l’an  de  grâce 
mil  fept  cens  trente-neuf,  & de  notre  régné  le  vingt-cinquième.  Par  le  Roy 
en  fon  Confeil. 

SAINSON. 

Reftfiré  fur  le  Reçifire  dix  de  la  Chambre  Royale  dis  Libraires  & Impri- 
meurs de  Paris , N\  349.  fol.  339.  conformement  aux  anciens  Réglé  mens  , 
confirmés  par  celui  du  28.  Février  172  3.  A Paris  U premier  Février  1740. 

S A U G R A I N,  Sindic. 
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